Cours de maths en L3

Loi des grands nombres et TCL

l. Les quatre modes de convergence des variables aléatoires

Dans tout le chapitre, l:ﬂ, A, P:l est un espace probabilisé. Les variables aléatoires sont réelles, sauf
mention contraire. Une suite (X ;) de variables aléatoires est une suite de fonctions mesurables sur

{2 . Il existe donc plusieurs facons de dire qu'elle « tend » vers une variable _X . Vous connaissez déja
les convergences simple et en norme pour les fonctions. En probabilités, on en retient quatre, de la plus
exigeante a la plus faible.

1. Convergence presque siire

Définition :

On dit que (Xn;'l converge presque sirement vers X sil'événement

w E n e 7
{,Xn(m} - X{r:em:l} est de probabilité 1. On note X, P8 X,

Cet ensemble est bien un événement. En effet, il s'écrit avec des opérations dénombrables :

x,»x1= U N {Ix.-x1<t}
k>1NS1n>N

Autrement dit, c'est la convergence simple de la théorie de la mesure, hors d'un ensemble négligeable.
Par conséquent, le théoreme de convergence dominée s'applique directement aux suites qui convergent
presque slrement.
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2. Convergence en probabilité

Onditque (X ) converge en probabilité vers X si, pourtout &> 0,
P(|X,—X|>¢e) =+ 0 quand n — oo .Onnote Xﬂi}_x

Cette fois, on ne suit pas chaque . On mesure seulement la taille de I'ensemble ou I'écart reste grand.
Ainsi, la limite est unique a égalité presque slre pres.

3. Convergence dans L™ p

Soit p = 1.Onsuppose X, et X dans P .Onditque (X,) convergedans 1P vers

X si E(U{,J,1 — X|p) — 0.Pour p = 2, on parle de convergence en moyenne quadratique.

C'est la convergence pour la norme |Y|1,:I = E(|Y|P:|1f'fp . De plus, sur un espace de probabilité,
l'inégalité de Holder donne ¥ |p < [¥lg si p < g .Doncla convergence dans [,9 entraine celle
dans 1P pour p < q.

4. Convergence en loi

On dit que (Xn} converge en loi vers X si, pour toute fonction f:R — R continue et
bornée, E(f(X,)) = B(f(X)).onnote X, LX .




Cette notion ne porte que sur les lois £ X, et P 3 .En particulier, les variables X, peuvent vivre
sur des espaces différents. On dit aussi que la suite des lois converge étroitement.

Théoreme :

Notons F'y, et F' les fonctions de répartition de X, et X .Alors X, £X sietseulement
si. F'\y(z) = F(z) entoutpoint = ol F' est continue.

La restriction aux points de continuité est indispensable. Par exemple, prenons X ,, uniforme sur
[-1/n,1/n]. Alors X, converge en loi vers la constante 0, comme le montre la figure ci-dessous.
Pourtant F',,(0) = 1/2 pourtout 7, alorsque F'(0) = 1. Le point 0 est justement le seul point de

discontinuité de F'.

1,0' - Fxl,n=1 .

— Fx3,n=3
osd — Fx,,» N =10

e 3 poOUr X =0
0.6
0.4 -

Fx,(0) =1/2 pour tout n

0.2 A
0.0 - O

—-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

X

Soit X, de loi géométrique de paramétre A / n,avec A>0.Pour = > 0,ona
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P(X,[/n>1) = {1_)\/1@}[””:] or | nz|In(l-XA/n) = —Az. Ansi X, [/n
converge en loi vers la loi exponentielle de parametre 2, .

Il. Le lemme de Borel-Cantelli

La convergence presque sdre fait intervenir la limite supérieure d'une suite d'événements. Le lemme de
Borel-Cantelli est I'outil principal pour la contrdler.

Définition :

e limsup A,, = m U A
P te d' ts (Ay), n . Clest
our une suite d'événements (A, ), on pose N>1nSN es

I'ensemble des @ qui appartiennent & une infinité de 4., .

Théoreme :

Lemme de Borel-Cantelli.

1. Si Z P(A,) <oo,alors P(limsup A,) = 0.

2. Siles A, sontindépendants et si Z P(A,) = co,alors P(limsup A,) = 1.

Démonstration :

1. Pour tout [V, limsup Ay, C U An, Donc P(limsup Ay) < Z P(An) . Ce
reste de série convergente tend vers 0.




- (1 4
2. Le complémentaire de limsup A, est o> N %Il suffit donc de voir que chaque
K

C
QN An est négligeable. Par indépendance, puis gracea 1 —u < &~ Y, on obtient pour
i)

M= N .

Le membre de droite tend vers 0 quand M — oo . Enfin, la continuité décroissante de P
conclut.

La seconde partie est fausse sans indépendance. Par exemple, avec A,, = [0,1/n] dans [0,]]
muni de la mesure de Lebesgue, la série Z 1/n diverge, mais limsup A, = 10} est
négligeable.

Méthode :

Pour montrer que X, — X presque sGrement, il suffit d'établir que, pour tout € >0,
Z P(|Xy, — X|>€) <00 gn effet, Borel-Cantelli donne alors | X, — X| < € &partirdun
m

certain rang, presque sGrement. On prend ensuite & = l/k et on intersecte ces événements sur
k c IN¥, ce quireste de probabilité 1.

Soit I:Xn:l une suite de variables indépendantes de Bernoulli de paramétre ¥, . Alors
X, — 0 presque sirement si et seulementsi X, = 1 pour un nombre fini d'indices. D'aprés

les deux parties du lemme, cela a lieu si et seulement si E r, < ©0. Ainsi, avec P, = 1/n ,
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I la suite ne converge pas presque sirement, alors que P{Xn ?é EI:I = lfn — 0.

lll. Liens entre les modes de convergence

Les quatre modes sont hiérarchisés. La figure ci-dessous résume les implications. Les fleches pleines sont
toujours vraies. En revanche, les fleches en pointillé demandent une hypothese supplémentaire.

presque s(re convergence sila limite
dominée est constante
<
“‘h.
=~ —~T
pour une — Y
sous-suite _—_ .
en probabilité en loi
Markov

dans LP (p=1)

Théoreme :

(=)

. La convergence presque slre entraine la convergence en probabilité.

2. La convergence dans [,F entraine la convergence en probabilité.

w

. La convergence en probabilité entraine la convergence en loi.

4.Si Xy, Lc, ol ¢ estuneconstante, alors . -




5.5 X i} X, il existe une sous-suite {Am; ) qui converge presque sirement vers X .

1. Fixons £ == 0. La variable 1{|Xﬂ, — X|= E} tend presque slrement vers 0 et elle est dominée
par 1. Par convergence dominée, son espérance P(|X,, — X|> €) tend vers 0.

2. D'aprés l'inégalité de Markov, P(|Xn — X| > g} < E{|Xn — X|P:| / £, qui tend vers 0.

3.Soit f continue bornée. Montrons que E{f(X ) — E{f(X)). D'abord, soit %> 0.1l
existe A >0 telque P(|X|> A) < n.Ensuite, f estuniformément continue sur
[-A-1, A+1] :ilexiste & € ]0,1] telque |f(z) — f{v)| € 7 désque |z| < A et
|z — y| < & . En découpant selon les événements  {|X|> A} et {|X,, — X|>{}, on
obtient

|E(F(Xp))— B(F(X)N < n+2/fl (n+ P(IX, — X|>4)).
Ainsi la limite supérieure est au plus  #{1 +2|f|m},pourtout n>=>0,

4. La fonction de répartition de ¢ est continue saufen ¢.Donc F'n{c + &) —+ 1 et
F,lc—¢e) — 0.Parconséquent, P(| X, —c|>¢e) <1—-Fplc+e + Fplc—¢) — 0.

5.0nchoisit 79 <7y <... telsque P{|Xn, — X|>27%) < 2%, La série converge, donc
Borel-Cantelli donne |Xn3: — X| < 2—% 3 partir d'un certain rang, presque sirement.

1. Les réciproques sont fausses
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Les contre-exemples classiques se construisent sur 2 = [0,1] muni de la mesure de Lebesgue. lls sont
a connaitre, car les sujets d'examen les demandent souvent.

Presque sire sans [1.Posons Xn = 7 1[0, 1/n].Pour w>0, X,(w) = 0 désque
n>1/w.Donc X, — O presque sirement. Cependant F{X,) =1 pourtout 7 :iln'y
a pas convergence dans 1.

Bosse glissante : [P sans presque siire. Ecrivons n = ok + javec 0< 5< 2k et
posons Xn = 1ryo—k (;4+1)2-F]. Alors B(XE) = 2=% — 0. Pourtant, chaque w est
couvert une fois a chaque génération . Ainsi la suite  {X,,(w]) prend une infinité de fois la
valeur 1, et elle ne converge en aucun point.

La figure ci-dessous montre les huit premiéres bosses et le point w = 0,3 . On y voit la bosse repasser
sur ce point a chaque génération.

L X1 L Xo L X3 L Xs
14— I— . I/
0 -l i T -l i T -l E T -l : T
i Xs i X6 P X7 . Xs
o . . M
0 -l i T -l E T -l E T -l E T
0 1 O 1 O 1 O 1

w € [0, 1] (le pointillé rouge marque w =0,3)



En loi sans en probabilité. Soit X deloi A{0]1) et X, = —X pourtout n.Laloi
normale centrée est symétrique, donc X, ala méme loi que X :la convergence en loi est
triviale. En revanche, P(|X,, — X|>1) = P{|X|>1/2) ne tend pas vers 0.

Remarque :

La convergence presque sdre et la convergence dans I, ne sont pas comparables en général.
Cependant,si X, — X presque sirementetsi |X»| < ¥ avec ¥ ¢ LP,la
convergence dominée donne la convergence dans f,F .

IV. Fonctions caractéristiques et théoreme de Lévy

Pour prouver une convergence en loi, tester toutes les fonctions continues bornées est lourd. On préfere
une famille particuliére : les fonctions 5 —y git=.

Définition :

La fonction caractéristique de X est ¢ (t) = B(ettX) pour £ € R. Elle est continue,
bornée par 1, et elle caractérise la loi de X .

b — 2 2
Rappelons trois formules utiles. D'abord, si X ~ A{(m, ¢2) , alors (px(t} _ vt —a2isfd

Ensuite, si X~ P(XA), alors @ 4(f) = exp(A(e® —1)) .Enfin,si X et ¥ sont
indépendantes, ¥x+yv = Py Pv .

Théoreme :
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Théoreme de continuité de Lévy.

1.si X, LX, alors @Xﬂ'@' — @X{f:‘ pourtout £ € R.

2. Réciproguement, si @Xﬂ converge simplement vers une fonction % continue en 0, alors
© est la fonction caractéristique d'une variable X ,et X, LA .

Le sens direct est immédiat : on applique la définition aux fonctions continues bornées -::os(t:n} et

sin{t:t?:l . Le sens réciproque est plus profond. Il repose sur la tension de la suite des lois, que la
continuité en 0 garantit. La preuve complete dépasse ce cours, mais son usage doit étre parfaitement
maftrisé.

La continuité en 0 de la limite n'est pas décorative. Si X, ~ A0, n}, alors

—nit?/3
fon{f:' =€ /
de X, «partalinfini»:il n'y a pas de convergence en loi.

tend vers 1§+ = 0} . Cette limite est discontinue en 0 et, de fait, la masse

Méthode :

Pour prouver que X LX par les fonctions caractéristiques :

1. calculer @Xn':i:' , souvent en utilisant I'indépendance pour passer d'une somme a un produit

2. faire un développement limité en ¢ /v7 ouen 1/n ,encontrdlantlerested % fixé;

3. reconnaitre la limite comme la fonction caractéristique d'une loi connue, puis appliquer le
théoreme de Lévy.




. mn
Soit X, ~ B(n, A/n). Alors @Xﬂ{t} _ (1 + M) .Pour z € C fixé,

i
(14 z/n}ﬂ — g% . Donc fpxn{t} — EXP()%{E‘& — 1)) Par le théoreme de Lévy, X,
converge en loi vers la loi de Poisson  P{}) .

V. Lois des grands nombres

Soit (X, ) une suite de variables aléatoires. Onnote Sy, = X1 +...+ X et
fn =5, ,/ 71 la moyenne empirique. Les lois des grands nombres affirment que fn tend vers
I'espérance commune. Elles justifient l'interprétation d'une probabilité comme fréquence limite.

1. Loi faible dans le cas L™ 2

Théoreme :

Loi faible des grands nombres. Soit (X ,,) une suite de variables de carré intégrable, deux a
deux non corrélées, de méme espérance 71 et de variances bornées par (' . Alors
X, — m dans L2, doncen probabilité. Plus précisément :

P(|Xn —m| > 5) < Cz’

e

Démonstration :

Les covariances sont nulles, donc la variance d'une somme est la somme des variances. Ainsi
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Var(S,) < nC.Comme E(X,)= m , ona
E((In — m)g) = Var(§,)/n2 < C/n . Cecitend vers 0. Enfin, I'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev donne la majoration annoncée.

L'hypothése est faible : ni I'indépendance ni I'identité des lois ne sont requises. De plus, on obtient une
vitesse explicite, précieuse pour dimensionner un échantillon.

2. Loi forte

Théoreme :

Loi forte des grands nombres. Soit (X ,,] une suite de variables indépendantes et de méme
loi, intégrables, d'espérance 71 . Alors fﬂ — . presque sCrement et dans  f,1.

La preuve générale, sous la seule hypothese E|X1| < o0, utilise une troncature délicate. En revanche,
sous I'hypothese d'un moment d'ordre 4, la preuve tient en quelques lignes et illustre la méthode de Borel-
Cantelli.

On suppose E(Xléj < oo et, quitte a centrer, s = 0 . En développant 5% les termes
contenantun X; & la puissance 1 sont d'espérance nulle par indépendance. Il reste les termes

4 2 32 ' -
X et XE;XJ avec E?éj.

B(5%) = n BE(X1) + 3n(n—1) B(X?)? < 302 B(X}).

La derniére inégalité vient de E{X%}E < E{Xi} Par I'inégalité de Markov,
P(Xp|>€) < B(SE)/(net) < 3E(XT)/(n? ). Cest le terme général d'une série
convergente. Par conséquent, la méthode de Borel-Cantelli donne f.ﬂ — [ presque srement.




La figure ci-dessous montre cing suites de moyennes de lancers d'un dé équilibré. Chaque trajectoire se
stabilise autour de 3,5 , comme I'annonce la loi forte. Les courbes pointillées donnent I'ordre de
grandeur des fluctuations, que le théoréme central limite précisera.

w
o

--- espérance m=3,5
- m=1,960/Vn

>
n

moyenne empirique X,
w B
(8)] o

e - — = . - ——
s . o - = "

3.0 -
2.5 -
2.0 - )
00 100 102 10
nombre de lancers n (échelle logarithmique)
Remarque :

L'intégrabilité est indispensable. Siles X, sont indépendantes de loi de Cauchy, de densité
m, alors In suit encore la loi de Cauchy pour tout 7. Autrement dit, la moyenne ne se

stabilise jamais.

Méthode de Monte-Carlo. Soit [ intégrable sur [0,1] et (U} indépendantes de loi uniforme
1

sur [0,1] .Les f(U,,) sontindépendantes, de méme loi, intégrables et d'espérance f f - Parla
0
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1 & |
loi forte, = 0Ly — ) dx presque sirement.
Tl f k f
k=1 0

Vl. Le théoreme central limite

La loi des grands nombres dit que fﬂ — m tend vers 0. Le théoreme central limite précise a quelle
vitesse et avec quelle loi. Les fluctuations sont d'ordre l/v’ﬁ, et leur loi est gaussienne quelle que soit la
loi de départ.

Théoreme :

Théoréme central limite. Soit (X ;) une suite de variables indépendantes, de méme loi, de carré
intégrable, d'espérance M et de variance &2 = (1. Alors

Démonstration :

Posons ¥ = (X —m)/o :elles sont indépendantes, de méme loi, centrées et réduites.
Notons & leur fonction caractéristique. Comme ¥ { admet un moment d'ordre 2, ¥ est de classe
c2,avec @(0) =1, @/(0) = 0et @"({0) = —1. Parla formule de Taylor-Young :

b2

p(u) =1="% 4+ u?e(u), e(u) = 0.




Par indépendance, la fonction caractéristiquede Z,, = (¥1+...+ ¥ ,,}/vl vaut
o(tfm)" .o @(t/vA) =1+ 2z, [ n avec z, = —t2/2 4+ t2&(tfvm) — —£2/2.
Pour des complexes |al, [)] < 1,0na |a® —b"| < nja —b| . Avec j — oZa/™, on en déduit
n_ =z —t4/3 . . ,
que (t/vm) —e®m tend vers 0. Donc g::nz-n{t} — e . Cette limite est continue et c'est

la fonction caractéristique de  A/(0,1) . Finalement, le théoréme de Lévy conclut. La limite porte sur
la fonction de répartition en tout point, car celle de  A/{(0,1) est continue.

La figure ci-dessous illustre le théoreme pour des lois binomiales B(n, D,E} . Les histogrammes
renormalisés épousent la courbe en cloche quand 71 grandit. Pourtant, la loi de départ est une loi de
Bernoulli tres dissymétrique.

n=>5 n=20 n=100
0.41 N ' a I m
[ / \
0.3 ] ] \
]
@
¢ 0.2 1 - -
° \
0.1- - -
00 T T T T T T = T T T
-2.5 0.0 2.5 -2.5 0.0 2.5 -2.5 0.0 2.5
(Sn—np)/\ np(1 —p) (Sn = np)/V np(1—p) (Sn = np)/vnp(1l—p)
Méthode :

Approximation normale. Pour 7. grand, on remplace la loi de Sy, par A{nm, ne?) .

Aduit Sa— MM _s—nm) .
1. on centre et on réduit : P{Sn < 5:, = P( T < = ;
2. on lit la valeur dans la table de & , la fonction de répartition de  A(0,1) ;

3. on retient les quantiles #{1,96) &= 0,975 et #(2) = 0,977 .
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Intervalle de confiance. On observe 7i tirages de Bernoulli de parameétre inconnu P, de

fréquence F'y . Le théoréme central limite donne P(|F:n, —p| € 1,96 p{l—p}/n) — 0,95 .
0,98 0,981 .
n— = Fpy ﬁ} contient P avec une

probabilité asymptotiquement au moins égale a 0,95 .

Deplus, p(1—p) < 1/4. Ainsil'intervalle [F

Remarque :

Le théoreme central limite est une convergence en loi, et rien de plus. En effet, la suite
m{fﬂ — m) ne converge pas en probabilité. De plus, il ne donne aucune borne d'erreura 7
fixé. L'inégalité de Berry-Esseen, hors programme, majore I'écart des fonctions de répartition par
C BlX1-mP [/ (c3m).

VIl. Ce qu'il faut retenir

 Quatre modes de convergence : presque slre, en probabilité, dans f,¥ et en loi.

e Presque sireet f,¥ entrainent en probabilité, qui entraine en loi. La convergence en loi vers une
constante équivaut a la convergence en probabilité.

¢ De toute suite qui converge en probabilité, on extrait une sous-suite qui converge presque
sGrement.

e Contre-exemples a connaitre : " 1[0,1fn] , la bosse glissante, et X, = —X avec X
symétrique.

« Borel-Cantelli : Z P(A,) < oo implique P(limsup A,) = 0 ; la réciproque demande
l'indépendance.

o Critere : si Z P(| X, — X|>¢e) <oo pourtout &,alors X, — X presque stirement.

e Loifaible E2 : P(|X,—m| > ¢e) < C/(ne2) pour des variables non corrélées de
variances bornées.



e Loi forte : des variables indépendantes, de méme loi et intégrables ont une moyenne qui converge
presque slrement vers 71 .

e Théoreme de Lévy : la convergence simple des fonctions caractéristiques vers une limite continue
en 0 équivaut a la convergence en loi.

* Théoréme central limite : 71 ( X ,, — m) /o converge en loi vers A(0,1) désque o2 est finie
et non nulle.

Questions fréquentes sur loi des grands nombres et TCL

Quelle différence entre loi faible et loi forte des grands nombres ?

La loi faible affirme que la moyenne empirique converge en probabilité vers I'espérance, tandis que la loi
forte affirme une convergence presque sdre, plus exigeante. La loi faible se prouve en quelques lignes par
Bienaymé-Tchebychev des que les variances sont bornées. La loi forte demande I'indépendance et
I'identité des lois, avec une preuve plus délicate.

Quand peut-on appliquer le second lemme de Borel-Cantelli ?

Il faut que les événements soient indépendants et que la série des probabilités diverge. On conclut alors
qu'une infinité d'entre eux se réalisent presque slrement. Sans indépendance, le résultat est faux : les
intervalles [0, 1/n] en fournissent un contre-exemple.

Le théoreme central limite donne-t-il une convergence en probabilité ?

Non, c'est uniguement une convergence en loi. La suite Jﬁ{Xﬂ — m} ne converge pas en probabilité,
car ses termes deviennent presque indépendants a grande distance. On ['utilise pour approcher des
probabilités, pas pour suivre une trajectoire.

Pourquoi la loi de Cauchy échappe-t-elle a la loi des grands nombres ?

Une variable de Cauchy n'est pas intégrable, donc I'hypothése de la loi forte n'est pas satisfaite. Sa
fonction caractéristique vaut E—|f| , et la moyenne de n variables indépendantes suit encore la loi de
Cauchy. La moyenne empirique ne se stabilise donc jamais.
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Pour aller plus loin en L3

e Les énoncés : exercices de maths en L3 sur loi des grands nombres et TCL

A maitriser avant : Espaces probabilisés, variables aléatoires et espérance

Chapitre précédent : Espaces probabilisés, variables aléatoires et espérance

Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3


https://mathovore.fr/convergences-lois-limites-exercices-maths-l3
https://mathovore.fr/probabilites-variables-aleatoires-esperance-cours-maths-l3
https://mathovore.fr/probabilites-variables-aleatoires-esperance-cours-maths-l3
https://mathovore.fr/qcm-maths-l3
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