Corrigés des exercices de maths en L3

Loi des grands nombres et TCL

Corrigé de I'exercice 1 : Convergence presque sire sans
convergence L"1

1. Soit w € 0,1] .Désque n>1/w,ona w¢ [0,1/n], donc X,(w) = 0.Ainsi
X () — 0 pourtout w ?é 0 .0r {0} estde mesure nulle. Donc X, — 0 presque
strement. Pour @ = 0,3, la condition 1/n < 0,3 équivauta n >10/3. Par conséquent,
X,(0,3) = 0 désque = > 4, comme le montre la figure ci-dessous.

8 - E —_— X, i aire =1
i —_— X, aire =1
i — Xo i aire =1
6- s
| w=0,3: Xn(w) =0 dés que n =4
41 |
2- s
01 E
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
w € [0, 1]

2. La convergence presque slre entraine la convergence en probabilité, par convergence dominée
appliquée a 1{|Xﬂ'| = E} . On peut aussi calculer directement : pour 0 <& <7,
P(|X,|>e) = P([0,1/n]) =1/n — 0.Donc X, — 0 en probabilité.
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3. 0Ona E{Xﬂ} = n % % — 1.Si X, convergeait dans f,1 vers une variable X, elle
convergerait aussi en probabilité vers _X . Par unicité de la limite en probabilité, X = 0
presque sCrement. Il faudrait alors F|X,, —0| = 1 — 0, ce qui est absurde. La suite ne
converge pas dans 1.

4. D'unepart, E(|¥ ,|) = v& X % = % s 0: ¥, —+ 0dans l.D'autrepart,

E(Y%} = n X 5 = 1.Le méme argument d'unicité montre que la seule limite possible dans
7,2 est0.0r E{Y%} ne tend pas vers 0. Donc ¥ ,; ne converge pas dans [,2 .

Point de méthode : pour réfuter une convergence dans f,¥ , identifiez d'abord la seule limite possible
grace a une convergence plus faible, puis montrez que la norme de I'écart ne tend pas vers 0.

Corrigé de l'exercice 2 : La bosse glissante

1. Lavariable X7 = 17 estuneindicatrice. Donc E{(X%) = A(I,) = 2=% ol
k=|logon ]| . Quand n = o0, k — co,donc E(XP) »0et X, =0
dans 1P . Ensuite, I'négalité de Markov donne P(X, >¢) < B(X,)/e = 27k /e = 0.
Donc X, — U en probabilité.

2. Fixons w € [0,1] et une génération . Les intervalles Lok, .. Iqk+1 _ 1 recouvrent
[0,1] . Il existe donc un indice 7. de cette génération tel que X ,(w) = 1. Commeily a une
infinité de générations, X ,(w) = 1 pour une infinité d'indices. De plus, pour % > 2, la
génération compte 2% = 4 intervalles, et w appartient au plus a deux d'entre eux. Il en existe
donc au moins un qui ne contient pas . Ainsi X ,{w) = O pour une infinité d'indices.

3. Pourtout ), lasuite (X ,(w)) adeux valeurs d'adhérence, 0 et 1. Elle ne converge donc en
aucun point. Par conséquent, I:Xﬂ:l ne converge presque siirement vers aucune variable,
puisque I'ensemble de convergence est vide.

4. Prenons la sous-suite 71y = Ek,qui corresponda 7 = 0. Alors Kok = 1[[], n—k]. Pour
w>0,0ona Xot(w) =0 désque 2—% < .Donc Xqr — 0 presque sirement, ce
qui illustre le théoreme d'extraction.



corriaé de I ‘e 3:C loi

en probabilité

1. Ladensité de A/(0,1) estpaire, donc —X suitaussilaloi A/0,1). Ainsi, pour toute f

continue bornée, E(f(X )} = E(f(—X)) = E(f(X)). La suite converge donc en loi
vers X, etelle est méme constante en loi.

2. 0na |X, - X|=2|X|.oonc P(|X,-X|>1)= P(X|>1/2) = 2(1-#(1/2)).
Numériquement, #(0,5) /2 0,6915,dou P(| X, — X|>1) ~ 0,617 pour tout 7. Cette
quantité ne tend pas vers 0. Donc X, ne converge pas en probabilité vers X .

3. Chaque Z, suitlaloi MN{0,1) : (Z,) converge en loivers A/{0,1l}.Supposons que
£ — Z en probabilité. Alors Z 41 — Z, — 0 en probabilité, car
|zn+1 - zn| < |En+1 - E| + |Z - En|.0r |En—|-l - Zﬂ| = 2|Jf| , et
P{2|X| > 1) ~ 0,617 netend pas vers 0. Donc (%] ne converge pas en probabilité.

4. La convergence en loi ne dépend que des lois. Or X, et ¥ ontla méme loi, donc X, LY .

L'unicité de la limite en loi porte sur la loi de la limite, et non sur la variable. Ici, X et ¥ ont
bien la méme loi, donc il n'y a aucune contradiction.

Corrigé de l'exercice 4 : Convergence en loi vers une constante

1. La fonction de répartition de la constante ¢ est £ = 1[.:, +oo[ . Elle est continue en tout point
sauf ¢.Soit £ 0.Llespoints ¢ +&/2 et ¢ —¢& sontdes points de continuité. Donc
Folc4+ef2) = let Fulc—e) = 0.0r

P(X,—c|>e) < P(X,>c+e/2)+P(X, <c—e)=1=F,(c+e/2)+ F,lc—e).

Le membre de droite tend vers 0. Donc X, i} o

2. La fonction de répartition de X, vaut 0 avant ¢ — lj'n, lapres ¢ + 1;’?1 , et
%l:ﬂ? —c +1/n) entrelesdeux.Si x < c,alors & <c¢ —1/n pour 7 grand, donc
Fo(z) = 0.Deméme,si x>c, Fu{z) =1 pour n grand.Ainsi F,(z) = F(z)
pour tout = ?é c,et X, Lc . Parailleurs, laloide X, — ¢ estuniforme sur
[-1/n,1/n].Donc P{|X, —c|>¢e) = max(0,1—ne), quiest nulle dés que
n>1lfe.
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3.0na P(T,,>¢e) =e ™ — 0,donc Ty, — 0 en probabilité. Ensuite,
{¥,—c|>e C {|X, —c|>¢/2} U{T, >¢/2}. La somme des deux probabilités tend
vers 0. Donc Y,—c- Remarquez qu'aucune hypothése d'indépendance entre X, et
T, n'est nécessaire.

Corrigé de I'exercice 5 : Bernoulli indépendantes et Borel-
Cantelli

1. Pour O<eg<l,0ona P{|Xy,|>e)=PX,=1 = p,.Donc X, —+ 0 en
probabilité si et seulementsi P, — 0

2. comme Xy € {01}, ona |X,|* = X, dou E(X ) = p,, - Ainsi la convergence
dans 19 versOéquivauta P, — 0.

3. Lasuite (X ,{w]) estavaleursdans {0,1}.Elle tend vers 0 si et seulementsi X ,(w) = 1
pour un nombre fini d'indices. Autrement dit, {X, — 0} = (limsup {Xy = 1})C.Si
Z p,, <00, le premier lemme de Borel-Cantelli donne P(limsup {X,, =1}) = 0, d'ou
la convergence presque sdre. Si Z p, = o0, les événements {Xﬂ = 1} sont
indépendants. Le second lemme donne alors P(limsup {X,, = 1}) = 1, etla suite ne
converge presque s(irement pas vers 0. Ainsi X ,, — 0 presque siirement si et seulement

si Zpﬂ::co.

4. Pour P, = 1/?1 : convergence dans 1,9 et en probabilité, mais pas presque sire, car
la série harmonique diverge. Pour L, = 1fﬂ2 : convergence dans tous les modes.

Corrigé de I'exercice 6 : Record de variables exponentielles

1. Pour une loi exponentielle de paramétre 1, P(Xn = :t?:l = e T pour £ = 0.Donc
P(Xp>clnn) =eclnn = n—c,

2. Pour ¢ =1, lasérie de Riemann E n~ ¢ converge. D'aprés le premier lemme de Borel-
Cantelli, I'événement « X ., = cln n pour une infinité de 7 » est négligeable. Donc presque



sirement X, < clnn a partir d'un certain rang.

3. Pour ¢ =1, Z 1/n = oo.De plus, les événements {X,, >In n} sontindépendants, car
les X, le sont. Le second lemme de Borel-Cantelli s'applique. Presque siirement,
X, > Inn pour une infinité d'indices.

4. Posons L = limsup X, /Inn .Pour ¢ =1+1/k , laquestion2donne L <1+41/k
sur un événement {73 de probabilité 1. L'intersection dénombrable Q 2k est encore de

probabilité 1, etonya L < 1.Ensuite, la question 3 donne X, / In 7 > 1 pour une infinité
de m,donc L > 1 presque stirement. Finalement, limsup X, /Inn = 1 presque
sirement.

Point de méthode : les deux lemmes de Borel-Cantelli fournissent ensemble une valeur exacte ; le
premier donne la majoration, le second, avec I'indépendance, la minoration.

Corrigé de I'exercice 7 : Convergence rapide en probabilité

1. soit k> 1let A% = {|X, — X|>1/k}.Parhypothése, ; P(A%) <0, e lemme de

. _ : k
Borel-Cantelli donne P{llmgup Af};) = 0.posons ¥ = L};J llmgup AR négligeable
comme réunion dénombrable d'ensembles négligeables. Pour ﬁ;‘ N etpourtout k,ona

|Xn(tu:l — Xl:tu:l| < lﬂc a partir d'un certain rang. Donc Xn{tu:l — X{m} hors de 1V :
la convergence est presque siire.

2. On construit 77 <7y <... parrécurrence. Comme P(|X, — X|>27K) = 0, il existe
N> Np_ telque P(|Xn, — X|>2"%) < 275 Soit £>0.Pour k assezgrand,
2~k < ¢,donc P(|Xn, — X|>¢) < 92—k _ La série converge. Par la question 1,
An, — X presque siirement.

3. Par l'inégalité de Markov, P':|Xn — X| = g} < E':|-X1r1 — XF}/‘EE . C'est le terme général
d'une série convergente. La question 1 donne la convergence presque siire.

4. Sens direct : une sous-suite de { X ,,} converge encore en probabilité vers X, et la question 2
lui fournit une sous-suite presque slirement convergente. Réciproque : supposons que X 5 ne
converge pas en probabilité vers X . Il existealors £ >0, 71 >0 etune sous-suite I:ij:l
avec P{|ij - X| = E} 2 1) pour tout jr'. Par hypothése, elle admet une sous-suite qui
converge presque sirement, donc en probabilité, vers X . Cela contredit la minoration par 7.
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L'équivalence est démontrée.

Corrigé de I'exercice 8 : Loi faible pour des variables non

corrélées

n
. Les variables sont deux a deux non corrélées, donc Vﬂl‘(Sn:‘ = Z Vﬂr(x};:' < nC  par
k

=1
conséquent,
S — BN var(s,)
Bl 2z L - S
n — 2 ~ 7 —r .
T
La convergence vers 0 a donc lieudans [,2.
. L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne P( %_T‘EW > E) < %
- — TE

. Des variables indépendantes sont non corrélées. De plus, Var({Xp) = Pklil - Pk:' <1/4.
5 Sn—E(S5,) 1 R
On peut donc prendre €' = 1/4 . Ensuite, 7 op=——wm — + ﬁz P —P|.Le
EF=1

premier terme tend vers 0 en probabilité. Le second est déterministe et tend vers 0. Donc
S/ n — p en probabilité.
mn _1:,3:
> 3
k=1
1 1 1
ﬁz P =3+ O(1/n) — 5 Ainsi S, /n — 1/2 en probabilité, bien que les lois
k=1

< % .Donc

H [

ik
. Les termes ( ‘ij se compensent deux a deux :

ne soient pas identiques.

Corrigé de I'exercice 9 : Taille d'un échantillon, Tchebychev

contre TCL




1.ona F, =5, /navec S, ~ Bn,p .Donc E(F,)=pet
Var(F,) = m .Orlafonction p — p{l—p) atteint son maximum 1/4 en

— 1
p=1/2.Donc Var(F,)< z-.

, . 1 2500
2. Par Bienaymé-Tchebychev, P({|F, — p| > 0,01) < FRpvETEr i

plus 0,05 désque n = 50000 . Ainsi n = 50000 convient, quel que soit F.

Cette borne vaut au

A(Fy — p)
3. Par le théoréme central limite, —p—=—=—=—est approximativement de loi A/{0,1) . Donc
J p(1—1p) ( ’ :l

P(|F, —p| < 1,96/ p(1—p)/n) =~ 0,95 . Il suffit alors que 1,96 x % < 0,01, soit
Vil 2 98 | Lataille n = 9604 suffit approximativement.

4. L'approximation normale demande environ cinq fois moins de lancers. Cependant, la borne de

Tchebychev est une inégalité exacte, valable pour tout 71. En revanche, le résultat du TCL n'est
qu'asymptotique : il ne comporte pas de garantie a 71 fixé.

Corrigé de I'exercice 10 : Loi forte des grands nombres avec un

moment d'ordre 4

1. L'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a X% et 1 donne E{X%}E < E{Xl'&} E(1). Donc
T < F 4 . En particulier, X1 estde carré intégrable.

4 _ : :
2. On développe Sa = 'Z}:E X XJ‘ X X*T. Tous les termes sont intégrables, par I'inégalité
'3,_-?, 1
de Holder. Si l'un des indices apparait une seule fois, I'indépendance et le centrage donnent une
espérance nulle. Il reste deux types de termes. D'abord, = = 3 = & = [ : 7 termes

d'espérance M4 . Ensuite, deux paires d'indices distincts : on choisit la paire  {z, 7} de (g)
facons, puis la répartition des positions de (%2) — 6 facons, chaque terme valant % . Ainsi

6(%) = 3n(n—1).ponc E(SE) = npy + 3nn—1)o%,

3. Avec 0% < J44 , on obtient B(SH < “-iliﬂ’ +3n2 —3n) = ;&%(Sng — 2n) . Donc
E(S%:‘ = 3’”*2!-54-

4. Par le théoreme de convergence monotone (Beppo Levi), on peut intervertir somme et espérance :
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H’-‘-|§ =

n > 1

Une variable positive d'espérance finie est finie presque sirement. Donc la série E (Sﬂ/n)4
converge presque sirement, et son terme général tend vers 0. Ainsi Sn/’n — 0 presque
sirement.

E(S3%) _ 3y
n4£4 E -1125‘1' . La Serle converge pour

tout £.La méthode de Borel-Cantelli (exercice 7) donne la méme conclusion.

5. Par I'inégalité de Markov a I'ordre 4, P{|5m./n| > E} <

6. Si |Xﬂ| < M, alors ¥ = X, —m estcentrée, bornée par 2 , donc
E(Ylj < 16M % . Les ¥, sontindépendantes et de méme loi. Par ce qui précéde,

Z ¥i=Xp,—m — 0 ponc X, — m presque sirement.

Corrigé de I'exercice 11 : Monte-Carlo et moyenne géométrique

1. Lafonction f est continue et bornée par 4 sur [0,1] . Les f{U'g) sont donc indépendantes, de
1

méme loi et intégrables. Leur espérance vaut fl-l- 5 dr = darctanl = 4 . Parla loi forte
]

des grands nombres, Z f{U};} —+ T presque slirement.
E=1

1
2. ona E(f(U1)?) = lﬁfﬂfﬁjﬂ — 16(% +%) — 94 + 4. Donc
0

Var(f(U1)) = 2m +4 — w2 22 0,414. Par le TCL, I'erreur de la méthode est de I'ordre de
0,64 /v71 .

3. Les UL sont presque sirement dans ]D,l] . On peut donc écrire Gp=n Z InUg . Les

variables In Ut sont indépendantes, de méme loi, et intégrables. En effet,
1

ElnU,| = _f Inzdr = [z — zln 3;‘]% — 1.Donc E(lnU1) = —1.Parla loi forte,
0



In &, — —1 presque slirement. Enfin, I'exponentielle est continue. Donc
G, — e—1 = 0,368 presque siirement.

4. Par la loi forte, ﬁn — 1/2 presque slrement. L'inégalité arithmético-géométrique donne
G, < U, pourtout 7.Alalimite, on retrouve bien e—1 < 1/2.C'est cohérent, et

I'inégalité est méme stricte a la limite. C'est aussi I'inégalité de Jensen
E(ln U} < ln E(U) ,car —1< 111{1[2} ~ —0,693 .

Corrigé de I'exercice 12 : Le maximum de variables uniformes

T
1. Pour £ € [0, {Mn<z}= m {Ug < z}. Parindépendance,
k=

P{M, < z) = =™ Cette fonction vaut O pour x < 0 etlpour z>1.

2. Pour 0<e<l, P(|M,—1|>¢) = P(M,<1—-¢) = (1-¢)" — 0.Donc
M, — 1 en probabilité. De plus, la série géométrique Z {l—ﬁ}ﬂ converge. Par la
méthode de Borel-Cantelli, MW ,, —+ 1 presque siirement. On peut aussi remarquer que
(M ,,) est croissante et majorée par 1.

3.por 0<z<n,ona P(l-M,)>z)=P(M,<l-z/n)=(1-z/n)".
Pour & =7, cette probabilité est nulle. A = fixé, pour 7 > £ ,o0na
aln(l —z/n) =+ —x.Donc P(n(l — M) > x) — e~ ¥ . Lafigure ci-dessous montre
cette convergence.
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1.0 — P(N(1=M,)>x),n=2

— P(N(1—-M,)>x),n=5

0.8 1 —— P(N(1-M,)>x),n=20

— = e ¥ (loi exponentielle)
0.6 A
0.4
0.2 1
0.0 1

0 1 2 3 4 5

X

4. La fonction de répartition de  n(1 — M p) vautdonc 1—(1—z/n)" — 1 —e—% pour
xz 2 0.Pour x < 0, elle est nulle. On reconnait la fonction de répartition de la loi exponentielle
de paramétre 1, continue partout. Ainsi n(1 — M, ) converge en loi vers £(1) .

Corrigé de I'exercice 13 : De la loi binomiale a la loi de Poisson

1. Lavariable X, estune somme de 7 variables indépendantes de Bernoulli de paramétre
P = }L/'n . Chacune a pour fonction caracteéristique 1 — p + peﬁf . Par indépendance,

o ()= (142E1=0)"

T
mn k
2. Soit z € € .Pour 7> |z|, laformule du binéme donne (1 + z/n) = z (1),‘% . Or
k=0
n ko~ 1 n —k 1 . Lo
0 < L < pioet | L)n — i pour k fixé. Le théoreme de convergence
dominée pour les séries, avec la domination |z|k / k!, donne

I:l—i—z/n:lﬂ—> Z %i::ez.

K> 0

3. Avec z = }l{eﬁlt — 1), on obtient fpxn(ﬁ} — exp{)&{eft — 1)) . Cette limite est continue en



0 : c'est la fonction caractéristique de  P(}) . Par le théoréeme de Lévy, X, CP(}).

4. Pour k fixé, P(X, = k) = ("L)i—i@ _ %)ﬂ_k . D'abord ("'}:)n—k — 1/k' . Ensuite

(1 — }'-l/nj”_k — g—+. Donc P{Xn — ;g:l — E_*}‘i;_i: . Pour des lois a valeurs entiéres,

cette convergence ponctuelle entraine celle des fonctions de répartition, donc la convergence en loi.

5. Le nombre de coquilles suit B{1 000; 0,002} , proche de  P(2). La probabilité cherchée vaut
environ e—2 o (0,135 . La valeur exacte D,9981 000 ~ 0,135 confirme I'approximation.

Corrigé de I'exercice 14 : Loi de Poisson de grand parametre

L ona ¢p,(®) = exp(A(e’ 1) .or @, 4 () = e®tp,; (at) . Donc
c;p&,—l{t:l = exp()\(eﬁfﬁ — 1) — a'tﬂ)

2. La formule de Taylor avec reste intégral, appliquée a g{s} — g% 3 l'ordre 2, donne
u

2
: _ 2 — _ :
ezu_1_3u+%= w33635d8+
0

Le module de l'intégrande est {u—S}E/E . Donc le module est au plus
u
(u—s)? Juf?
7 95| =% -
0

3. Posons u = t/’ﬁ et r = et —1—3u + u2 /2. Alors

Mein —1) —itvx = Afiu =% +7) =itk = =5 + A7

M P —+2/9
31 = o5 s 0. Donc i;p&;-}llii:l — e

Cette limite est la fonction caractéristique de N'{D,l} . Le théoreme de Lévy, appliqué a toute suite
Ap — 00, conclut. Donc ¥ 3 LA(01).

Par la question 2, |}L T«| < pour tout £.

A 120 — 100 I
4. Onécrit P(N1pg < 120) = P(Ylgg < T) = P(¥ 9o < 2) . Cette probabilité
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vaut environ $(2) =2 0,977 .

Corrigé de I'exercice 15 : Approximation normale d'un jeu de

pile ou face

1. Les lancers sont indépendants et de méme probabilité de succés 1/2. Donc

S ~ B(10000;1/2), avec E(S) = 5000 et o(s) = /10000 x 5 = 50.

2. Par le théoreme central limite, w suit approximativement la loi - A(0,1) . Donc

P(4900 < § <5100) = P(—2 < S50 < 2) ~ 28(2) — 1.

On obtient environ 0,954 | La figure ci-dessous représente cette aire sous la densité de
N(5 000, 502).

5000 =98
(en vert)

aire = 0,954

A LA LATAF AN L PN L P LL A RLrALrras Lra

TEEaER AR AR R R R R R AR AR RN RN N AR A BN RN R SRR RN R AR

k|
]
J
H
b1

1

4800 490 5000 5100 5200
nombre de piles S (densité de N(5000, 50?))

3. Oncherche a telque 2%(a/50) —1 = 0,95, soit #(a/50) = 0,975 . Ainsi
a/50 = 1,96 .Donc a == 98.



4. Par Bienaymé-Tchebychev, P(|S — 5 000 > 100) < 1%%%% — 0,25 . Le TCL donne plutét

environ 1 — 0,954 = 0,045 . La borne de Tchebychev est donc environ cinq fois trop
pessimiste ici, mais elle reste rigoureuse.

Corrigé de l'exercice 16 : Sondage et intervalle de confiance

1. On modélise les réponses par des variables X 1,..., X, indépendantes de Bernoulli de

parametre P, grace au tirage avec remise. La fréquence est F',, = fﬂ
f= 848/1 600 = 0,53.

2. Pour p € ]0/1[,lavariance p(l—p) estnon nulle. Le TCL donne alors

A(F y — p)
P( plil o) ‘

JVo(l—p) < 1/2 . L'événement “Fn - < 1,96 pp(l—p}/n} est donc inclus dans
{|F,— 7| < D,QS/@} . Par conséquent, la limite inférieure de

P({|F,, —p| < 0,98/v7) est au moins 0,35 .

< 1,96) — 2#(196) —1 = 0,95, car la limite est continue. Or

3. L'événement |F',, — p| < 0,98/vm s'écrit p € [F, —0,98/vm, F',, + 0,98 /v ] . Avec
V1600 = 40, la demi-largeur vaut 0,0245 | L'intervalle de confiance est
[D,E:DEE; 0,5545] .

4. L'intervalle est entiérement au-dessus de 0,5 . On peut donc annoncer la victoire de A avec
un niveau de confiance asymptotique de 95 %, sous réserve que le modele soit juste. Pour une
demi-largeur 0,01 ,ilfaut 0,98 /vm < 0,01, soit v@ > 98 . Il faut interroger au moins

9 604 personnes.

Corrigé de I'exercice 17 : Le TCL n'est pas une convergence en

probabilité

1. Par le théoréme central limite, Z,, £ A0, 02}.

Sn+ S n_Sn

2.0na Sgn = Sp+ (S9n —Sp).Donc Zq, =
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variable %! dépendde Xp+1,..., Xg, seulement. Elle est donc indépendante de Z o, ,
par le lemme des coalitions. De plus, (X pn41,..., X7o,) alamémeloique (X7,...,Xy).
Donc Z! alamémeloique Z.

3. Onécrit Zg, — 4, = (ﬁ - 1)Zn + %an . Notons ’f.ﬂrJﬂ la fonction caractéristique de

Z 5, . Par indépendance :
bz, —z (t) =1, (f—g — 1)t @Dn(f—E)

X . o , . -
D'aprés la question 1 et le théoréme de Lévy, '.:,bn{s] _y g o2 82 pour tout s . Donc la limite

2 2
vaut exp(_%ﬁ[(%_l) +%D.Or (%_1) +%:%—&+1+%:2_J§.Par
Lévy, Zn, — Z, LN, (2 —V2)o?).

4. Supposons que Z, — Z en probabilité. Alors Zg, — Z en probabilité, et donc
Zon —Z, — 0 enprobabilité. Il en découle Zyy, — Z,, £0 . Par unicité de la loi limite, la
loi A0, (2—v2)o2) serait la masse de Dirac en 0. C'est faux, car (2 —v2)o? > 0 . Donc
(Z,) ne converge pas en probabilité.

2
5. 0na E((Sn/nﬂ)g) = % = g2 nl — 22 Cette quantité tend vers O pour & >1/2. La

convergence a lieu dans 1,2 , donc en probabilité. Ainsi v7T est exactement I'échelle
critique.

Corrigé de I'exercice 18 : Une limite par le théoreme central
limite

1. La somme de variables de Poisson indépendantes est de Poisson, de paramétre la somme des

parametres. On le vérifie avec les fonctions caractéristiques :
T

H exp{eéf -1) = exp{n{eéf —1)) .ponc S, ~ Pn) .
E=1
n nk
2. 0na Uy = Z e~ "o = P(S, <n),
k=0

3. Les X1 sontindépendantes, de méme loi, d'espérance 1 et de variance 1. Le TCL donne



Sp—mn

7

LN, -La fonction de répartition limite <€ est continue en 0. Donc

4. Notons Gy, la fonction de répartition de (S, — n}/vA et =, = |vi|/vR . La somme vaut
Gplzy) et ©p =+ 1 avec £, < 1.5t §>0.Pour ngrand, 1 -9 <z, <1,
donc Gp(l—n) € Gplzy,) < Gu(1) par croissance. Les bornes tendent vers  #{1 — ) et
#(1) . On fait ensuite tendre 77 vers 0, par continuité de < . La limite vaut #(1) = 0,841,

Corrigé de I'exercice 19 : La loi de Cauchy échappe aux grands

nombres

+ oo
|| 2 T
. Ona ElXﬂ:fmdaj:ﬁ mda‘j.or
R 0

n
. Parindépendance, ¢ (1) = @(t/n)" = (E_HHHJ — ¢~ It La fonction caractéristique
ks

caractérise la loi. Donc fﬂ suit la loi de Cauchy, pour tout ..

. La fonction de répartition de la loi de Cauchy est % + %arctan 1 . Donc

P(|In|}1} = 1—%5,1‘.:1;.1111 = 1—%.Ainsi Pl:|fﬂ|}1:l = 1/‘2 pour tout ..

. Supposons que fﬂ — ¢ en probabilité. Alors fﬂ —+ ¢ enloi. Or la suite des lois est
constante, égale a la loi de Cauchy. Par unicité de la loi limite, la loi de Cauchy serait la masse de
Dirac en ¢ . C'est absurde, puisqu'elle a une densité. La moyenne empirique ne converge vers
aucune constante. La figure ci-dessous confronte des trajectoires de moyennes de Cauchy a une
trajectoire de moyennes gaussiennes.
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6

4

2_

< O

_2_

-4 1 —— moyennes de lois de Cauchy
—— moyennes de lois normales

_6 AL | T T L AL | T T AL

10° 10! 102 103

n (échelle logarithmique)

Sa _ Xn avec X ,, de loi de Cauchy. Donc

5.0na =2 _
n T
5 — o
P( n_g el = P{|Xﬂ| - ng} =1 %arctan(ng} . Cette quantité tend vers
1— %% = 0.Donc S,/n? — 0 en probabilité.

Point de méthode : avant d'appliquer une loi des grands nombres, vérifiez toujours I'intégrabilité ; ici,

c'est elle qui manque, et le résultat devient faux.

Corrigé de I'exercice 20 : Probleme, polynomes de Bernstein et

théoreme de Weierstrass

1. Chaque terme f{k/n)(i)ﬁk{l—:n}”_k est un polyndéme de degré 7. au plus. Donc B, f
est un polynéme de degré au plus 7. Ensuite, P{S5, = k) = (1)$k(1_$}ﬂ—k . Par la

formule de transfert, E{f{Sﬂ/n}} = ki:[] f':j‘?/ﬂ:'P':Sn — ;‘9} = By f'@:‘ .



2. Pour f =1,onobtient B, f = 1.Pour flz) =z, B, flz) = B(S,)/n ==z,
donc By, flzr) = z.Pour flz) = =2,
E(S%} = V&r(5n2 + E{Sn}g = nz(l-x) + n2z?. Donc

B, f@®) = o2 + =7

3. La fonction [ est continue sur le compact [0,1] . Par le théoréme de Heine, elle y est
uniformément continue, ce qui fournit & . Fixons & etnotons A = {|Sﬂ/ﬂ —z|> 5} .Ona

1By f() = f(2)| = |B(f(Sp/n) = [(@))| < B(If(Sn/n) = f(2)14°) + B(IF(Sn/n) = f(z)]14)

Le premier terme est au plus € . Le second est au plus 2|f|m P(A) . or, par Bienaymé-

Var(S,/n) x(l—x) 1
Tchebychey, P(A} < |§r2| =~ < 25l
Yoo
|Bn f{i::l - f':mﬂ i: €+ Tmb 2

D'ou

4. La borne ne dépend pas de . Donc limgup |Bp [ — f|m < €, pourtout &> 0 . Ainsi
B, f — f uniformément sur [0,1] . On obtient le théoréme d'approximation de
Weierstrass : toute fonction continue sur un segment est limite uniforme de polynémes. La figure
ci-dessous montre cette convergence pour  f{z) = |z —1/2|.

0.5 — ) =|x-1/2|
— Baf
0.4 — Bief
—— Begaf
0.3 1
0.2 1
0.1 -
0.0 A1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

5.6i fest L -lipschitzienne, |By f(z)— f(z)| < L E|S,/n — | . Par l'négalité de
Cauchy-Schwarz, E|S,/n —z| < \/Var(S,/n) = Jz(l-z)/n < ﬁ Donc

L
|an_f|mi:ﬁ-
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1
valeursde |k /4 —1/2| sont 2 ’D!f—l .Donc By f{ljﬁ = 16( +

1
2
On obtient B, f(1/2) = %.De méme, Bg f(1/2) = E E ‘|'2 +§

Bq f(1/2) = %.Ces erreurs respectent la borne % avec L =1: i

1.1
Sy

Point de méthode : une identit¢ g{x) = F(A(Y ,)) transforme un probléme d'analyse en probléme

de probabilités, ou la loi des grands nombres fournit la convergence.

Corrigé de I'exercice 21 : Lois discretes qui convergent vers
une loi a densité

1. Pour z<1/n, Fulr)=0.Pour = >1, F,(x) =1.Entreles deux, le nombre de

valeurs k/n < x est | nx |.Donc Fo@) = LanJ pour 0 < ¢ <1,

2. Pour £ € [0,1],ona nr—1<|nr | < nz, donc |Fyulz) — o] <1/n.Endehorsde
[0,1 , les deux fonctions coincident. Ainsi SUP [Frle) - Flo) S1/n et Fp — F en
tout point. Donc X ,, converge en loi vers 7.

3. Toutes les valeurs de X, sont rationnelles, donc  P{X,, € Q) = 1. Au contraire, @ est
dénombrable et la loi de U7 est diffuse, donc P(U € @) = 0.1l n'y a pas de contradiction. La
convergence en loi porte sur  B{f( X ]} pour f continue bornée, et 1§ n'est pas continue.
Autrement dit, P(X,, € A} — P(U € A) n'alieu quesi la frontiere de A est négligeable
pour la loi limite ; or la frontiére de ) est R entier.

1 Lk
4, Pour t % a, ( X ) n Z e’ /n . C'est une somme géométrique de raison

_ E=1
Eﬁtfrn ?‘3 1 pour % grand:

TS G NPLL AN S
E(e ﬂ) — Eﬁt/n_l

' : ' et — 1 . ,
Or n(e“f” - 1) _ 4t et Lt/m _, {.Donc rpxn{t} — " qui est la fonction
caractéristique de IJ . Cette limite se prolongeparlen ¢ = ([ ,oU @Xn'@' =1, elle est



continue. Le théoréme de Lévy donne a nouveau X ,, £UJ . On peut aussi y voir une somme de
1

Riemann de f et T dr , comme le suggére la figure de I'énoncé.
4]

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L3

Le cours : loi des grands nombres et TCL, cours de maths en L3

Les énoncés : exercices de maths en L3 sur loi des grands nombres et TCL

A maitriser avant : Espaces probabilisés, variables aléatoires et espérance

Chapitre précédent : Espaces probabilisés, variables aléatoires et espérance

Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3
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