Cours de maths en L1

Logique et ensembles

l. Assertions et connecteurs logiques

Toute démonstration manipule des énoncés dont on peut dire s'ils sont vrais ou faux. Avant de raisonner, il
faut donc fixer ce vocabulaire. Ce premier paragraphe définit les assertions, puis les connecteurs qui
permettent de les combiner.

1. Assertions

Une assertion (ou proposition logique) est un énoncé mathématique qui est soit vrai, soit faux, sans
autre possibilité. Sa valeur de vérité se note V (vrai) ou F (faux).

« 7 est un nombre premier » est une assertion vraie. De méme, « 210 ~ 1000 » est une
assertion fausse, car 910 — 1094 . Enrevanche, « x = 3 » n'est pas une assertion tant que =
n'est pas fixé : c'est un prédicat, dont la vérité dépend de .

2. Les connecteurs

A partir de deux assertions P et €, on fabrique de nouvelles assertions. Leur valeur de vérité ne
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dépend que de cellesde P etde & . C'est pourquoion les définit par une table de vérité, qui liste
les quatre cas possibles.

Définition :

La négation « non P », notée — P, estvraie exactement quand P estfausse. La
conjonction « P et &' » notée F A €1, estvraie quand les deux sont vraies. La disjonction
« P ou € »notée F WV I estvraie quand au moins |'une des deux est vraie.

~P[PAQIPVQ|[P=0Q
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La derniere colonne, celle de I'implication, est étudiée au paragraphe II.

Le « ou » mathématique est inclusif. Ainsi, « P ou & »reste vrailorsque P et & sont
vraies toutes les deux. Le « ou exclusif » du langage courant (fromage ou dessert) n'est pas le « ou »
des mathématiques.

3. Tautologies et regles de calcul

Deux assertions composées sont dites logiquement équivalentes quand elles ont la méme table de
vérité. Une tautologie est une assertion composée qui est vraie dans tous les cas, quelles que soient les
valeurs de ses composantes.



Pour toutes assertions P, &', R, ona les équivalences suivantes :

« double négation: —(— P) = P ;

e loisdeDeMorgan: ~(PAQ) = (-P)v(nQ)et "(PVQ)=(-P)A (- Q)

’

o distributivité : PA@QV R)=(PAQ)V (PAR) et
PYv@rR) =PV APVR),;

e tiersexclu: P % — P estune tautologie.

Démonstration :

Chaque équivalence se vérifie sur une table de vérité. Par exemple, —(P A &) est fausse

seulement quand P et & sontvraies. De méme, {— P)V (- @) est fausse seulement

quand — P et — & sont fausses, c'est-a-dire quand P et &} sont vraies. Les deux tables

coincident donc. Les autres lignes se traitent de la méme fagon ; pour trois assertions, la table compte
23 — 8 lignes.

Il. Implication, contraposée et équivalence

L'implication est le connecteur central des démonstrations. Elle est aussi la source de la plupart des
erreurs de rédaction. C'est pourquoi on la définit avec soin.

1. L'implication
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Définition :

L'implication « P = @ »estlassertion (— P}V Q. Elle est fausse dans un seul cas: P
vraie et € fausse.Onlit« P impligue & »ou«si P ,alors & » Onditaussique P est
une condition suffisante pour &, etque & estune condition nécessaire pour P .

4

Remarque :

Quand P estfausse, I'implication ¥ = & est vraie, quelle que soit & . Par exemple, « si
1 = 2, alors la Lune est un fromage » est une implication vraie. Autrement dit, une implication ne
dit rien de € lorsque I'hypothése n'est pas satisfaite.

2. Réciproque et contraposée

Définition :

La réciproque de P = & est @ = P .Sacontraposéeest (— Q) = (- P).
L'équivalence P & & estlassertion (P = Q) A (@ = P) ;elleestvraiequand P et
&} ont la méme valeur de vérité.

Théoreme :

Une implication et sa contraposée sont logiqguement équivalentes :

(P=Q)=(-Q=-P).

En revanche, une implication et sa réciproque ne le sont pas en général.




Démonstration :

Par définition, = @ = = P sécrit (- Q) V - P ,soit @ ¥ = P grace ala double
négation. Or la disjonction est commutative, donc on retrouve — P VWV &, c'est-a-dire P = & .
Pour la réciproque, il suffit d'un cas : avec P fausseet & vraie, P = € estvraie mais

& = P estfausse.

On peut visualiser une implication entre prédicats comme une inclusion. En effet, dire que «

£>92 = 2> 4 »pourtoutréel I, c'estdire que I'ensemble des = vérifiant = > 2 est
contenu dans I'ensemble des x vérifiant 2 > 4. Comme le montre la figure ci-dessous, la réciproque
est fausse : leréel —3 vérifie 1< 4 sans vérifier = > 2.

) c—{x;x2>4}

x==3:x2>4maisx=2

Pour un entier 7, I'implication « 7. multiplede 4 = 7 pair » est vraie. Sa contraposée, « 71
impair = 7. non multiple de 4 », est vraie aussi. Cependant, sa réciproque « % pair = 71
multiple de 4 » est fausse, comme le montre 1 = 6.

1. Quantificateurs et langage formel
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Les énoncés d'analyse et d'algebre portent presque toujours sur une infinité d'objets. Les quantificateurs
permettent de les écrire sans ambiguité.

1. Les deux quantificateurs

Définition :

Soit P(z) un prédicat portant sur les éléments £ d'un ensemble E .

Ve R
® K
P (=)
(quantificateur universel).

» signifie que P(x) est vraie pour tous les éléments = de F

dzr € E,
®
P(z)
(quantificateur existentiel).

» signifie que P(x) est vraie pour au moins un élément = de F

'z € B,

° « » signifie qu'il existe un et un seul tel élément.
P(z)

¥z eR, . ViteR
2>0 S 23>0
n'a plus de sens hors de la phrase. On n'écrit donc jamais « Z » apres la phrase sans I'avoir de

La variable quantifiée est muette : ’ disent la méme chose. De plus, elle

nouveau introduit.

2. L'ordre des quantificateurs

Deux quantificateurs de méme nature commutent. En revanche, on ne peut pas échanger un ‘% etun



¥V x -
3 sans changer le sens. Dans « 3 " », le Y peut dépendre de . Au contraire, dans « - g’ », le
1 1
méme ¥ convient pour tous les .

¥ n e N, dm € N,
L'assertion ,d m € IN, estvraie: il suffit de prendre m = n + 1.Enrevanche, ¥ n € NN,
=N >

est fausse. En effet, un tel ™ vérifierait 1 > M enprenant 7 = M . Ainsi, la premiere
phrase dit que [N n'a pas de plus grand élément, alors que la seconde affirme I'existence d'un
majorant strict de [N dans [N.

Proposition :

3 v, vz,
On a toujours vz, = | I, . La réciproque est fausse en général.
Plz, y) Pz, y)

3. Négation d'une phrase quantifiée

Propriété :

Ve b)) _
_ij(gj) ):H$EE}
=

r € H,

:_'P(x) ! P x)

=Vaxekh,

- P(x).
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Autrement dit, pour montrer qu'une propriété universelle est fausse, il suffit d'exhiber un contre-
exemple. Pour une phrase a plusieurs quantificateurs, on applique la regle de proche en proche.

Méthode :

Pour nier une phrase quantifiée :

1. onremplace chaque % par - etchaque o par %, sans changer I'ordre ni les
ensembles ;

2. on nie la propriété finale: < devient >, « et » devient « ou », et une implication
A = B devient A A B.

1M €R,

Une fonction f:[R — R est majorée si ¥ = € R, .Parconséquent, { n'est pas majorée si
flo) < M

et seulement si

VMEeR,
dx € R,

Jz) > M.

¥ e>0,
N . . !3 N E [N! 7 . )
De méme, la suite  {uy) converge vers £ si Yn> N o Sa négation s'écrit donc
:||uﬂ - '€| <€
de>0,
7 N €N,
An> N,

1|uﬂ - €|}E




4. Traduire un énoncé en langage formel

Traduire, c'est repérer les objets, leur ensemble et le type de quantification. Ensuite, on écrit la phrase de
gauche a droite, dans I'ordre ou les objets sont choisis. Par exemple, « tout réel positif est un carré » se

bl R
_ T € R R _ _ dz eR,
traduit par ,3 % € R, . De méme, «la fonction f s'annule » devient .
z = 12 flz) =10
T =

Les symboles %, 3, = nesont pas des abréviations a glisser dans une phrase francaise. Dans
une copie, on écrit soit une phrase formelle compléte, soit une phrase en francais. Ainsi, « % les
réels, ils sont positifs » n'est ni I'un ni 'autre.

IV. Les modes de raisonnement

Démontrer une assertion, c'est I'établir a partir des axiomes et des résultats déja démontrés, par des
regles logiques admises. Plusieurs schémas reviennent sans cesse. Il faut savoir les reconnaitre et les
rédiger proprement.

1. Raisonnement direct et disjonction de cas

Pour prouver F = & directement, on suppose P vraie et on en déduit < . Pour prouver «
V¢ € E,

P(z)
pour tous. Enfin, la disjonction de cas sépare I'étude en plusieurs cas qui recouvrent toutes les

», on commence par « Soit & £ E »:['élément est quelconque, donc la conclusion vaut

situations.

I Montrons que, pour tout entier 7%, le produit n{n—I—l} est pair. Soit n € & .Si 7 est pair, alors
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n(n—|—1} est pair car 7 l'est. Sinon, 71 estimpair, donc 7 -+ 1 est pair et le produit aussi. Dans
les deux cas, n(n-+1) est pair.

2. Raisonnement par contraposition

D'aprés le théoréme du paragraphe Il, prouver P = &} revienta prouver =& = — P 0On
procéde ainsi lorsque la négation de €& fournit une information plus facile & exploiter.

Montrons que si n2 est pair, alors 7. est pair. Raisonnons par contraposition : supposons
impair et écrivons n = 2k +1 avec &k € Z . Alors

n? = 4k? 14k 11 = E{Ekg + 2k) 4 1, donc 52 estimpair. La contraposée est établie,
donc I'implication aussi.

3. Raisonnement par l'absurde

Pour prouver P ,onsuppose — F eton aboutit a une contradiction, c'est-a-dire a une assertion de la
forme K A — H .Comme — F conduitaufaux, P estvraie.

Théoreme :

Le réel 9 estirrationnel.

Démonstration :

Supposons par I'absurde que 2 = g avec F; g entiers naturels non nuls et la fraction



irréductible. Alors p2 = 2g2,donc p? est pair. D'aprés I'exemple précédent, P est pair :
p = 2k . Ensuite, 452 — 2q3 donne qi — 2k<,donc g est pair lui aussi. Ainsi, 2 divise
P et 4, ce quicontredit I'irréductibilité. Par conséquent, 3 est irrationnel.

Ne confondez pas absurde et contraposition. Dans la contraposition, on suppose — & et on
démontre — P, sans contradiction. Dans I'absurde, on suppose a la fois P et — &', puis on
cherche une contradiction quelconque. La rédaction doit annoncer clairement le choix fait.

4. Raisonnement par analyse-synthese

Ce raisonnement sert a déterminer tous les objets vérifiant une propriété, ou a prouver I'existence et
I'unicité d'un objet. Il se déroule en deux temps bien séparés.

Méthode :

1. Analyse : on suppose qu'un objet convient et on en déduit des conditions nécessaires, jusqu'a
obtenir une forme explicite. Cette étape prouve l'unicité, ou restreint la liste des candidats.

2. Syntheése : on vérifie que les candidats obtenus conviennent réellement. Cette étape prouve
I'existence.

3. Conclusion : on énonce I'ensemble exact des solutions.

Montrons que toute fonction f :R — R s'écrit de facon unique f = g + h,avec 7 paire et
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h impaire.

Analyse.Si f = g + h convient, alors pour tout =, fi{z) = g(z) + h{z) et
f(—x) = g{z) — A(z). En ajoutant puis en retranchant, on obtient

9(37) — )c('r) _|_2)c(_$)j h(ﬂ:) — f(.iI?) _Qf(_*r),

Ainsi, 9 et h sontimposées : il y a au plus une décomposition.

Synthése. Définissons § et A par ces formules. D'abord, g{—z) = g(z) et
h{—z) = —h(z) . Ensuite, g(z) + h{r) = f(x) . La décomposition existe donc, et elle est
unique.

Méthode :

Pour choisir un type de raisonnement, observez la forme de I'énoncé.

Enoncé universel « ¥ x, P{:t::l » 1 on fixe I quelconque ; pour le réfuter, un contre-exemple
suffit.

Implication dont la conclusion est négative (« n'est pas », « est différent de ») : la contraposition
ou I'absurde sont souvent efficaces.

Enoncé d'impossibilité ou d'irrationalité : I'absurde est naturel.

e « Trouver tous les... » ou « existe un unique... » : I'analyse-synthese.

V. Ensembles et opérations ensemblistes

La théorie des ensembles fournit le cadre de tous les objets mathématiques. On adopte ici un point de vue



intuitif : un ensemble est une collection d'objets, appelés ses éléments.

1. Appartenance, inclusion, égalité

Onnote = £ F lefaitque T estunélémentde F.L'ensemble vide [ ne contient aucun
élément. Un ensemble se décrit en extension, comme {1, 2, 3} , ou en compréhension, comme
{;r: ER| rd < 4} .Onditque A estinclusdans B ,etonnote A4 C B,si
x!
zeAd=zeB)

Deux ensembles sont égaux si et seulement si chacun est inclus dans I'autre :

A=B & (AcC Bet BC A).

De plus, l'inclusion est transitive:si A C B et B C  ,alors A CZ .

2. Union, intersection, complémentaire

Dans toute la suite, A et B sontdes parties d'un ensemble F , appelé ensemble de référence.

Définition :

o _Jre E|x
e Réunion : AUB_{,AOU.,I‘EB}'
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zr € H|z

e Intersection: A M B = {]A et r €

B}.Si ANEB =1{,onditque 4 et B

sont disjoints.

« Complémentairede A dans E : A = [:J:E Elz¢ A,A},aussi not¢ E\ A ou
A°

* Différence: A\ B = {re A|z¢ BB}l = ANE.

Les diagrammes de Venn représentent ces opérations par des régions du plan. lls guident I'intuition,
comme le montre la figure ci-dessous, mais ils ne remplacent pas une démonstration.

E E
AUB AnB

E E
A\B A (complémentaire dans E)

Chaque opération ensembliste traduit un connecteur logique : la réunion correspond a « ou », l'intersection
a « et », le complémentaire a « non ». Par conséquent, les regles du paragraphe | se transportent aux
ensembles.




Théoreme :

Pour toutes parties 4, B, C de ¥ :

e« AN(BUC)=(ANB)UANC)et AUBNC)=(AUB)N{AUC)

’

s A=A

eloisdeDeMorgan: 4 | B — AN Bet ANB=AUR.

Démonstration :

Prouvons la premiére loi de De Morgan. Soit x &€ E'. On a les équivalences
creAUB & - (zreAVrzeB)e (t¢A)A(z¢B)e e ANB

La deuxieme équivalence est la loi de De Morgan logique. Les deux ensembles ont donc les mémes
éléments. La seconde loi s'en déduit en appliquant la premierea A et F, puis en passant au
complémentaire.

La figure suivante illustre la premiere loi : la zone hors de .4 etla zone horsde B ont pour partie
commune exactement l'extérieurde 4 I B.

@) [<p] @

A B AnB=AuUB
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Méthode :

Pour démontrer une égalité d'ensembles X = ¥ , deux voies sont possibles.

e Double inclusion : on écrit « Soit 1= & X »etonmontre x £ ¥, puis on fait I'inverse.

¢ Chaine d'équivalences :onmontre x € X & x € ¥ pourtout &, en justifiant
chaque étape.

Pour une inclusion seule, on n'écrit que la premiére moitié. Pour réfuter une égalité, un contre-
exemple explicite suffit.

Montronsque A\ {A\B)=ANE . Soit £ € E.Aors £ € A\ (A B) équivaut a «
r e A etnon( € A et x#B)».Autrementdit,« r e A et xﬁfA ou r € B)».
Orlecas = £ A et = ;f_ A estimpossible.llreste« = € 4 et £ € B », d'ol I'égalité.

Vl. Ensemble des parties et produit cartésien

Deux constructions fabriquent de nouveaux ensembles a partir d'anciens. Elles serviront pour les
applications, les relations et les probabilités.

1. Ensemble des parties

Définition :




L'ensemble des parties de F , noté P(E), est I'ensemble dont les éléments sont les parties de
£

AeP(E)= ACEFE.

En particulier, @ € 'P(E:I et B € 'P{E:l

Pour B = {a, b, c}, on obtient huit parties :

P(E) = {@, (ay, {b}, (cy, {a, b}, {a, ¢}, {b, c}, {a, b, c}}

Plus généralement, si E a 7 éléments, 'P{E} ena 9™ : pour construire une partie, on décide
pour chaque élément s'il y figure ou non.

La figure ci-dessous range ces huit parties selon leur nombre d'éléments. Un trait relie deux parties quand
la plus petite est incluse dans la plus grande avec un élément de moins.
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[{a, b, c}] 3 éléments

{a, b} [{a,c}] [{b,c}] 2 éléments

{a} {b} {c} 1 élément

%) 0 élément

Il faut distinguer @ € F et {a} C E , ouencore {a} £ 'P{E:l De méme, I n'aaucun
élément, alors que {@} en aun. Par exemple, P{l) = {iB}.

2. Produit cartésien

Le produit cartésiende 4 et B estl'ensemble des couples

(a, bl a € 4,
b e B ‘

Deux couples sont égaux si et seulement si (a, &) = (a/,b') & (@ = a’ et b = b’). Onnote

Ax B =




I A2 — A« A, etplusgénéralement 4™ I'ensemble des 7 -uplets.

Un couple estordonné :  (1,2) (2,1}, alorsque {1, 2} = {2,1}.5i A et B sontfinis,
A x B a card(A) x card(B) éléments. Comme le montre la figure ci-dessous, un produit fini se
représente par une grille. De méme, un produit d'intervalles se représente par un rectangle du plan RZ2.

(1,b) (2, b) (3, b) 2
_b{ e ® ®
<
HrE' > 1. [1f3]x[0r5|2]
I (La) (28 (32
Tal e ® ®
0 R —
1 2 3 0 2
A=1{1,2,3} X

Pour toutes parties A,C de E et B, I} de F .

(Ax BYN(CxD)=(AnC)x (BnNnD).

Enrevanche, (A x B)U (C x D) estseulementinclusdans (4 U C)x (BU D]}, en
général strictement.

VIl. Fonctions indicatrices

Les fonctions indicatrices transforment les calculs sur les ensembles en calculs sur des nombres. Elles
donnent des preuves courtes et sres.
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Définition :

Soit A unepartiede [ .La fonction indicatricede A estlafonction 1g4:8 — {0,1}
définie par

|1 siz e A,
ta@) =10 sioé A

Propriété :

Pour toutes parties 4, B de & :

e A=B&ly=lgpet ACB&ly<lyg;
. IAHB:].A].B et ]-ﬁ:]-_l.e':l:

e laup=la+ip-lylg;

13:,_ —1ly,car pd =g et 12 = 1.

Démonstration :

Soit = € F.Leproduit 14(z)lg(x) vaut 1 sietseulement siles deux facteurs valent 1,
cest-a-diresi = € AN B.Ensuite, 1—14(x) vaut 1 exactementquand = ¢ A .Enfin,
parDeMorgan, laug=1-lgn=1- (1-14)(1 —1g) .En développant, on obtient
la formule annoncée.

La figure ci-dessous montre, sur la droite réelle, les indicatrices de deux intervalles et de leur intersection.



Ony lit que le produit 1lg 1z vaut 1 exactementsur [2,4].

1 -
1,,A=[1,4]
0
1
15, B=1[2,5]
0
1 -
1ing=14lp
0
o 1 2 3 4 5 6

Retrouvons la distributivité¢ AN (BUC) = (AN B)U (AN C).Duncoté,
lanBuc)=1allp +1c —1p1c) . Delautre,

lanBpuane)y=lalp+lalc —1%:,_ lg 1z . Comme 14 = 1 4. les deux
fonctions coincident. Les ensembles sont donc égaux.

Si R estfini, le cardinal d'une partie est la somme de son indicatrice :
card(A) =

;E 1*‘:'-{1::' . En sommant la formule de la réunion, on obtient ainsi
I
card{d U B) = card(4) + card(B) — card(d N B).
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Ce qu'il faut retenir

e Une assertion est vraie ou fausse ; les connecteurs non, et, ou, =, ¢ se définissent par leur
table de vérité.

e P = Q signifie = PV & ;ellenestfausse quesi P estvraieet & fausse.
e Une implication équivaut a sa contraposée, mais pas a sa réciproque.

e Pour nier une phrase quantifiée, on échange % et 3 sans changer leur ordre, puis on nie la
propriété finale.

o L'ordre des quantificateurs compte: d vy ¥ x estplusfortque ¥ x dwy.

e Raisonnements a maitriser : direct, disjonction de cas, contraposition, absurde, contre-exemple,
analyse-synthese.

e Une égalité d'ensembles se prouve par double inclusion ou par chaine d'équivalences ; une inclusion
commence par « Soit £ € A »,

e loisdeDeMorgan: 4 U B =AdnNBet ANEB=A4AUB.

o P(E)a 9" élémentssi E ena n; A x B estformé de couples ordonnés.

e Indicatrices: lanp =1lalp, 17 =1-14, lgup=1a+1p-1slp.

Questions fréquentes sur logique et ensembles

Comment nier une phrase qui contient plusieurs quantificateurs ?

On remplace chaque « pour tout » par « il existe » et inversement, sans changer leur ordre ni les

Vex0, de>0,
ensembles. Ensuite, on nie la propriété finale. Par exemple, la négation de ! est ;?f N,
. : prop : ple, fa neg ¥nan>N — An>=N,
,|uﬂ| <€ ,|uﬂ| > E

Quelle différence entre raisonnement par I'absurde et par contraposition ?



Pour prouver P = & par contraposition, on suppose — &} et on démontre directement — P . Par
I'absurde, on suppose a la fois P et — &, puis on cherche une contradiction quelconque. La
contraposition est souvent plus claire quand la négation de la conclusion fournit une écriture exploitable.

Pourquoi I'analyse-synthese a-t-elle besoin de deux étapes ?

L'analyse suppose qu'une solution existe et en déduit sa forme : elle donne des conditions nécessaires et
prouve l'unicité. Elle ne garantit pas que le candidat obtenu convienne. C'est la synthése qui vérifie qu'il
est bien solution, et donc qu'il existe.

A quoi servent les fonctions indicatrices ?

Elles transforment les opérations ensemblistes en calculs sur des nombres égauxa O ou 1:

lanp =1alp et 17 =1—14.0n prouve ainsi des égalités d'ensembles par un simple
développement. Elles servent aussi a compter les éléments d'un ensemble fini et, plus tard, en
probabilités.

Pour aller plus loin en L1

Les énoncés : exercices de maths en L1 sur logique et ensembles

Les solutions : corrigé des exercices sur logique et ensembles

Chapitre suivant : Applications et relations binaires

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de maths de L1 a L3
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