Corrigés des exercices de maths en L1

Logique et ensembles

Corrigé de I'exercice 1 : Tables de vérité et tautologies

1. On dresse la table en parcourant les quatre cas possibles pour P et €} .

PIQI I P=2Q | PVQ |~ =-F
VIV \Y Vv Vv
VI F F F F
FV V V V
F|F \Y% \Y% V

Les trois derniéres colonnes sont identiques. Ainsi, F = &, — PV O etla contraposée
= & = — P sont logiquement équivalentes.

2. Une implication n'est fausse que si son hypothése est vraie et sa conclusion fausse. Supposons donc
P = R fausse, c'est-a-dire P vraieet R fausse.Si F =y €} était vraie, alors &
serait vraie, puisque P l'est. Ensuite, & = H donnerait R vraie, ce qui est faux. Par
conséquent, dés que la conclusion est fausse, I'hypothése (P = @) A (@ = R) est fausse.
L'implication est donc vraie dans tous les cas : c'est une tautologie, appelée transitivité de
I'implication.

3. Prenons P fausseet & vraie. Alors F =r & estvraie, mais & = P est fausse.
L'implication (P = @) = (@ = P) adonc une hypothése vraie et une conclusion fausse. Ce
n'est pas une tautologie : une implication n'entraine pas sa réciprogue.

4. D'aprés la question 1, —(P = @) = —(— P V @) . Par la loi de De Morgan, cette assertion
équivauta —(— P) A — Q. Enfin, la double négation donne —(P = Q) = P A - Q.

Point de méthode : la négation d'une implication n'est jamais une implication. C'est une conjonction : «
I'hypothese est vraie et la conclusion est fausse ».
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Corrigé de I'exercice 2 : Négation d'assertions simples

1. L'assertion est une conjonction. Par De Morgan, sa négation est une disjonction : « 71 est impair
ou 7 < 9 » Eneffet, pourun entier, n < 10 équivauta n < 9,

2. La négation d'une disjonction est la conjonction des négations. On obtient« = =>1 et & < 5 »,
c'est-a-dire 1<z < 5.

3. L'assertion signifie« 0 < x et & < 3 » Sanégationestdonc« £ < U ou >3 ».

4, D'apres l'exercice 1, la négationde F = & est F A — £, Onobtientainsi « 7 est
premier et 71 est pair ». Or cette négation est vraie pour n — 2 .L'assertion de départ
n'est donc pas vraie pour tout 71 ; elle est fausse pour . = 2, et vraie pour tout autre
entier.

5. L'équivalence P & @ signifie (P = @) A (@ = P) . Sa négation est donc

(PA=Q)V(@QA-P).iciceladonne«( z =0 et y+0)ou( ££0 et
1y = 0) », Autrement dit, exactement |'un des deux réels est nul.

Corrigé de I'exercice 3 : Traduction en langage formel

dc eR,
1. La fonction prend toujours la méme valeur : 7 « € R, . Une traduction équivalente est

@) = ¢

v (z,y) € R?,
S = fly)
2. Il suffit d' int d' lati JzeR
. Su un poin annulation : .
P o) =0
¥z eR,

3. Tous les points sont des zéros :

flz) =0

Jdz €FR, ¥ x,
4. C'est la négation de la phrase précédente : . Attention, ce n'est pas « », qui
Jle)# 0 fl@)# 0

signifierait que f ne s'annule jamais.



vV (z,y) € R2,
T <y= flz) < fly)

¥y e R,
6. Chaque réel ¥ doit étre atteint: ,3 = € R, .Ici, = dépendde ¥, d'ol l'ordre des
S =y
quantificateurs.
1M € R,
7. Une méme constante doit majorer |f]| partout: ¥ = € R,
|f@)| < M
8. Quitte a échanger les deux réels, on peut supposer le premier strictement plus petit. On écrit donc
¥ (z,v) € R,
g < Y = 3 q = Q!'
T <g<Y

Point de méthode : écrivez les quantificateurs dans I'ordre ou I'on choisit les objets. Un objet qui dépend
d'un autre doit étre introduit apres lui.

Corrigé de I'exercice 4 : Vrai ou faux avec quantificateurs

1. Vraie.Soit = € R .lLeréel ¥ = = 41 vérifie v > T .

vy eR,
2. Fausse. Sa négationest ,3 = € R, .Orelle est vraie : pour ¥ donné, £ = ¥ convient.
L2y
Autrement dit, aucun réel ne majore strictement tous les réels.
dz eR,
3. Fausse. Sa négation s'écrit 7y €R, Prenons r = —1 : pour tout réel Y, yg > 0>-1,

RILE

donc 2 ?é -1.
4. Vraie. Soit = > 0.leréel ¥ = VT vérifie y? = x.

5. Vraie. Le réel x = 0 convient,car 0 x v = 0 pourtout ¥.
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dzr €R,
6. Fausse. Sa négation est ¥ ¥ € R,  Eneffet, pour £ = 0,ona zy =0 ?é 1 pourtout ¥.

Ty F 1

7. Vraie. Soit n € N.Si 7 estpair, m = n/2 estun entier naturelet n = 2 . Sinon,
n > 1 estimpair, donc m = (n —1}/2 estun entier naturelet n = 2m +1.

8. Fausse. La négation de « il existe un unique & » est « il n'existe aucun I, ou il en existe au

moins deux distincts ». Ici, 2 et —2 sont deux réels distincts de carré 4 . L'unicité est donc en
défaut.

Corrigé de I'exercice 5 : Lecture d'un graphe et quantificateurs

Jz e [-2,2]
Jlz) < -2 ou flz) > 2

1. Vraie. Sa négation est . Démontrons I'assertion. D'abord, on vérifie en

développant que
fr)—2=23 -8z —-2=(c+1)2(z—-2), flz)+2=28-32+2=(z —1)?(z +2)

Soit = € [-2,2] .Comme (z4+1)¥>0e £—-2<0,0ona f(z)—2 < 0.Demeéme,
(x -1 >0e z+2>0,dnc f(zr)+2>0.Ainsi, -2 < f(z) < 2 pour tout

z € [—2,2] . Cesbornes sont atteintesen = =1 et = = —I.
2. Vraie. Sa négati tvj:e[_g’g]’o floy=0 i suffit. Plus précisément
. Vraie. Sa négation es .Or = 0, ce qui suffit. Plus précisément,
f@) # 0

flz) = (22 —3) s'annuleen 0, V3 et —y3 . Ces trois réels sont dans [—2, 2], car
3 <4 donne V3 <2.

Ve [_21 2]1
f@)#1

[—2, 2] telsque f(z) = f{z') = 1 ». Montrons la seconde partie. La fonction ¢ = f —1
est polynomiale, donc continue. De plus, g{—2) = =3, g(-1) =1, g(0) = -1 et

g(2) = 1. Parle théoréme des valeurs intermédiaires, & s'annule sur ]—2, —=1[ , sur

]-1,0[ etsur ]0,2[.L'équation f(x) = 1 a donc au moins trois solutions distinctes
(environ —1,53, —0,35 et 1,88 ).

3. Fausse. Sa négation est : « , ou il existe deux réels distincts x, =/ de

3 Y E [_21 2]1
4. Vraie. Sa négation est ¥ = € [—2, 2], . Démontrons I'assertion. Soit v € [—2, 2]. La fonction

J@)Fy

f estcontinuesur [—1,1] ,avec f{-1) = 2 et f(1) = —2.Comme ¥ estcompris



entre ces deux valeurs, le théoréme des valeurs intermédiaires fournit = € [—1, 1] tel que
f(z) = y . Toutréel de [—2, 2] est donc atteint.

.z €[0,2]
,f(@)>0

un contre-exemple. En fait, f{x] < 0 seulementsur [0,V3].

5. Fausse. Sa négation est Or f2)=8-6=2>0.Leréel = 2 est

3z, y) € [-2, 2]2’ . Prenons

S yet flz) > fly)
r =—-let y=1:0ona & <y, etpourtant f(—1) = 2> —2 = f(1) . La fonction
f n'est donc pas croissante sur [—2, 2].

6. Fausse. L'assertion dit que | est croissante. Sa négation est

La figure ci-dessous reprend la courbe avec les points utilisés : les zéros, les extremums locaux et les trois
solutions de  f{z) = 1.

max lodal (-1, 2)

min local (1, — 2)

-2 -1 0 1 2
— f(X) = x> = 3x B zéros —V3, 0, V3
— == droite y =1 : trois solutions

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Corrigé de I'exercice 6 : Négation de phrases a plusieurs
quantificateurs

1. Continuitéen a :

Ve>0,
,an >0,
Vel
|z —al <n=|[f(x) - fla)] S e
de>0,
(. ¥ n=>0, i lation finale devient b
Negation : ,EI r € R, . L'implication finale devient bien une
e —al < net|flz) - flo)]>e
conjonction.
¥V A eR, JA4 €R,
1N e N ¥ N €N
. L ] z A | i
2. Limite oo V>N . Négation : In >N
JUn = A JUp < A
IM ¢ R, v M €R,
3. Suite bornée: ¥ m € N, . Négation: ,dn € N,
:|Uﬂ| =M :|”ﬂ| >M
17 >0, ¥ T >0,
4. Périodicité : ¥ = € R, . Négation : dz €R, .
Jlz+T) = f=) fle+T)# f)
Vex0,
5. Continuité unif =10, Négati
. Continuité uniforme : v (:r, y} c [Rg, . Négation :
le—yl<n=|fe-fly<e
de>0,
v on>0 . - .
,EI {a:, y} c IRE:, . Comparez avec la question 1 :ici, ¥ ne dépend pas du

o =yl < et |flz) - fy)>e
point.



IN €N, VIV e N,
6. Croissance a partird'unrang: 7 7 = IN, _ Négation: ,3n > N, . Autrement dit, la suite
i S gy Un > Uy 1
décroit strictement d'un terme au suivant une infinité de fois.

de>0,

7. La négation de « {ty,) converge vers 0 » s'écrit vV EN, Prenons ¢ = L. Soit
' g " g dn > N E =3

Jun| > €
N € N ; choisissons . = N . Alors |uN| = |{_1}N| — 1}%. La négation est donc

vraie : (u,] ne converge pas vers 0.

Point de méthode : dans une négation, les ensembles de quantification ne changent pas. Par exemple, «
W g0 »devient« Fe=>0 » etjamais« de < 0 ».

Corrigé de I'exercice 7 : Ordre des quantificateurs

1. Soit = € R.Posons M = f(x) ;alors f{z) < M .L'assertion A estdonc vraie
pour toute fonction, car [Af peut dépendre de . Enrevanche, B exige une constante
M communeatousles £ : B signifie que [ est majorée. Pour f(r) = z, B est

v M,
fausse. En effet, sa négation ,3 T, estvraieavec © = M +1.
Jfz) > M
2. Dans [N :
Vo d
o Y1 st vraie, avec ¥ = T ;
TSy
dy ¥V v oy d
o Y ' est fausse, car sa négation Y 3% estvraie avec = = y+1;
T Ly T >y
=
o Y est vraie, avec 1 = (1, plus petit élément de [ ;
LSy
¥y dx
o Y ' est vraie, avec T = ¥,
TSy
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b ¥V oz d
s est fausse. En effet, sa négation Y est vraie avec

= E y 1Y <z
Yy = £ —1.Ainsi, Z n'apas de plus petit élément.

3. Dans £, l'assertion

4. Supposons qu'il existe Y € F tel que Pl::r«‘, y,j) soit vraie pour tout 1 & F . Soit alors

1 € F . Par hypothese, PI:I»‘, y,j) est vraie. Il existe donc bienun v € F', asavoir ¥, tel
Ve E,

que P(z,y).Comme z estquelconque, on a démontré ,3 ¥ € F . La question 2 montre

Pz, y)
que la réciproque est fausse.

Corrigé de I'exercice 8 : Réciproque et contraposée

1. Réciproque: x2=1 = 1 = 1.Contraposée: x2 <1 = x < 1.L'implication est vraie. En
effet,si £ >1,alors £z>0,donc £2 = £.x >1-x > 1.Enrevanche, laréciproque est
fausse: x© = —2 vérifie 2 = 4 =1 maispas x > 1.Implication vraie, réciproque
fausse.

2. Réciproque: 7 pair = 7. multiple de & . Contraposée: 71 impair = 7. n'est pas multiple
de 6.Si i = 6k,alors n = 2{3?@} est pair. Cependant, n = 2 est pair sans étre multiple
de & . Implication vraie, réciproque fausse.

3. Réciproque: (@ = 0 ou b = 0) = ab = 0. Contraposée : (a ?é 0 et b?‘é 0) = ab% 0.
L'implication est vraie:si gh = (0 et a ?é 0,alors p = ﬁ‘;_Tb — [ . La réciproque est vraie
aussi, car un produit dont un facteur est nul est nul. Les deux sont vraies : on a une

équivalence.

4, Réciproque: 1 = 1 =% 12 = x.Contraposée: = ?é 1 = z2 ?é . L'implication est fausse,
car & = 0 vérifie £2 — ret = ?é 1. La réciproque est vraie, puisque 12 — 1.
Implication fausse, réciproque vraie. En fait, £2 = £ & ¢ € {0,1}.

5. D'aprés la question 1, « = >=>1 »entraine « 12 1 »: c'est une condition suffisante. En
revanche, x = —2 vérifie 12~ ] sansvérifier £ > 1 :ce n'est pas une condition
nécessaire. La condition nécessaire et suffisante est |z|>1.



Corrigé de I'exercice 9 : Raisonnements par contraposition

1. La contraposée s'écrit:si (z + 1)(y —1) = (& —1)(y + 1), alors & = ¥ . Supposons cette
égalité. En développant, on obtient zy —rz 4+ vy —-1=zy 4+ —y —1,donc 2y = 2z .
Ainsi T = Y, et l'implication de départ est démontrée.

2. La contraposée s'écrit : si 1 est impair, alors & divise n2 — 1.Supposons n = 2k +1
avec k £ & .Alors

n? —1 = 4k? 4+ 4k = 4k(k + 1).

or k(k +1) estpair, comme produit de deux entiers consécutifs. Ecrivons k{k + 1) = 27
avec 7 € & Alors ni—1= 87 .Donc & divise nZ — 1, ce quiétablit la
contraposée.

3. La contraposée s'écrit :si @ ?‘é 0, alors il existe & >0 tel que |a| > £ .Supposons & 7/: 0,

donc |a|>0.Posons . — %. Alors €30 et |a] = 2¢ > £. La contraposée est vraie,
donc l'implication aussi.

4. La contraposée s'écrit:si 1 = 2 n'est pas premier, alors 9™ _ 1 n'est pas premier. Supposons
n = ab avec a,b entierstelsque 2 < a<n et 2 < b < n.Appliquons l'identité avec
o
r =2 :

9" _1= (29 =1 = (2% — 1)(2¢(b"1) 4 9a(b-2) 4 490 1)

D'unepart, 2% —1 > 3,car a > 2 .Dautrepart, 2% _ 1 «9" _1,car a <n.Ainsi,

5™ _ 1 admet un diviseur strictement compris entre 1 et lui-méme. Il n'est donc pas
premier, ce qui prouve l'implication. Par exemple, 94 _ 1 — 15 = 3 % &5 . Notezque la
réciproque est fausse: 911 _ 1 — 9047 = 93 ¥ 89 .

Point de méthode : commencez toujours par écrire la contraposée en toutes lettres. Ensuite, annoncez «
Supposons... » avec la négation de la conclusion.

Corrigé de l'exercice 10 : Irrationalité par I'absurde
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1. Supposons par I'absurde que & = %,avec o, g€ IN* et la fraction irréductible. Alors
pz = Eiq? , donc pg est pair. D'aprés le cours, P est alors pair : écrivons p = 2% .0n
obtient 4k? = 642, soit 2k2 = 3¢2. Ainsi, 3g2 estpair. Orsi g2 étaitimpair, 3g2
serait impair ; donc qg est pair, puis g est pair. Finalement, 2 divise F et g, cequi
contredit I'irréductibilité. Donc /& est irrationnel.

2. Oncalcule (V2 + H}Q = 2 4 2V6 + 3 = 5 4 26 . Supposons par I'absurde que
s = 2 4 /3 soit rationnel. Alors 52 est rationnel, donc & = # aussi. Cela contredit
la question 1. Donc 2 + /3 est irrationnel.
3. Supposons par l'absurde que T = X —+ % soit rationnel. Alors ¥ = T — I est une différence
de rationnels, donc un rationnel. C'est absurde, donc x + ¥ ﬁ;‘ @) . De méme, supposons

T ?é Oet zy =7 € Q. Aors y = % est rationnel, ce qui est absurde. Donc  x¥ ﬁ;‘ Q.

4. Non. D'apres la question 3avec & = —1,leréel —2 estirrationnel. Pourtant,
V2 + (—v2) = 0 estrationnel. De méme, 2 et 1 — 3 sont irrationnels, et leur somme
vaut 1.

Corrigé de I'exercice 11 : Nombres premiers et logarithmes

1. Supposons par I'absurde qu'il n'existe qu'un nombre fini de nombres premiers P15 - - - P, Posons
N =p py---pp+1. Comme IN > 3,ilposséde un diviseur premier P.Or P figure
danslaliste: P = P, Ainsi, P, divise IV etleproduit Fi---¥g, donc leur différence, qui
vaut 1.C'estimpossible, car P, 2> 21l existe donc une infinité de nombres premiers.

2. Lesréels ln 2 et In 3 sont strictement positifs, donc le quotient aussi. Supposons par I'absurde
In 2 e % —_ ; gy _ r
que {5 =7 avec p,g € N".Alors gln2 = pln3,soit In(2%) = In(3"). Comme
In est strictement croissante, donc injective, on obtient 9% — 3% .0r 9% est pair puisque
In 2

g = 1,alorsque 3P estimpair. C'est absurde, donc In 3 est irrationnel.

% :j?; avec p,q € N¥.Onobtient 97 — 10P = 9P x 5P .

Comme 5P~ 1,ona 99~ 9P donc g > p.Endivisantpar 9F,ilvient 929~ P — 5P,
Le membre de gauche est pair,car ¢ — p = 1, et celui de droite est impair. C'est absurde,

3. De méme, supposons

donc 10810 2 est irrationnel.



Corrigé de I'exercice 12 : Principe des tiroirs

1. Supposons par l'absurde que chaque tiroir contienne au plus un objet. Alors le nombre total d'objets
estauplus nx 1 =mn.0rilya n -+ 1 objets, et n 4 1> n.C'est contradictoire, donc
un tiroir contient au moins deux objets.

2. Onformeles n tiroirs Tp = {2k — 1,2k}, pour k& = 1,..., 7. lls recouvrent exactement
1!
. i 71 tiroi i isti
{f54. . .}! gﬂ} Onrange 7 + 1 entiers dans tiroirs, donc deux entiers distincts tombent

dansleméme T'r.Cesontalors 2k —1 et 2k.lls sont consécutifs.

3. On découpe le carré [[]! 2]2 en quatre carrés de c6té 1, qui jouent le role de tiroirs. Chaque
point est dans au moins un petit carré ; on |'affecte a I'un d'eux. Cing points pour quatre tiroirs :
deux points Ml(ﬂ?l, yl} et Mg(iﬁg, yg} sont dans le méme petit carré. Alors

|T) —xg| 1 et |y1 —y2| < 1, donc

My My = \/(z) —29)® + (y; —y,)* <VIF1 =12

Deux des points sont donc a distance au plus /% . La figure ci-dessous illustre ce découpage.
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tiroir 3 tiroir 4
° _
d<sv2
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~
o
&
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le)
tiroir 1 tiroir 2
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1
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I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

4. Soient %+ %n les n + 1 entiers. Le reste de la division euclidienne de chacun par 7
appartient a {U, L, n— 1} ,qui a 7. éléments. Par le principe des tiroirs, deux entiers &, et
%, avec i?é 7, ontlemémereste 7. Ecrivons G; = RQ; +7 et G, = NG, +7
Alors &, — O, = ﬂ(qﬁ' - qj':'. La différence %; ~ % est donc divisible par 7.

Corrigé de I'exercice 13 : Choisir un type de raisonnement




1. Contre-exemple. Pour réfuter un énoncé universel, un seul cas suffit. Prenons x = % :ona
£ = % % = 1 . L'assertion est donc fausse.

2. Contraposition, car la divisibilité de 71 donne une écriture exploitable. Supposons #. non
divisiblepar 3.Alors n = 3k +1ou n = 3k 4+ 2,avec k < Z .Dans le premier cas,
n? = 9k% 16k 41 = 3{3;%:2 + 2k) + 1. Dans le second,
n? = 9k? 112k +4 = 3{3;%:2 + 4k + 1) 4 1 . Dans les deux cas, le reste vaut 1. Donc
n4 n'est pas divisible par 3, ce qui prouve l'implication.

3. Raisonnement direct. Soient a,b > 0 .Comme g = {m}g et b = (JE)E, ona

_ — VB)*

2 —Ei_ b > Jab , avec égalité si et seulementsi ¢ = b .

D'ou

4. Raisonnement par I'absurde, adapté a un énoncé d'impossibilité. Supposons qu'il existe
a,b € Z telsque 6a +9b = 4.0r 6a + 96 = 3(2a + 3b) estunmultiplede 3,
tandis que 4 ne l'est pas. C'est absurde : de tels entiers n'existent pas.

5. Analyse-syntheése, car on demande existence et unicité. Analyse:si * = n + 7 avec
nedet 0<r<l alors n<z<n+1.Parunicté de la partie entiere, n = | = |,
pus 7 = x —| = |.Synthése :posons n = |z |et r =z —|x |.Alors n € F,
£ =n+r , etlencadrement | ¢ | < z <[z |+1 donne 0 < r <1.L'écriture
existe et elle est unique. Par exemple, —2,3 = —3 +0,7.

Corrigé de I'exercice 14 : Analyse-synthese : parties paire et
impaire

1. Soit f paire et impaire, etsoit £ € R .Alors f{—xz) = flz) et f(—z) = —f(z).Par
conséquent, f(x) = —f(z),donc 2f{x) = 0.Ainsi f(zr) = 0 pourtout = : f estla
fonction nulle.

2. Analyse. Supposons | = g + h,avec 9 paireet j impaire. Pourtout ,ona
flz) = glz) + h(z) et f(—z) = glz) — h(z). En faisant la somme et la différence, on
obtient

9(93) — f('r) +2f(_'r)j h(&f) — f(.iI?) _Qf(_Il
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Les fonctions g et h sont donc imposées, d'ou l'unicité. Synthése. Définissons 9 et h par

ces formules. D'abord, gl:—a:} — f':—ﬂ?]';- flz) — g{i::, ,donc & est paire. Ensuite,
h,{—,:t:} = w = _}l@;} ,donc A estimpaire. Enfin, g +h = f.La

décomposition existe et elle est unique. On peut aussi prouver l'unicité par la question 1 : si
g+h= gy + hi, alors g — 9 = hi — R est paire et impaire, donc nulle.

3. Pour f(x) = 3 4+92x2 —x +5 ona fl—z) = —x3 4 222 4+ £ + 5. Parsuite, la

partie paireest r — 212 + 5 et la partie impaire 1 — 2 — 1 . Pour I'exponentielle,
£ —r —_— a—
la partie paireest ch r = % et la partie impaire sh r = % . Enfin, pour
1 1 gt . .
k(g) = 1oz oma k(—x) = 73,=z = ;z 7 Donc 1%;{:1:}:— k(—z) = 1.La partie
paire est la constante % , et la partie impaireest = — E(l_Teexj' On vérifie en effet que
1 1 2—1—e*

1+e® 27 3(1+e%)

4. Analyse. Supposons f = g+ h,avec g{x) = ax + S et A{0) = h{1) =0 . En
£ = 0,onobtient f{0) = 5 .En x = 1,onobtient f(1) = &+ S.Donc B = f(0)
, o = f(1) — f(0), puis A = f — g.Tout est déterminé. Synthese. Posons
glz) = (f(1) — f{Ohx 4+ f(0) et A = f —g.Alors g est affine,
h(0) = f(0) — f(0) = 0 et A(1) = f(1) — f(1) = 0. La décomposition existe et elle
est unique.

La figure ci-dessous montre 'exponentielle et ses deux parties. La courbe de ch est symétrique par
rapport a I'axe des ordonnées, celle de sh par rapport a l'origine.



6 T |
exp
\ partie paire chx = £+~
4 { —— partie impaire shx = ¢ —e—
2 -
0 ,—_—
—2 A
4
-2 -1 0 1 2

Corrigé de I'exercice 15 : Analyse-synthese : équations
fonctionnelles

1. Analyse. Soit f une solution. Prenons % = O :pourtout T, Ef{:r,} = 22, donc
f(z) = =2 . sSynthese. Pour f(r) = £2, on abien
(z + y}g + (x - y}g = 22 4 2y2 pourtous T; ¥ .L'unique solutionest r — z2.

2. Analyse. Soit f une solution. Notons (E) la relation fl::t?:l + Ef{l - :1?:1 = x, valable pour tout

réel =.Enlappliquantd 1 — z,onobtient (E): f(1—z)+ 2f(x) = 1 — = . Calculons
2x () — (E):

2f(l—z)+4f(x)— fle)—2f(1 —x) =2 — 22 — z, soit 3f(x) = 2 — 3.
Donc f{g;} = %_ x . Syntheése. Pour cette fonction,
f@)+2fl-e)=3-c+28-1+2)=%-o+i-2+20 =2
2

L'unique solutionest  — 3=
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3. Analyse. Soit f une solution. Avec = = Yy = 0, on obtient f{[j}g — f(0) = 0, donc
f(0) € {0,1} . Ensuite,avec %y = 0,onapourtout = : flz)f(0)— f({0) = = .si
f({0) = 0, cette relation donne 0 = x pourtout &, ce qui est faux pour z = 1 .Donc
fl0) =1,puis flr) —1 = =, cestadire f(r) = = +1.Synthese. Pour
flz) = = +1, oncalcule
z+D(y+D)-(zy+)=2sy+xr4+y+1—2y—1= x4+ y.Lunique solution
est r =+ 41,

Point de méthode : |'analyse ne prouve pas que les candidats conviennent. Sans la synthése, la
conclusion serait fausse si aucun candidat ne vérifiait I'équation.

Corrigé de I'exercice 16 : Ensembles définis par une propriété

1. Les diviseurs positifs de 12 sont A = {1,2,3,4,6,12} . Ensuite,
£2-374+2=(z -1z —2),donc B = {1,2} Enfin, |n —1] < 2 équivaut 3
0<n-1<2, st ~1<n<3. ansi, C=1{10123}.

2. D'abord, 2 < 4 & —2 < x < 2.Enintersectantavec |1, +co[ ,onobtient I = ], 2]
. Ensuite, un réel n'est nidans |—oo,1] nidans [3, +oo[ sietseulementsi 1<z <3 :
J=1,3[ .enfin, [z-2|<leze],3[et |z-3<1e zec24.Ces
intervalles se chevauchent, donc K = 1, 4].

3. Notons L7 la réunion. Montrons d'abord T/ C ]0,2[.Soit & € U :ilexiste n > 1 tel que

%E;E:_:g_%.Comme [jf;%,ona 0 < x < 2. Réciproquement, soit = € |0, 2[ . Les

réels = et 2 — x sontstrictement positifs. Il existe donc un entier n = ma}{(}—r! 7 i E) :
Pour cet entier, % < x et % < 2—g.donc ¢ £ [%: 92— %] . Par double inclusion,

U= ]D, 2[ .
Notons ¥ lintersection. Le réel (0 appartient a chaque intervalle ]_%:%[ ,donc 0 € V.

Soit maintenant ?é 0 . Choisissons un entier 7 > m . Alors |;1:| > % donc I n'est pas

dans ] L 1[,nidans V .Ainsi, V = {0}.

—n'm



Corrigé de I'exercice 17 : Egalités d'ensembles

1. Surla figure, A estformé deszones 1,2,4,5, B deszones 2,3,5 6 et ( deszones
45,6, 7 .0nen déduit :

o AN(BUC) :zones 2,4,5; (ANB)U(ANC) :zones 2,5 et 4,5, soit
2,45 ;

o AN{BNC):onretirelazone 5 de A ,dou 1,2,4; (A\B)U{A\C):
zones 1,4 et 1,2, soit 1,2,4;

o (ANB)\C :zones 1,4 privéesde 4,soit 1; AY(BUC) :zone 1.

On conjecture trois égalités: AN {(BUC) = (AN B)U(ANC),
ANBNC)=(A\B)UA\C)et (A\B)\C =4\ (BUC).

2. Montrons d'abord I'inclusion directe. Soit = € A\ (BN C).Alors © € Aet z¢ BNC,
donc :J:¢B ou :J:¢G.Si :J:¢B,a|ors r € A\ B.Sinon, :J:¢G et € A\C.
Dans les deux cas, & est dans la réunion. Montrons ensuite I'inclusion réciproque. Soit

v €A\B.ANors € Aet ¢ B.Comme BNC C B,ona ¢ BNC,donc
€ AN(BNC).Lecas £ € A\ C estidentique. Par double inclusion,
ANBNC)=(A\B)u4d\C).

3. Soit & £ F.Onaleséquivalences

re(A\B)\C & (reAecteé¢B)etxdC
& v € Aetnon(z € Bouzx € ()
sreAetrgBUC
s ce A\(BUC)

La deuxiéme ligne utilise la loi de De Morgan. Donc (A Y\ B} \ C = A\ (BU C).

4. Soit x € K. Pardistributivité du « ou » sur le « et »,
reAU(BNnC)erecdAou(reBetrzel)s (reldoureB)et(zredourel)

Le dernier énoncé signifie = € (AU B)N (A U C).D'ou
AUBNC)=AUB)N{AUC).

La figure suivante colorie A\ B, A\ C et A\ (BN C).0n constate que la troisieme région
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est bien la réunion des deux premieres.

A\B A\C A\N(BNnCQC)

Corrigé de I'exercice 18 : Inclusions et simplifications

1.Si A= RB,alors AUB =4 = AN B .Réciproquement, supposons
AUB =AM B.Ona ACAUEB=A4ANE C B, etdeméme
BECAUEB=ANEBC A.Donc 4 = B.

2. Supposons A 1B C AN .Dunepart, B C AUB C AnC C A.D'autre part,
ACcAJUBCc ANC c C.bonc B - A C C .Réciproqguement,si B C 4 C ',

alors AlUB =4 e ANC = A . Llinclusion AU B < A M C estalors une égalité.
L'équivalence est démontrée.

3. Supposons A MB =ANCe AUB = AU{C.Oncalcule en justifiant chaque étape :
B=Bn(AuB)=Bn(AUC)

(BNAYU(BNC)=(AnC)Uu(BnC)

(AUBYNC = (AuC)nC =C.

La premiére égalité vientde B C A U B ,etladernierede < C A U C . Lesautres
utilisent les hypotheses et la distributivité. Donc B = .

4. Prenons B = {1,2} Avec A =@, B=1{}, € ={2}.ona
ANB=ANC =10, mis BEC . Aec A =F, B=1{l}, ¢ ={2,ona

AUB=AUJC = E,mais B ?é C' . Aucune des deux hypothéses ne suffit seule.



5. Supposons A C B .Soit x £ B.Sil'onavait = € A,onaurait £ € B, ce qui est faux.
Donc & Q A cest-a-dire r £ A4.Ainsi B ¢ A .Réciproquement, appliquons ce résultat a

linclusion B C A :onobtient g4 E ,soit A C B .L'équivalence est démontrée ;
c'est la contraposition traduite en ensembles.

Corrigé de I'exercice 19 : Ensemble des parties

1. En classant par nombre d'éléments : P{E) = {'ﬂ, {al, {11, {21, {0, 1}, [D, {{L, 2}, {0, 1, 2}},
quia 23 — 8 éléments.

2. Laseule partiede i est i, donc P(i#) = {i} . Cet ensemble a un élément, donc deux parties

PP} = {, {d}}.
3. Voici les réponses.

o 0 & K :vrai.

o

10} € E :faux, carles éléments de F! sont des nombres, pas des ensembles.

o

0} © E :vrai,car 0 € B .

o

{0} € P(E) : vrai, c'est la méme information que la ligne précédente.

o

b€ P(E) vrai,car § C E.

o

B C P(E) :vrai, car I'ensemble vide est inclus dans tout ensemble.

o

{10}, {1, 2]} C P(E) :vrai,car {0} et {1,2} sontdes partiesde K .

o

E € P(E) :vrai,car E C E.

4, Soit X unensemble.Si X C AN B,alors X C Aet X C B,car A4 B estinclus
dans A etdans B .Réciproqguement,si X C A et X C B, toutélémentde X est
dans 4 etdans B ,donc X C A M B .Ainsi,

X ePANB)s X € PA)NP(B).pou P(ANB)=PA)nNPE).

5. Soit X € P(A)UP(B).Aors X C Aou X C B.Danslesdeuxcas, X C AU B,
donc X € P(A U B). Linclusion est démontrée. Pour la stricte inclusion, prenons A = {1}
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et B = {2} .Lapartie {l,2} appartienta P(A U B), mais elle n'est incluse nidans A
nidans B . L'inclusion est donc stricte dans cet exemple.

Corrigé de I'exercice 20 : Produit cartésien

1. Onobtient G x H = {(1,a),(1,b), (1,c (2,a),(2,0,0), (2, )}, quia 2x3 =6
éléments. En revanche, {r;;, 1} € H x (G, alors que la premiére composante d'un couple de
G x H est 1 ou 2.Donc GXH%HXG.

2. Soit (z, ) € E x F'.0na les équivalences

(r,y) € (AxB)N(CxD) & (zr€AetyeB)et(zeCetyeD)
sreAnCetye BEND.

Do (Ax B)N(Cx D) =(ANC)x (BN D).

3. Soit {z,y) € AXxB.Aors r € ACAUCet y€ BC BUD, donc
(z,y) e (AUC)x (BUD).Lecas (z,y) € C x D estidentique. L'inclusion est
démontrée.

4. Considérons le point (0,5;2,5).0na 05 €[0,]]C AUC et 25€[2,3]C BUD.
Ce point est donc dans (A U C') x (B U D) . Cependant, il n'est pas dans A x B, car
2,5 ¢ [0,1]. I n'est pas non plus dans ' x D, car 0,5 ¢ [2,3]. L'inclusion est donc
stricte. Comme le montre la figure ci-dessous, le produit (4 U C) x (B U D) contient en plus
deux carrés hachurés.

5.6i A = @, aucun couple (z,y) nevérifie = € A,donc A x B = i ; de mémesi
B = . Réciproquement, raisonnons par contraposition. Supposons .4 ?é D et B ?é D, et
prenons a € A et b € B.Alors (a,b) € A x B, quin'est donc pas vide. Ainsi,
AxB=0& (A=0ouB=1{).



CxD

{0,5;2,5}/
NN 7777774,

y

1 7////

en trop

0 7

Corrigé de I'exercice 21 : Fonctions indicatrices

1. Comme A\B = AnNB, onobtient lgy B =14 (1-1g) =14 — 1415, Ensuite,
A \l B e B \l A sont disjoints : un élément du premier n'est pas dans B , donc pas dans le
second. Or, pour deux parties disjointes X et ¥,

lyuv =1lx+1v —1lx v = 1lx + 1y . Par conséquent,
laap=00a—-1415)+(1g—141)=14+15—-21415.

C'est la formule cherchée.
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2. D'une part, IAHB =1-1415.Dautre part,
Zus=0-10)+0-15)-(0-14)0-15)=2-14-1g-1+1la+1p-1alg=1-141p

Les indicatrices sont égales.Donc 4 T B = A | B-

33.0na ACB& ANEB = A .Eneffet,si 4 C B, toutélémentde A estdans
A M B ;réciproquement, A = ANB C B.0r AN B = A équivauta
lane =1lg,cesta-dire 1415 = 14 .D'ul'équivalence demandée.

4, En développant et en utilisant IEA =1y et 12_;5, = 1, ontrouve
(14 —15)°2 =14 +1g — 214 1 g . Ensuite,
AUB=ANB&ali+1g—14lg=1415< (14—-15)*=0.

Or un carré de réel est nul si et seulement si le réel est nul. Cela équivautdonca lg =1g5.
Ainsi AUB=ANB & A= B.

Corrigé de I'exercice 22 : Indicatrices et formule du crible

1. Dans la somme ;E lﬂ{‘@' , chaque élément de A4 apporte 1, et chaque élément hors de
I

A apporte 0 .La somme compte donc les éléments de 4 : elle vaut ca,rd{A:l .

2. Par De Morgan, le complémentairede A U B U C est 4 1 B N ¢ .Sonindicatrice est le
produit (1 —14)(1-15)(1—17).D%u
laupug =1-({1-14){1-15)(1 —1¢) . En développant, puis en utilisant
lalep =14 2. onobtient

lavBuec=la+tlpt+tlg—lane—lanc—-1Bnc+lansnc:

3. On somme cette égalité sur x < F, puis on applique la question 1. On obtient la formule du
crible :

card(AUBUC) =card A +card B +cardC —card(A N B) —card(ANC)—card(BNC)+card(ANBnC).

4, Notons 4, B, (' lesensembles d'étudiants suivant respectivement I'espagnol, I'allemand et
I'italien. La formule donne Card{A B C:I =454+ 384+ 30-12-10-84+3 = 86.
llyadonc 100 — 86 = 14 étudiants qui ne suivent aucune de ces langues. Pour compter
ceux qui en suivent exactement une, on remplit le diagramme de I'intérieur vers I'extérieur.
D'abord, 3 étudiants suivent les trois langues. Ensuite, 12 — 3 = 9 suivent seulement espagnol
et allemand, 10 — 3 = 7 seulement espagnol et italien, & —3 = 5 seulement allemand et
italien. Enfin, I'espagnol seul concerne 45 — 9 — 7 — 3 = 2§ étudiants, I'allemand seul



38 —9 -5 -3 = 2] etl'italienseul 30 —7 —5 —3 = 15 . Au total,
20 + 21 4+ 15 = 62 étudiants suivent exactement une langue. La figure ci-dessous
récapitule ces effectifs, dont la somme vaut bien 100 .

promotion : 100
Espagnol (45) Allemand (38)
14 aucune langue ltalien (30)

Corrigé de I'exercice 23 : Probleme : la différence symétrique

1. Soit x £ H!. Etudions les quatre cas d'appartenance. Si = estdans A etdans B ,iln'estni
dans A A B nidans (4 U B)\ (AN B). Silestdans A seulement, oudans B
seulement, il est dans les deux ensembles. Enfin, s'il n'est nidans 4 nidans B ,iln'est dans
aucun des deux. Les deux ensembles ont les mémes éléments :

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

AAB=(AUB)\(4NB).

2. Comme A B C Al E,!I'exercice 21 donne
laupnanBy=lave-lauBlane =lauB —1an B.Parconséquent,
lanap=lag4+lpg-lalg-lalp=144+1p—-21415.

3. Avec lp = O, onobtient 14 Ap = 14,donc A4 AJ = A .Ensuite,
IAﬂAZEIQ—El?&:D,donC A A A = . Enfin,
laang=144+1-214=1-14 ,donc 4 AF = A .

4. Notons @ =1y, b = lg, ¢ = lg . Enappliquant deux fois la question 2,

liaaByac =(a+b—2ab)+c—2(a+b—2ab)c
=a+b+c—2(ab+ac+bec)+ 4abe.

Cette expression est symétriqueen @, §, <. Or ladifférence symétrique est commutative, par
définition. Donc 14 A (B A C) = (B A C) A A estdonnée par la méme formule. Ainsi,

(A AB)AC=AA(B AC).Evaluons enfin cette formule en un point =.Si £ est
dans exactement un ensemble, elle vaut 1 . S'il est dans exactement deux, elle vaut 2 — 2 = 0.
S'il est dans les trois, ellevaut 3 — 6 +4 = 1. Les élémentsde 4 A B A (7 sont ceux
qui appartiennent a un nombre impair des trois ensembles, comme le montre la figure ci-
dessous.

AAB AABAC

5. D'aprés l'exercice 21, 14 o g = (14 —15312. Donc A4 A B = i équivaut a



(1‘4—15}2 — (0, cest-adirea 1lg =1g . Ainsi, A AB=0=4d=2F18.

6. Analyse. Supposons A A X = B .Composons par A agauche:
AA{AAX)=A A B Parassociativité, le membre de gauche vaut
(AAAAX =0AX =X .Donc X =A A B .Synthése.Ona
AAAAB)=(AAA)AB=9AB = B.Lunique solution est
X = A A E.Enfin,supposons A A B = A A C etnotons I} cette partie. Alors
B et (' sontdeuxsolutionsde A A X = I}.Parunicit¢, B = (.

7. Avec les notations de la question 4, et comme g2 = g,
lansB)aanc) = ab+ac—2(ab)(ac) = ab+ac —2abe = a(b+c—2bc)=14n(BAC)
Donc AN(BAC)=(ANB)A(ANC).

Point de méthode : les indicatrices ramenent chaque égalité d'ensembles a une identité entre
polyndbmesen @, h, ¢ ,aveclaseuleregle g2 — 5.

Corrigé de I'exercice 24 : Probleme : I'argument diagonal de

Cantor

1. Examinons chaque élément. D'abord, 1 € f(1) = {1,2},donc 1 ¢ D . Ensuite,
2¢ f(2) =B ,donc 2 € D.Enfin, 3 € f(3) = {1,3} ,donc 3¢ D .Ainsi
D = {2}. Cette partie differe de {1, 2} ,de I etde {1,3} :elle n'est égale & aucun

flz).

2. Supposons par l'absurde que I} = f{a). Distinguons deux cas. Si @ £ I2, alors par définition
de D, a¢ f{@) = D :contradiction.Si a ¢ D, alors a¢ f(a), etla définition de D
donne a € D : contradiction encore. Les deux cas sont impossibles, donc D # f(a) .

3. D'aprés la question 2, la partie 1D de I n'est égale & aucune des parties  f{a) , pour
a € F . Quelle que soit la facon d'associer une partie a chaque élément, la partie 1
correspondante n'est donc jamais atteinte. Il est impossible d'atteindre toutes les parties de
F : c'est le théoréme de Cantor. Autrement dit, P(F) est strictement « plus gros » que F .

4. Supposons par I'absurde que * = 55 pourun certain j.Enévaluanten n = j, on obtient
t(k) = s (k). or, par définition, (k) = 1—s.(k) . Donc 2s.(k) =1, ce quiest
impossible pour s (k) € {0,1} . Ainsi, t différe de chaque S : elle différe de Sk au
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rang %, surla « diagonale ». Le lien est le suivant. A chaque partie Ag de N correspond la

suite Sp = 1A;: .Lasuite £ vautalors 1 en 7 exactementquand 71 ¢ A, . Donc
t=1p,avec D} = [n € [\matb?]N | n lf¢ Aﬂ} . C'est la question 3 appliquée a
E = N :on ne peut pas ranger toutes les parties de [ en une suite {Ak)k c M-

5. Supposons par I'absurde qu'un tel ensemble ¥J existe. L'ensemble HA = {:JS‘ e | r ﬁ;‘ a:,a:}
est un ensemble, donc R € {7 .Si R € R, alors, par définitionde R, A ﬁ;‘ A
contradiction. Si  H é H  alors,comme A ¢ U, la définition donne F € R : contradiction.
Un tel ensemble T/ ne peut donc pas exister. C'est pour cette raison qu'on définit toujours
un ensemble en compréhension a l'intérieur d'un ensemble déja connu.

Point de méthode : dans un argument diagonal, on construit un objet qui difféere de chaque objet de la
liste en au moins un endroit, choisi a I'aide de I'indice de cet objet.
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