Exercices de maths sup

Logique, ensembles et applications

Traduisez chaque phrase avec des quantificateurs, puis écrivez sa négation sans utiliser le symbole .
Ici, f désigne une fonctionde R dans R et (uy) une suite réelle.

1. Tout réel est le carré d'un réel. Cette phrase est-elle vraie ?
2. Lafonction [ est bornée.

3. Lafonction [ est croissante.

4. Lasuite (uy) convergevers 0.

5. La fonction [ est périodique.

Exercice 2 : Ordre des quantificateurs

Dites si chacune des propositions suivantes est vraie ou fausse, en justifiant. Ecrivez ensuite la négation
de celles qui sont fausses.

FPi:Vz eR,
1. dvy € R,
T +y =0

Pq:dy € R,
2. ¥rekR,
Tty =0
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Exercice 3 : Implication, réciproque et contraposée

1. Soit P et € deux propositions. A I'aide d'une table de vérité, montrez que F = &
équivauta — F WV € . Déduisez-en la négationde F = <.

2. Soit Z un réel. On considére I'implication « £ > 2 =% £2 > 4 ». Ecrivez sa réciproque et sa
contraposée, puis dites lesquelles sont vraies.

3. Soit m & & . Montrez par contraposition que si 4 — 1 n'est pas divisible par 4, alors 71 est
pair.

4. Soit x et Y deux réels strictement supérieurs a 1 . Montrez par contraposition que
:r:?é Y = :E“E—Z:J:?é y2 — 2y .

Exercice 4 : Raisonnements par l'absurde

1. Montrez que, pour tout entier F,si 3 nedivise pas ¥, alors 3 ne divise pas pg.
2. Déduisez-en par I'absurde que /3 est irrationnel.

3. Soit & unréel tel que, pourtout £>0, || < & . Montrez par I'absurde que £ = 0.



4. Soit n € ¥ . Montrez par I'absurde que /52 -+ 1 n'est pas un entier.

Exercice 5 : Disjonction des cas

1. Montrez que, pour tout entier %, le produit F@{FQ—I—I} est pair. Déduisez-en que, pour tout entier
impair 7., le nombre g2 — 1 estdivisible par 8.

2. Onpose g{z) = |z — 1|+ |z 4+ 2| pour =z réel. Exprimez g{z) sans valeur absolue sur
chacun des intervalles |—oo, —2], [-2,1] et [1, +oof .

3. Résolvez dans R I'équation g{z) = 5, puis I'inéquation g{x) < 5.

La courbe de T est tracée ci-dessous : elle permet de contréler vos résultats.

10

— y=I|x-1|+|x+2
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Exercice 6 : Analyse-synthése et équation fonctionnelle

On cherche toutes les fonctions [ : R — R telles que :

Ve eR, flz)+2f(—z) =2+ =

1. Analyse : soit f une solution. En remplacant & par — , obtenez une seconde relation, puis
calculez  f(z) .

2. Synthese : vérifiez que la fonction obtenue est solution. Concluez.

Exercice 7 : Fonctions paires et impaires par analyse-synthese

1. Montrez que la seule fonction de [ dans [E a la fois paire et impaire est la fonction nulle.

2. Montrez que toute fonction f : R — R s'écrit de maniére unique f = p + 2, avec P paire
et 3 impaire. On raisonnera par analyse-synthése.

3. Déterminez P et 4 lorsque f(z) = e® , puislorsque f(z) = (z 4+ 1)%.

Exercice 8 : Récurrences simples

2
L n(n+1)
1. Montrez que, pour tout 1, £ N¥, kzl k3 = (T ,

2. Montrez que, pour tout entier 7 = 4, 2" > n. La propriété est-elle vraie pour n = 3 ?
3. On « démontre » par récurrence que, dans tout groupe de 7 = 1 crayons, tous les crayons ont la

méme couleur. L'hérédité s'écrit ainsi : dans un groupe de 741 crayons, on retire le premier ; les
7l restants ont la méme couleur. On retire ensuite le dernier ; les . restants ont encore la méme



couleur. Les deux groupes se chevauchent, donc les 7 + 1 crayons ont la méme couleur. Trouvez
I'erreur.

Exercice 9 : Récurrence double

1. Soit (uy) lasuite définiepar wyg = 2, uy = 3 et U, g = U, 1 — 2Upx pour tout
n € IN. Montrez que w,, = 2™ 1+ 1 pourtout n € N.

2. Soit (F') la suite de Fibonacci: Fig =0, Fy=1et Fpin = Fpi1+ Fy, . Montrez
que, pourtout n =1, R, < gn—l,

R 3 '3‘1—2
3. Montrez de méme que, pour tout 7. = 1, F, > (—) )

2

Exercice 10 : Récurrence forte

1. Soit {uy) définiepar Uy = 1 et pourtout m € N, Upiq = Uy T U+ ...+ Uy,
Calculez %y, g, %3, puis montrezque 1, = 97—l pourtout n > 1.

2. Montrez par récurrence forte que tout entier mn > 1 s'écrit comme une somme de puissances de
2 deux a deux distinctes. On distinguera les cas 7 pair et 7. impair.

3. Ecrivez 45 sous cette forme en suivant la démarche de la question précédente.

Exercice 11 : Ealités et inclusions d'ensembles

Soit A, B,  troispartiesd'unensemble FI.

1. Montrezque AN (BUC)=(A\B)Nn(A\C).

2. Montrezque AUBNC)={AUB)N{AUC).
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3. Montrezque A M B = A U B sietseulementsi 4 = H.

4, Onsuppose AU B C AUC et ANBC ANC . Montrezque B C C.

Exercice 12 : Ensemble des parties

1. Ecrivez tous les éléments de P(F ) pour E = {1,2,3} . Combieny en a-t-il ?
2. Soit A et B deux ensembles. Montrez que P{A) C P(B) sietseulementsi 4 C B.
3. Montrez que P(A N B) = P(4A) N P(B).

4. Montrezque P{A) U P(B) C P(A U B), et donnez un exemple ol I'inclusion est stricte.

Exercice 13 : Produit cartésien

Soit A, C deux parties d'un ensemble F ,et B, L} deux parties d'un ensemble F'.

1. Montrezque (A x B)N{Cx D)= (ANC)x (BN D).
2. Montrezque (Ax B)U({CxD)Cc(AUC)x (BUD).

33Avec E=F =R, A=B=1[01e € =D =[23] (voir la figure), montrez que
I'inclusion précédente est stricte.

4. Montrez que le complémentaire de A x B dans F x F'vaut (A x F)U (E x B).



D CxD
7
1 -
B AXB
01 ] ]
A C

Soit [ unensemble.Pour A, B C B onnote AAB = (A\B)U(B\ A) ladifférence
symétrique.

1. Montrezque 1y ap=1la+1g-2141p = (1A—15jg.
2. Déduisez-enque 4 A B = il sietseulementsi 4 = B.

3. Montrez que, pourtout = € &, 1la A B{:J::l est le reste de la division euclidienne de
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1a(z) 4+ 1p(x) par 2.

4. Déduisez-en que, pour toutes parties 4, B,  de &,
(AdB}d{? = Ad(BdC).

1. Parmi les familles suivantes, lesquelles sont des partitions de & = {1, 2, 3,4} ? (a)
{1,2},{2,3}, 14} ;o) {1,3},{2),{4} ;0 {1,2,3,4},0.

2. Montrez que la famille  ([%, K‘—I-l[)k c 7 estune partition de R.

3. Soit A et B deuxpartiesde K .Montrezque AN B, A\B, B\Aet AU B
forment un recouvrement disjoint de F . Est-ce toujours une partition ?

Exercice 16 : Image directe et image réciproque

Soit f:R — R, £ — £2,dontla courbe est tracée ci-dessous.



y
O = N W A U1 O N 0 ©

I
[

1 ostermine f([-1,%). F([L3D. (LAY, FH(-4, ) et FoA(-L ).

2. Avec A = [0,2],calculez FTL(f(A)) . Avec B = [-1,4], calculez f(f1(BY).
Comparezavec A et BE.

3. Avec Ay =[-1,0] et Ay = [0,1], comparez f{A; N Ag)et f{A1) N f{Aq).

4. Soit g:BE — F quelconque, A C B et B C F.Montrezque A C g—1(g(A) et
9(g~1(B) C B.

Exercice 17 : Injections et surjections entre entiers

ondéfinit F:N — N par f(n) =2n,et g:N — N par g(n) = 5 si n estpair,

gn) = ”T_l si 7 est impair.
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1. Etudiez I'injectivité et la surjectivité de f etde ¢.

2. Calculez go f et f og.Commentez

3. Ondéfinit h:N — Z par Aln) = % si m estpairet hn) = _ﬂTH si 7 estimpair.

Montrez que h est bijective et explicitez 4—1 .

Exercice 18 : Bijections explicites, restriction et prolon

1. Montrez que f R \ 1} = R \ 12}, » — 2;1:1—11 , est bien définie et bijective. Explicitez
L

I
2. Montrezque @ :R — ]-1,1[, & —* 7715, est bijective et explicitez —1.

3. Soit w:R = R, £ — 12— 31 .Montrezque % n'est niinjective ni surjective. Montrez
ensuite que l'application [1, +oo[ — [-1, +oo[, = — wufr), est bijective, et donnez sa
réciproque.

4. Montrez que la fonction racine carrée, définie sur [EI, —I—CO[ , admet un unique prolongement
impaira [, et donnez-le.

Exercice 19 : Composition et réciproque d'une composée

Soit f:E — F et g:F — G deux applications.

1. Montrezquesi g © f estinjective, alors f est injective.
2. Montrez quesi g © f est surjective, alors & est surjective.
3. Donnez un exemple ol g © f est bijective maisouni f ni & n'est bijective.

4. Soit w:F — F telleque wowuowu = 1dg.Montrezque U est bijective et que

H_IZHOU-



5. Dans cette question, B = F = G =R, flz) =2z 41 et glz) = z3 ; ces deux
applications sont des bijections de [E sur [F. Calculez {g O f}_l de deux manieres : en
résolvant (g o f){x) = v, puis avec la formule du cours.

Exercice 20 : Caractérisations par les images

Soit f:H — F' une application.

1. Montrez que f est injective si et seulement si f_l(f{A}:l — A pourtoute partie A de E
2. Montrez que | est surjective si et seulement si f{f_l{B}} — B pour toute partie B de
.

3. Montrez que J est injective si et seulementsi  f(A N A") = f(A) N F{A") pour toutes
parties 4, A de H.

Exercice 21 : Relation d'équivalence et cercles

1. Sur R2,onpose (x,y) R (z/,y/)si £2+y2 = x/2+ 42 Montrezque R estune
relation d'équivalence.

2. Décrivez géométriquement la classe d'un point (g, b). Donnez la classe de (0, 0) , puis trois
éléments de la classe de (1, 2) .

3. Montrez que l'application qui a une classe associe le rayon du cercle correspondant est une bijection
de I'ensemble des classes sur [0, +oof .

4. Sur R,onpose &8y si |z —y| <1 Larelation & est-elle une relation d'équivalence ?
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Exercice 22 : Congruences et sommes de deux carrés

=b
Soit g, & NT.On rappelle que & signifie que 7 divise § — g .
€ (7]

1. Montrez que la congruence modulo 7% est une relation d'équivalence sur &, et décrivez ses
classes pour n = 4.

5 Mont ,azbtczd | a+ch—|—dtachd
. ontrez que sli ][ﬂ] e ][ﬂ] , alors ][ﬂ] e ][ﬂ] .

3. Montrez que le carré d'un entier estcongrua [ oua 1 modulo 4.

4, Déduisez-en que 2027 n'est pas la somme de deux carrés d'entiers.

=1 . .
5. Montrez que [9] , puis qu'un entier naturel est congru modulo 9 ala somme de ses chiffres
]

en base dix. Appliqueza 2027 .

Exercice 23 : Classes modulo Z et partie entiere

Sur R,onpose £ ™~ ¥ si © —vy € & .Onnote | = | lapartie entiere de %, c'est-a-dire l'unique
entiertelque |z | <z <|z |+1.

1. Montrez que ™ est une relation d'équivalence et décrivez la classe d'un réel a .

2. Montrez par analyse-synthése que chaque classe contient exactement un élément de [EI, 1[, et
donnez-le pour la classe de .

3. Déduisez-en que l'application a — -::l{a:l est une bijection de [EI, 1[ sur I'ensemble des classes.

4. Déterminez toutes les fonctions f:R — R tellesque = ~ vy = flzr) = f(v).



1. Montrez que la divisibilité est une relation d'ordre sur [J*. Est-elle totale ? Est-ce encore une

relation d'ordre sur & ?

2. On restreint cet ordre a I'ensemble £} des diviseurs positifs de 12 . Représentez-le par un
schéma, et trouvez le plus petit et le plus grand élément de 7.

3. Sur R2,onpose (z,y) < (z/,y/) si = < /et y < y'. Montrezque c'est une relation
d'ordre partiel.

4. Sur R2,onpose (z,uy) & (z/,y/) si £ <zl oubiensi £ = x/ et ¥ < y/ . Montrez
que c'est une relation d'ordre total (ordre lexicographique).

Exercice 25 : Probleme sur les parties d'un ensemble et le théoreme de Cantor

Soit & un ensemble. On note {D, 1}E I'ensemble des applications de FE' dans {D, 1}.

Partie A : parties et indicatrices.

1. Montrezque & :P(E) — {0, I}E, A — 14, estinjective.

2. Pour u € {0, 1}E ,onpose A, = u~l{{l}).Calculez 14,.Déduisez-en que < est
bijective et donnez $—1.

Partie B : nombre de parties d'un ensembile fini.

1. Soit A unensemble fini, @ un élément n'appartenantpasa E et B = FE U al -
Montrezque A — A U {a} estune bijection de 'P{E] sur I'ensemble des parties de g/
contenant a.
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2. Déduisez-en par récurrence qu'un ensemble a 7 éléments posséde exactement 2™ parties.

Partie C : théoreme de Cantor.

1. Montrezque % — {r} estuneinjectionde E dans P(E).

T
2. Soit f:E — P(E) une application quelconque. On pose I = {,E |z %‘ ﬁf{i?:'} Montrez

par I'absurde que I n'a pas d'antécédent par f .
3. Concluez : il n'existe aucune surjection de  F sur P(E].

4. Déduisez-en qu'il n'existe aucune surjection de IN sur {0, 1}[M , I'ensemble des suites a valeurs
dans {0,1}.

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en maths sup

¢ Le cours : logique, ensembles et applications, cours de maths sup

e Chapitre suivant : Calculs algébriques : sommes, produits, inégalités

¢ Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre


https://mathovore.fr/logique-ensembles-applications-corrige-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/logique-ensembles-applications-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/sommes-produits-inegalites-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/qcm-maths-sup

e Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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