Corrigés des exercices de maths sup

Logique, ensembles et applications

Corrigé de I'exercice 1 : Négation de propositions quantifiées

vz €R, dz € R,
1. La phrase s'écrit ,3 % € R, . Sa négation est vy €ER, Cestla négation qui est vraie : pour
T =y T F 2
T = —1,ona yz > [0 —1 pourtoutréel ¥ .La phrase de départ est donc fausse.
1M € R, ¥ M R,
2. « f estbornée » s'écrit 7w £ € R, .Sanégationest ,3 = € R,
[f@)| < M @) > M
¥ (x R2
3. « f estcroissante » s'écrit (©,y) € R%, . La négation d'une implication
<y = flr) < fly) )
d(x R
(2, y) € RS, . Attention : ce

A = B est A A — B .Lanégation est donc
o <y et flz)> fly)

n'est pas « [ est décroissante ».

Ve, Jde>0,
il 0 secrit ’ EN,S oati tF'NEN,
. La convergence vers s ecri ;?.- " :j I\IT] . 9a hegation es ]EI n :_} j\rj .
:|un| <€ 1|"‘-"”n|::’E
17 >0, VT >0,

5. « f estpériodique » s'écrit ¥ = € R, . Sa négation est ;7 = € R, )

flz+T) = fz) Jlo+T)# f(z)

Remarquez que la condition 4" = [ reste inchangée : seul le quantificateur change.

Point de méthode : les ensembles qui suivent un quantificateur ( € >0, n = IN ) ne se nient

jamais ; on ne nie que la propriété finale.
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Corrigé de I'exercice 2 : Ordre des quantificateurs

1. Soit = € R.Leréel ¥ = —T vérifie £+ vy = 0. P estvraie.

2. Supposons qu'un réel % convienne pourtout & .Avec x = 0, onobtient ¥ = 0. Avec

£ = 1,onobtient ¥ = —1.C'est contradictoire. P est fausse, et sa négation est
vy e R,
dr eR,

T+ 1y ?é 0
3. Soit n € IN.Lentier m = n +1 vérifie m >n. P3 estvraie.

4, Soit wm € N .Pour 1 = M, l'inégalité m > n est fausse. Ainsi, aucun 1 ne convient.
¥ om €N,
P4 est fausse, et sa négationest .3 n € N,
m oS n

5. Leréel £ = 1 vérifie 1X ¥ = ¥ pourtout ¥. Pg estvraie.
6. Pour ¥ = 0,0na zy =0 7/: 1 quel que soit =. Fpg estfausse, et sa négation est

1y e R,
vzeR,,

Ty F 1

Les couples (P71, Py} et (Pg3, P4) montrent qu'échangerun ¥ etun 3 change le sens. En
effet, dans F1,leréel ¥ dépendde = ;dans Fq il devrait convenir pourtousles z & la fois.

Corrigé de I'exercice 3 : Implication, réciproque et contraposée

1. On dresse la table en notant V pour vrai et F pour faux. Si P et € sont vraies, les deux
énoncés sont vrais. Si P estvraieet & fausse, F =y € estfausse,et — F W O aussi.
Si P estfausse, les deux énoncés sont vrais, quelle que soit la valeur de € . Les tables
coincident, donc (P = @) & (= P V¥ @) . D'apres les lois de De Morgan, la négation de

P = est PANQ,



2. Laréciproqueest« 124 = 5 92 » Elleestfausse: x = —3 Vérifie 2 = 9~ 4
mais pas x > 2. Lla contraposée est « £2 < 4 = £ < 2 ». Orl'implication de départ est
vraie:si & > 2,alors & >0, et en multipliant x > 2 par & puispar 2, on obtient

2> 31 > 4 . Par conséquent, I'implication et sa contraposée sont vraies, la réciproque
est fausse.

3. La contraposée s'énonce ainsi : si 7 est impair, alors 4 divise 52 — 1. Supposons
n=2k+1lavec kcZ . Aors n2_—1=4k% 4k = 4k(k+1), qui est un multiple

de 4. La contraposée est vraie, donc si 4 ne divise pas < — 1, alors 7. est pair.

4. Prouvons la contraposée : si £ — 2z = y2 — 2y, alors £ = Y. D'abord, on factorise :

2 -2¢—(y2-2y)=(c—y)(c+y) -2 —y)=(c—y)(z+y—2)

Ce produitestnul. Or z >1et ¥>1,donc = 4+ % —2>0.Parconséquent, © —y = 0
. La contraposée est établie, donc = ?é Y = r? -2z ?é yg — 2y,

Corrigé de I'exercice 4 : Raisonnements par I'absurde

1. Si 3 nedivisepas P, lerestede P dansladivisionpar 3 vaut 1 ou 2.Si p = 3k 41,
alors pd = 3{3%;2 +2k)+1.5i p=3k+2, alors
pd = 9%k2 412k +4 = 3(3%;2 + 4% + 1) 4 1. Dans les deux cas, p2 apourreste 1.
Donc 3 ne divise pas p?2. Par contraposition, si 3 divise p<,alors 3 divise P.

2. Supposons par I'absurde que 3 = 17; avec p E £, g € IN* | la fraction étant irréductible.
En élevant au carré, p? = 3g2.Ainsi, 3 divise p2,donc 3 divise P d'aprés la question 1.
Onécrit p = 3p’ :alors 9p/ 2 = 3g2,soit g2 = 3p/ 2. Deméme, 3 divise 7. Ainsi,

3 divise I et @, ce quicontredit I'irréductibilité. Donc /3 est irrationnel.

3. Supposons par l'absurde x f,é 0. Alors o — % est strictement positif. L'hypothese donne
|$| < % , donc % < (). C'est impossible puisque |:r:| > (. Par conséquent, r = 0.

4. Supposons par I'absurde que 1, = /n2 4 1 soit un entier. D'une part, n2 < n2 4 1. D'autre
part, n24+1<n242n+1= (n+1)?, car n > 1. Ansi n2<m?< (n+1)?, puis
n <m < n -+ 1, carlafonction racine carrée est strictement croissante. Or aucun entier n'est
strictement compris entre deux entiers consécutifs. Donc /2 L 1 n'est pas un entier.
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Point de méthode : dans un raisonnement par I'absurde, annoncez des la premiére ligne I'hypothése
faite, puis signalez clairement la contradiction obtenue.

Corrigé de I'exercice 5 : Disjonction des cas

1. Soit k € Z.Si k estpair, k = 27 et k(k+1) = 27(k+1) estpair.Si k estimpair,
k -+ 1 est pair et le produit I'est aussi. Ensuite, soit 7 impair: n = 2k -+ 1. Alors
n2 —1 = 4k? 4+ 4k = 4k(k+1). Comme k({k+1) = 27 pourunentier 7, on obtient
nd -1 = 87 . Ainsi, 8 divise 52 —1 pour tout entier impair .

2. Onétudie lesignede = —1 etde x= + 2.

o Si = < —2, les deux quantités sont négatives :
glz)=(1-2)4+(—z-2) = -2z - 1.

oSi —2<zx<l,ona z-1<0<z+2: glzy=(1-2)+(x+2) =3.

o Si x > 1, les deux quantités sont positives: g(x) = (z — 1)+ (z + 2) = 2= +1.

Ainsi, g{zr) = -2z —1 sur ]-oo,-2], glz) = 3 sur [-2,1] et g{z) = 2z +1
sur [1,4oof.

3. Résolvons g(x) = 5 cas parcas. Sur |—oo, —2], I'équation —2x —1 = 5 donne
£ = —3, qui appartient bien a l'intervalle. Sur [—2, 1], I'équation 3 = 5 n'a pas de
solution. Sur  [1, +oo[ , I'équation 2z 4+ 1 = 5 donne £ = 2, qui convient. L'ensemble
des solutions de g(z) = 5 est {—3,2}. De méme, pour I'inéquation : sur |—oo, —2],
—2z —1 < 5 équivauta = > —3,dou [-3,—2].Sur [-2,1], linégalit¢ 3 < 5 est
toujours vraie. Enfin, sur  [1, +oo[, 2z +1 £ 5 équivauita = < 2,dou [, 2].
L'ensemble des solutions de g{x) < 5 est [—3,2].

La figure ci-dessous confirme ces résultats : la courbe de & coupe la droite % = 5 aux abscisses
—3 et 2, etreste en dessous entre ces deux valeurs.



12 — y=|X-1[+|x+2]
p—— y=5
mmm solutionsdeg(x)<5:[-3,2
10.- : g(x) [: ]
-2x-1
8 - - 2x+1
>~ 6
4 palier 3
0 S E—
5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
X

Corrigé de I'exercice 6 : Analyse-synthese et équation
fonctionnelle

1. Analyse. Soit f une solutionet =z € [ . La relation appliquée en —x donne
f(—2) + 2f(x) = 22 —z.Onpose a = flz) et b = f{—x).On obtient le systéme :

a+2b=zx24+zx
2a + b T2 — 1

On multiplie la seconde ligne par 2 et on retranche la premiere :

0 = 912 — 9 — rd — r = 2 — 31 . Nécessairement, flz) = 5]:3—2 — 1 pour tout

réel =.
2. Synthese. Posons  f(x) = %2 —x . Aors  f{—x) = 5“3—2 4+ et

f(:{:)+2f(—$)=%2—$+2—‘§2+2:{:=:{:2+$.
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Cette fonction convient. Il existe donc une unique solution: + — =& — 1.

Corrigé de I'exercice 7 : Fonctions paires et impaires par

analyse-synthese

1. Soit f paire etimpaire,et x € R.Alors f(zr) = f{—x) = —f{z),donc 2f(x) = 0.
Ainsi, f est la fonction nulle.

2. Analyse. Supposons f = p —+ 1 avec P paireet 3z impaire. Pourtoutréel T, on a
flz) = plz) + +(x) et f{—x) = plz) — +(x) . En additionnant puis en soustrayant, on
obtient

p($) — f(:i'.?) +2f(_*r)} E(.ﬂb‘) f(:I?) —f(—:I?)

Le couple l:p, 3':1 est donc unique. Synthése. Définissons P et 3 par ces formules. D'abord,

5 pl::ﬁjl ,donc P est paire. Ensuite,
W(—x) = w — —4(g) donc 1 estimpaire. Enfin, p(z) +i(r) = f(z).la
décomposition existe et elle est unique.
3. Pour f{xz) = e, onobtient p(r) = w = chz et i) = % = shz.
Pour f(x) = {;]:—|—]_:|2 = z242r +1,0na f{—z) = 22— 2z + 1. Par conséquent,
p(r) = 2 +1 et i(z) = 2z dansle second cas, et e = ch x + sh = dansle
premier.

La figure ci-dessous montre la décomposition de I'exponentielle : la courbe de ch est symétrique par
rapport a I'axe des ordonnées, celle de sh par rapport a l'origine.



6N
—_— f(x)=¢e"
—— partie paire : chx =<4
44 — partie impaire : shx = e’—ze-x
2 -
>
0=—
—2 -
-4 | . | |
-2 _1 0 : :
X

Corrigé de I'exercice 8 : Récurrences simples

L 3 n(n+1) 2
1. Pour m > 1, notons Pln) :« k® = | == »Initialisation: pour n =1, les
k=1
deux membres valent 1 .Hérédité:soit n > 1 telque P(n) estvraie. Alors

n+l 2 , )
kz_:l R = 2l gy 0P (2 g ) ((n+1)2(n+2)) |

Ainsi P(n-+1) est vraie. Par récurrence, la formule vaut pour tout n > 1.
2. Notons P{n) :« 2™ > n2 » pour n > 4. Initialisation: 2% — 16 = 42. Hérédité : soit
n > 4 telque 2" > n2.Alors 27+1 > 912  Deplus,

2n2—(n+1)2=n2—2n—1=(n—1)2—229—2>0}

car n—12>3.Donc 2ntl > lin—|—1:|2 . La propriété vaut pour tout 7 > 4, mais elle
est fausse pour n = 3,car 23 — 8 < Q.
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3. L'argument de chevauchement exige que les deux groupes de ¥ crayons aient au moins un crayon
commun. Or, pour mn = 1, le groupe compte deux crayons : en retirant le premier, il reste le
second, et en retirant le dernier, il reste le premier. Les deux groupes sont disjoints. L'hérédité est
faussede n = 1 a n = 2, et toute la chaine s'effondre. Une hérédité doit étre valable pour
tout 7 a partir du rang initial.

Corrigé de I'exercice 9 : Récurrence double

1. Notons P(n) : « wu, = 2" 41 ». Initialisation : Uy = 2 = 20 41 et
u; = 3 = 21 4+ 1. Hérédité :soit n € N telque P(n) et P(n+1) sont vraies. Alors

u,io=3(2"141)—2(2" +1) =3 27Tl —2n+l 41 = onT2 4

Par récurrence double, 1w, = 2" +1 pourtout n € N.

2. Initialisation: F'y =1 < 20 et Fo = Fy 4+ Fg =1 < 21 Hérédité :soit n > 1 tel que
Fo<an—let Foiq < 2" Alors

Fpyg=Fni1+F,<2" 4271 < 2" 42" =20+l
Par récurrence double, F',, < 9n—1 pourtout n > 1.

-1 ]
3. Initialisation: Fi{ = 1 > 2 _ (3 et Frn=1= 37 Héredité : soit n = 1 telque
1 = 3 2 2 2

les inégalités sont vraies aux rangs 7 et n -+ 1. Alors
—1 n—2 n—2
3\" 3 3 5
Faraz(8) T 4(3) T=(3) x5

2 n n—=2
5_10,9_ (2 N 3
Or 5= 3 > g = (2) . Donc Fpyn > (2) . Ainsi, F, > (2) pour tout
e

Point de méthode : dans une récurrence double, I'hérédité utilise deux rangs ; il faut donc vérifier deux
valeurs initiales, sinon la preuve ne démarre pas.



Corrigé de I'exercice 10 : Récurrence forte

1.Ona U] =uy =1, puis g =ug+u; =2 et tug=1+1+2=4% nNotons
Pln) i« u, = 2771 » pour n > 1. Initialisation : ug =1= 20 . Hérédité forte : soit
n > 1 telque P(1),..., Pn) sontvraies. Alors, grace a la somme des termes d'une suite
géomeétrique,

i
Uy =ugt p 2K =14(2"-1)=2"
F=1

Par récurrence forte, w,, = 27! pourtout n > 1.

2. Notons P(m) : « 7 est une somme de puissances de 2 deux & deux distinctes ». Initialisation :
1 = 90. Hérédité forte : soit n > 1 telque P(1),..., P(n) sont vraies.

oSi mn +1 estpair,onécrit n +1 = 2m avec 1 < m < m.Par hypothése,
m = 9291 +... 4 53y avec d_es exposants distincts. Alors
n+1= 991 +1 +...+ ody +1 , et les exposants restent distincts.

©Si n +1 estimpair,alors n+1>3 et n+l=2m-+1avec 1<m<n.
On décompose 2 comme ci-dessus : tous ses exposants sont au moins égauxa 1 .0n
ajoute 20, qui est donc distinct des autres termes.

Par récurrence forte, tout entier 1 > 1 est une somme de puissances de 2
distinctes.

3. Onsuitladémarche: 45 =1+ 2x 22 ,puis 22 =2x 11, 11 =14+2x5,
E=1+2x2et 95— 91 Enremontant: 5 = 20 + 32, 11 = 20 4 91 4 23,
22 = 91 4 92 4 9% Finalement, 45 = 20 + 92 493 495 —14+44+8+32.

Corrigé de I'exercice 11 : Egalités et inclusions d'ensembles

1. Soit x € FE'.On raisonne par équivalences :
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r€e A\(BUC) ®ccAetec¢gBetzg¢C
@(wEAetx¢B)et($EAet$¢C)
srze(A\B)n(A\C).

La premiere ligne utilise la loi de De Morgan: & ¢ B U équivauta = é E et z ¢ C . Les
deux ensembles sont donc égaux.

2. Soit x & FE!.Raisonnons par disjonction des cas. Si x £ A, alors I appartient aux deux
membres.Si £ ¢ A, alors £ € AU (BNC) équivauta x € B et & € C.Deméme,
z € (AUB)N(AUC)équivautalorsa = € B et = € C.Dans tous les cas, les
appartenances coincident : I'égalité est démontrée.

3.Si A =B,alors A4NB =4 = AU B .Réciproquement, supposons
AnB=4AUJUB.Aors AZ AUB =ANE C B.Deméme,
BCAUJUEB=AMNE C A .Pardoubleinclusion, 4 = B.

4, Soit € B.Si € Ad,alors redAdNB_C AN ,donc = £ C.Sinon,

redUB C AUC et :E#A,donc x € ¢ .Dans les deux cas, 1 £ { :ainsi,
BCC.

Remarquez qu'aucune des deux hypotheses de la question 4 ne suffit seule. Par exemple, avec 4 = F
, la premiere est toujours vraie, quel que soit B .

Corrigé de l'exercice 12 : Ensemble des parties

1. On range les parties selon leur nombre d'éléments: @, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},
{2,3}, {1,2,3} L'ensemble P(F) compte 8 éléments.

2. Supposons P(A) C P(B).Comme A C A,ona A € P(A), donc A € P(B),clest-
a-dire A C B . Réciproquement, supposons A C B, etsoit X € P(A).Alors
X C A C B,donc X € P(B).L'équivalence est démontrée.

3. Soit X unensemble. Alors X € P{A N B) équivauta X C A N B.Celaéquivaut
X CAet X C B,donca X € P(4) N P(B). Ainsi,
PANB)=PA)NPE).

4. Si X C Aou X C B,alors X C AU B.D'ulinclusion. Prenons ensuite A = {1}



et B = {2} Lapartie {1,2} appartientda P{A U B) maisnia P{A) nia P(B).
L'inclusion est donc stricte dans cet exemple.

Corrigé de I'exercice 13 : Produit cartésien

. Soit (z,y) € EX F .ona (z,y) € (Ax B)N{C x D) sietseulementsi = € A,
y B, reCe v €D Autrementdit, € ANC et ¥y € BN D Ainsi,
AxB)N({CxD)=ANC)x (BN D).

. Soit {z,y) € Ax B.Aors € ACAUC et y€EBCBUD . lecas
(z,y) € C X D estidentique. L'inclusion est démontrée.

. Lecouple (0,2) vérifie 0 € AUC et 2 € BUD .Cependant, (0,2)¢ A x B car
2¢ B.et (0,2)¢ C x D car 0¢ C . Linclusion est donc stricte. Sur la figure de

I'énoncé, (A U C) x (B U D) contient aussi les deux carrés « croisés » [0, 1] x [2, 3] et
[2,3] x [0,1].

.Soit (z,y) € Ex F .ona (z,y)¢ AX B sietseuementsi —(z € A et y € B),
C'est-a-dire ¢ Aou vy ﬁ;‘ B . Celaéquivauta (z,y) € Ax Fou (z,y) € EX B.
Le complémentairede A x B estdonc (A x F)U (E x B).

Corrigé de I'exercice 14 : Fonctions indicatrices et différence

symétrique

1. Les parties A \l B=AnNBe B \ A sont disjointes. Pour deux parties disjointes X et
Y.,ona lyly =1xnqv =0,donc 1y vy = lx + 1v . Parailleurs,
lyng=1a (1-1g). Ainsi,

laap=1a—141lg4+1lg—-141lg=14+1g—21415.

De plus, une indicatrice ne prend que les valeurs [ et 1, donc 1?,_1 = 14 . En développant,
(14 — 15}2 =14 —2141p + 15 . Les deux formules sont démontrées.
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2.0na A AB = [ sietseulementsi 14 A B estnulle. D'aprés la question 1, cela équivaut a
(1a(z) — 15{1:)}2 — (0 pourtout ¥,donca lg = lg . Ainsi,
AAB=0)s A=RB.

3.5it £ € B, o =14(x) et b =1g(zr).0nexamineles quatre cas.Si (a,b) = (0,0},
alors a+b—-2ab=0.5 (a6 = (1,0 ou (0,1},ontrouve 1.Si (a,b) = (1,1}, 0n
trouve (.Orlesrestesde a 4+ & modulo 2 valent respectivement 0, 1, 1 et 0.Donc

la A B(x) estlerestede 1,4(r) +1p(x) modulo 2.

4, Soit x € F,et a4, §, ¢ lesvaleursen & desindicatricesde 4, B,  .D'aprésla
1 r)=a+b
question 3, [23-1 4 B( } . En appliquant encore la question 3, puis la compatibilité des
b

laaByacE)=a+b+c

congruences avec l'addition, . De méme,

lanBac)e) =a+bte

(2]
2, ils sont égaux. Les indicatrices coincident. Par conséquent,
(AﬂB}dC = Ad{BdC}.

. Or ces deux nombres valent (0 ou 1 :congrus modulo

Point de méthode : pour une égalité impliquant beaucoup d'opérations ensemblistes, passer aux
indicatrices transforme la preuve en calcul sur 00 et 1.

Corrigé de I'exercice 15 : Recouvrements disjoints et partitions

1. (a) L'élément 2 appartienta {1, 2} eta {2,3} :les parties ne sont pas disjointes. Ce n'est
pas une partition. (b) Les trois parties sont non vides, deux a deux disjointes, et leur réunion vaut
F! : c'est une partition. (c) C'est un recouvrement disjoint, mais il contient fi . Seule la famille
(b) est une partition de F .

2. Chaque intervalle [k, k=+1[ contient k, il est donc non vide. Soit x € R . Par définition de la
partie entiére, & = | x | estl'unique entiertelque k < £ <k +1.Ainsi, = appartient a
exactement un intervalle de la famille. La famille est une partition de [£.

3. Soit x £ F!.Quatre cas s'excluent mutuellement.Si = € 4 et & € B, alors
£ € AN B seulement.Si z € Aet £¢ B,alors = € A\ B seulement.Si ¢ A
et £ € B, alors T & B\A seulement. Enfin, si :1:5?_{}1 et a:#B,anrs rec AUR
seulement. Tout élément de F' appartient donc a exactement une des quatre parties : c'est un
recouvrement disjoint. Ce n'est pas toujours une partition:si A4 C B, lapartie A \ B est




vide.

Corrigé de I'exercice 16 : Image directe et image réciproque

.Sz e [-1,2], alors 0 < £2 < 4.Réciproquement, tout vy € [0, 4] vaut f{y7) avec
VT € [0,2] . Donc f{[-1,2]) = [0,4].Comme f estcroissantesur [0, +oof,
f([1,3]) = [1,9]. Ensuite, 1 < £2 < 4 équivauta 1 < |z| < 2. Parailleurs, un carré

n'est jamais négatif, et 2 < 4 équivauta |r| < 2 .Enrésumé: [f([-1,2]) = [0,4],
L3 = (L9, L4 = [-2-Ju L2, FH-4-1) =0 et
f_l([_l:l 4]:' - [_2! 2] )

.ona f(A) = [0,4], donc FI(f(A)) = [-2,2]. qui contient strictement A = [0, 2] . De
méme, f_l{B} = [-2,2] ,donc f{f— 1{3}} = [0, 4], strictement inclus dans

B = [-1,4]. Ainsi, A [\subsetneq?] f_ll:f{Ajl:l et f{f_lliB:l:l [\subsetneq?] B.La
premiere inclusion est stricte car f n'est pas injective ; la seconde, car f n'est pas surjective.

.Ona AjN Ay = 1{0},donc f{A; M Ag) = {0}. Enrevanche,
f(A1) = f(Ag) = [0,1]. Ainsi,
flA1 N Aqg) = {0} [\subsetneq?] [0,1] = f{A1) N f{Aq).

. Soit = € A.Alors g(z) € g{A),donc = € g—1(g(A)) . Ensuite, soit y € g{g—1(B)). I
existe = € g—l(B) telque y = g(z).0r z € g—1(B) signifie g(x) € B .Donc
A Cgl(g(Aa)) et g(g~Y(B) C B.

Corrigé de I'exercice 17 : Injections et surjections entre entiers

.Si 9n = 2n/,alors n = n'/: f estinjective. Enrevanche, 27m = 1 n'a pas de solution

entiére, donc 1 n‘a pas d'antécédent. Pour &, tout m € N vérifie m = g{2my), donc ¢
est surjective. Cependant, g{0) = g{1) = 0. Ainsi, j est injective non surjective, et ¢
est surjective non injective.

. Pourtout 7, 2n estpair,donc g(f(n) = ? — 5 .Ainsi, g o f = idy . Enrevanche,

flgln)) = nsi nestpairet f{gn) = n —1si 7 estimpair. Donc go f = idy
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mais fog ?é iy, puisque  f(g(L)) = O.Ni f ni g n'estbijective : une seule des deux
égalités ne suffit pas.

3. Onpropose k:Z — N,avec k(m) =2msi m > 0et kim) = —2m —1si m <0
.Elle est a valeurs dans [N, car —2m —1 > 1 pour m < —1.Vérifions A ok = idy .Si
m > 0, k(m) estpairet A(k(m) = m.Si m <0, k{(m) estimpair et
h(k(m)) = _w — wm . Vérifions &k o h = 1dy . Si n est pair,
h{n} = % > 0 et k{h{n}} = n.Si 7 estimpair, h,(n) - _ﬂTH < (et
k(h(n) = (n +1)—1 = n.Donc h est bijective, et h~l(m) = 2m si m >0,
Aim) = —2m —1si m<0.

La figure ci-dessous représente 4 : les entiers pairs sont envoyés sur les entiers positifs, les impairs sur
les entiers strictement négatifs, et chaque entier relatif recoit exactement une fleche.

—— npair: h(n)=n/2 —— nimpair: h(n)=—-(n+1)/2

o
—
N
w
N
(9]
(o)]
~
oo

Z | | | | | | | |

Corrigé de I'exercice 18 : Bijections explicites, restriction et
prolongement

1. Pour = ?é 1, 'égalit¢ f(z) = 2 donnerait 2z +1 = 2x — 2, ce qui est impossible. Donc



f estbien avaleursdans R\ {2}.Soit y# 2.Pour &1,

1
f(x):yﬁ2$+1=y(w—l)ﬁ$(2—y)=—y—l@w'_:;%'

De plus, ce réel est différentde 1,car ¥ +1 = y — 2 estimpossible. Chaque ¥ a donc
1,y _ ¥+1

exactement un antécédent. Ainsi, f est bijective et = { } g7

2. D'abord, |p(x)| = $||~T| <1,donc ¥ estavaleursdans |—1,1[.Soit v € ]-1,1[.

Analyse :si @(x) = vy ,alors £ et ¥ sontde méme signe, car 1+ |x| > 0. De plus,

y|(1 + [=]) = |=|, donc |=|(1 —|y]) = |y| puis |2| = I |y|| i Avec le signe,
;

=71 |y:!; Synthése : pour ce réel, 1+ |z| = |- donc ,

e) = 17 k (1-|y|]) = v.Donc @ est buective et o l(y) = ol

1.5

3. Ona UI:D:I = u(ﬁ) = 0, donc u n'est pas injective. Par ailleurs,
ulz) = (x — 1}2 —1 > —1,donc —2 n'apasdantécédent: u n'est pas surjective. Notons
 I'application de [1, +co[ dans [—1, +oo[ définie par w(zr) = u(x) ; elle est bien
définiecar u > —1.Soit ¥ = —1.Pour = =1, w(x) = y équivauta
1@—1}2 =y +1.Comme = —12 0, celaéquivautda = —1 =y +1.Donc v est
bijectiveet v—1(y) =1+ T+ y.

4. Analyse : soit 9 un prolongement impair de la racine carrée. Pour = > 0, g(z) = vT . Pour
x < 0, limparité donne g(x) = —g{—x) = —v==%.Donc 9 est unique. Synthése :
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définissons g ainsi. Pour £ >0, g{—z) = —vT = —g(z).Pour = <0,
gl:—:]:‘:l = V=T = —g{,:t?:l . Enfin, g{D} = 0. L'unique prolongement impair est
glr) =vE si >0 et g(x)=—v—== si = <0.

Corrigé de I'exercice 19 : Composition et réciproque d'une
composée

1. Soit =, z! € F telsque f(z) = f{x').Enappliquant &, on obtient
(go f)(x) = (go f)(=’). Linjectivité de g o f donnealors z = z/.Donc | est
injective.

2. Soit z € (.Parsurjectivitéde go f,ilexiste £ € FE telque z = g(f(z)).Ainsi,
y = f(z) estunantécédentde =z par §.Donc ¢ est surjective.

3. Prenons B = G = {0}, F' ={0,1}, f(0) = 0,et g constante égaled 0. Alors
g o f est I'identité de {0}, donc elle est bijective. Cependant, f n'est pas surjective, car 1
n'a pas d'antécédent. De plus, J n'est pas injective, car g(0) = g(1) . Cet exemple répond a
la question.

4. Parassociativité, wo(uowu) = (uou)ou = uowuou = idg. L'application
U = uou vérifiedonc uov =1dg et vou = 1dg.D'aprés le théoréme de

caractérisation des bijections, U est bijectiveet ,—1 — 1 o 1 -

5. D'une part, {g o f){g:j = {2;1: + 1}3 .Comme + —s $3 estune bijectionde R sur [,

I —
I'équation (2x 4+ 1 3 — équivauta 2z +1 = 3w , donc a — vy — 1 . D'autre part,
+ Y i T 5

Fiy) = 55— et g7l(y) = ¥ . Ansi, (1o g-1)(y) = L Les deux
méthodes donnent (o f}—l{y} — 3‘@2_ L Lordre compte: g—1 o F—1 donnerait

3
. IFT_I , qui est différent.

Corrigé de l'exercice 20 : Caractérisations par les images




1. Supposons | injective et soit A C E . Ll'inclusion A ¢ f_l{f{Aj} est toujours vraie
(exercice 16). Soit x € fTL(f(A)).Alors f(x) € f(A) :ilexiste a € A tel que
f{a:} = f{a} . Parinjectivité, & = a € A . Réciproguement, supposons la propriété vraie pour
toute partie. Soit x, ©/ telsque f(z) = f{z’).Avec A = {x},on obtient
o € FH{f@) = F~Hf(A) = {x}.Donc z/ = z, etl'équivalence est
démontrée.

2. Supposons | surjective et soit B C F'. L'inclusion f{f_l{B}} C B est toujours vraie. Soit
y € B Par surjectivité, il existe = telque y = f(z).Alors =z € f_l{B} , donc
y € f(f71(B)) . Réciproquement, prenons B = F :ona fT1(F) = E,donc
f(E) = F.Ainsi, f estsurjective si et seulementsi f(f~1(B)) = B pour tout
B.

3. D'abord, A M A’ C A entraine F(A N A’} C f(A),etdemémepour A’ . L'inclusion
flA N A’} C f4)n f{A”) est donc toujours vraie. Supposons | injective. Soit
ye flAN AN y= fla) = fla!) avec a € A et g/ ¢ A’ . Parinjectivité,
a=ualc AN A, donc = f{A M A”). Réciproguement, supposons |'égalité toujours
vraie, etsoit fiz) = f(z’) . Avec A = {z} et A’ = {z/},ona
fl@ e flAN f(AY) = flezr 0 {x’)) . Ainsi, {z} N {z’} est non vide. Donc
z = =/,et [ estinjective.

Point de méthode : pour exploiter une propriété vraie « pour toute partie », on la teste sur des
singletons ou sur I'ensemble tout entier.

Corrigé de I'exercice 21 : Relation d'équivalence et cercles

1. Posons IN{z,y) = z2 + y2. Larelation s'écrit IN(z, y) = N(=z/,y’) . Elle hérite donc des
propriétés de I'égalité. Elle est réflexive, car N(z, y) = Nz, y) . Elle est symétrique, car
'égalité I'est. Enfin, elle est transitive : si IN(p) = N{g) et N{g) = N(r), alors

N(p) = N{r). Cest une relation d'équivalence.

2. Soit y — /a2 4+ p2.Laclassede (a, b) estI'ensemble des points (x, ¥/} tels que
52 + yg — r2 Cestle cercle de centre (O et de rayon 7 si r >0, etlaclasse de

(0,0) est {(0,0)}.Pour (1,2) ,0na r = V&.Parexemple, (2,1}, (—2,1) et
(2, —1) sont dans la classe, car leurs coordonnées au carré ont pour somme 5 .
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rayon 3

(1,0)

> 0 ®
1(0,0)}

3. Notons <& I'application qui a la classe de {a, b} associe /g4 4 b2 . Elle est bien définie : deux
points de la méme classe ont la méme valeur de 1V, donc le méme rayon. Elle est injective : deux
classes de méme rayon T contiennent des points vérifiant [y — 2, donc elles sont égales.
Elle est surjective : tout = > 0 estI'image de la classe de (r; U} . Ainsi, & est une
bijection de I'ensemble des classes sur [0, 400 .

4. Larelation & estréflexive, car |& — x| = 0 < 1, et symétrique, car |z — y| = |y — =|.

Enrevanche, 0S1 et 152 ,mais [0—2|=2>1. & n'estpas transitive, donc ce
n'est pas une relation d'équivalence.

Corrigé de I'exercice 22 : Congruences et sommes de deux




carrés

1. Réflexivité : 7 divise o —a = 0.Symétrie:si b —a = kn,alors a —b = (—k)n.
Transitivité :si b —a = kn et ¢ —b = In,alors ¢ —a = (k 4 [)jn . Cest donc une
relation d'équivalence. Pour 1. = 4, la division euclidienne écrit tout entier @ = 4g + 7 avec

a=r
r € {0,1,2,3}, dou 4] . De plus, deux restes distincts * et ¢/ de {0,1,2,3}

vérifient 0 < |?“ - :P"| << 4 :ils ne sont pas congrus. Il y a exactement quatre classes: 47 ,
14+4F, 24478 et 3445,

2. Ecrivons b —g = kn et d—c = in .Dunepart, (b+d)—(a+c)=(k+i)n.

D'autre part,

bd —ac =b(d —c)+c(b—a)= (bl 4+ ck)n.

a+c=b+d ac = bd

Donc et
[ [
a =7 ) .
3.5it a€Z et v € {0,123} tel que [4] . Par compatibilité avec le produit,
]
2 = p2
a4 = r

[.% Oor p2=0, 12=1, 22=4=n0pet 32 =9 =1.Ainsi, g2 =0 ou
1
as =1

4]

4. Si 2027 = x2 4 y2 alors x2 4 y2 seraitcongrua 040, 041 ou 141 modulo

4, cest-a-direa O, 1 ou 2.0r 2027 = 4 x 506 4+ 3, donc @?27 =3 . Par
1
conséquent, 2027 n'est pas la somme de deux carrés d'entiers.
10=1 , k=1
5.0na 10 —-1=9,donc [9] . Par récurrence et compatibilité avec le produit, [9]
1 1
r
pourtout % £ IN.Soit N = Z Cp 10% écriture décimale d'un entier. Par compatibilité,
o k=0
N = CL , 11 = 2 ..
E=0 . Pour 2027 ,la somme des chiffres vaut 11, et [9] . Ainsi,
]
’[g]uz’r =9
(9] — “ ,cequeconfirme 2027 = 9 x 225 + 2.
]
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Corrigé de I'exercice 23 : Classes modulo Z et partie entiere

1.Ona z—z =0¢€Z . Ensuite,si £—vy € Z,alors y—x = —(r—vy) €Z.Enfin, si
I — Y et YW —Z sontentiers, leursomme I — Z l'est aussi. Donc ™ est une relation

o
d'équivalence, et la classe de o est {!;@ | ke EE}'

2. Analyse : soit £ un élément de la classede « dans [0,1[.Alors t = = + k avec k€ 7,
et 0<xz+k<l. Ansi, —k <x<—k+1,dnc —k = | = | parunicité de la partie
entiére. Par conséquent, t = x — | x | :ily aau plus un tel élément. Synthése : posons

t=zxz—| x| Dunepart, £ —t = |z |€ Z, donc t ~ z.Dautre part,
|z | <z <|z]+1 donne 0 < £ <1.Chaque classe contient exactement un
élément de [0, 1] : pourlaclassede =,cest z —| z |.

—_— y=x—-Ix] - classede 0,4 : {04+ Kk, ke 7}

3. Notons (@) = cl{@) pour @ € [0,1] .Soit ¢ uneclasseet = € C'. Le réel
a =« —| = | appartienta [0,1[ etd ¢ ,donc (@) = C : 1) estsurjective. Ensuite,
si (@) = 1(b), alors @ et b sontdeux élémentsde [0, 1] dansla méme classe. D'aprés la
question2, g = b .Ainsi, 1 est une bijection de [0, 1] surI'ensemble des classes. La
figure ci-dessus l'illustre : la droite horizontale d'ordonnée U,4 coupe la dent de scie exactement
aux points de la classe de 0,4 .

4. Supposons f compatibleavec ™~ .Comme x ~ x +1,0na flz +1) = flz): [ est
1 -périodique. Réciproquement, soit f une fonction 1 -périodique. Par récurrence,
flz + k) = flz) pourtout k& € N.Pour % € IN,on aaussi



flz) = fllz — k) + k) = flz —k).Donc f(zr +k) = f(z) pourtout &k € Z .Si
T ~ Y, alors y =z +k avec k entier,et f{y) = f(z). Les fonctions cherchées

sont exactement les fonctions |1 -périodiques, par exemple © — cos(ﬁﬂ :]:‘:l ou
r—=zr—| x|

Corrigé de I'exercice 24 : Ordre de divisibilité et ordres sur le
plan

1. Réflexivité: g = 1 ¥ a,donc & divise a@.Transitivité:si b = ka et ¢ = [b, alors
c = (Ik)a. Antisymétrie:si b = ka et o = lbavec a,b € N¥, alors g = {ka,donc
{kk = 1.Comme k et | sontdesentiersnaturels, s = { =1 et g = b.C'estdoncune
relation d'ordre. Elle n'est pas totale: 2 nedivise pas 3 et 3 nedivisepas 2.Sur £, ce
n'est plus une relation d'ordre, car 2 divise —2 et —2 divise 2 alorsque 2 ?é -2,

2.0na D = {1,2,3,4,6,12} . Le schéma ci-dessous relie deux diviseurs quand I'un s'obtient &
partir de I'autre en multipliant par un nombre premier. L'entier 1 divise tous les éléments de 17,
et chaque élément de 17 divise 12.Le plus petit élémentde I} est 1 etle plus grand
est 12.Enrevanche, 2 et 3,0ou 4 et &, nesontpascomparables.
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plus grand élément : 12

2 et 3 : non comparables

plus petit élément : 1

3. Réflexivité: & < x et ¥ < % .Antisymétrie:si = < z/ <z et vy <y < y,alors

x = x! et y = y'. Transitivité : elle découle de celle de < sur chaque coordonnée. C'est
donc un ordre. Cependant, (0,1} et (1,0) ne sont pas comparables:onnani 0 <1 et
1 < 0, nil'inverse. C'est une relation d'ordre partiel.

. Réflexivité : = = z et Y < Y .Antisymétrie : supposons (x, ) € (=/, y') et
(z/,y") 9 (z,y) .Silonavait x < x/, la seconde relation exigerait =/ < z, ce qui est
impossible. Donc = = x/,puis ¥ < y/ et ' < y,dou y = y' . Transitivité :
supposons [z, y) & (o/, v/} & (&, y/").ona = < =/ < £/ . Silune des deux
inégalités est stricte, alors = < £/ .Sinon, £ = £/ = £/ et vy < y' < y/7  Totalité : si
T ?é !, le couple de plus petite abscisse est inférieur a I'autre ; si © = x/, on compare ¥
et y" , Ce qui est toujours possible dans [£ . L'ordre lexicographique est un ordre total sur

R2.



Vé 1 ] \ = 1
L ]

ensemble et le théoreme de Cantor

Partie A.

1. Soit A, B C F telsque 14 = 1z .Alors

A= ¥ € _ = v < _ = B .Donc < estinjective.
|lalz)z) =1 |1BE)z) =1

2. Soit x € FF.Ona 1ﬂu{$} = 1l sietseulementsi = € A, , c'est-a-dire u(zr) = 1. Sinon,
la fz) =0 et wufz) = 0,puisque wu estavaleursdans {0,1}.Ainsi, 14, = u,donc
u = é(}lu} : & estsurjective. Par conséquent, < est bijective et
é_l{u} = w—1({1]).

Partie B.

1. Notons P, I'ensemble des parties de E/ contenant a,et o{Ad) = A U {a}.Pour
ACFE, G(A} est une partiede g’ qui contient @ . Injectivité : comme & ¢ A ona
A = o(A)\ {a}.Donc o(A) = o(A’) entraine 4 = A’.Surectivité:si X € P,
alors X \{a} C E et o(X \ {a}) = X .Ainsi, ¢ estune bijectionde P(E) sur
Py

2. Notons ?{{ﬂ) . « tout ensemble & 7 éléments posséde 2™ parties ». Initialisation : I'ensemble
vide a une seule partie, lui-méme, et 90 — 1. Hérédité : soit F’ unensemblea n +1
éléments, o4 ¢ B et E = B \ fa} ,quia 7T éléments. Les partiesde FI/ se
répartissent en deux groupes disjoints. Celles qui ne contiennent pas @ sont les parties de # : |l
yena 9™. Celles qui contiennent @ sont en bijection avec 'PI:E] d'aprés la question 1 : il y en
aaussi 2™ .Autotal, E’ a 9ntl parties, et la propriété est démontrée par
récurrence.

Partie C.
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1. Si {x} = {zf} , alors & € {£/},donc x = x/.L'application = — {r} estinjective.

2. Supposons par I'absurde qu'il existe a £ FE tel que f{a) = I}, Raisonnons par disjonction des
cas.Si a € D, alors, par définitonde D, a ¢ f(a) = D : contradiction.Si a ¢ D, alors
a ¢ f(@), donc a € D par définition : contradiction. Ainsi, D n'a aucun antécédent par

7.

3. Lapartie DD appartienta P(F) et n'est pas atteinte par f . Ceci vaut pour toute application
f . Il n'existe donc aucune surjection de & sur P(F] : c'est le théoréme de Cantor.

4. Supposons par l'absurde qu'il existe une surjection s: N — {D, 1}["J . D'aprés la partie A, F—1
est une bijection de {0, 1}['"'J sur P{N).Lacomposée $F—1 o 5 estalorsune surjection de
M sur 'P{IN} , Ce qui contredit la question 3. Il n'existe aucune surjection de [ sur
I'ensemble des suites a valeurs dans {0, 1} .

Point de méthode : I'ensemble 1D est construit pour différer de chaque  f{z) en I'élément = Iui-
méme ; c'est I'argument diagonal, qui revient souvent aux concours.
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