Exercices de maths sup

Limites et continuité

Déterminez les limites suivantes, en justifiant chaque étape.

. . 1
1. lim = SIH(E).
=0

lim T +sinx
T = 4o *T32

3.  lim 07 |_ ;1—,; J , en étudiant séparément = >0 et = <0.
_}

I
: . In(l
o lim (1427 enutiisant  lim le.
r — 0t =0
r+1

5. Montrez, a I'aide de la définition, que  lim = 40 :pour A >>0,trouvezun 7

> 2(r—2)°
explicite.

6. Soit f définiesur I et @ adhérenta DD .Démontrezquesi f tendvers £ etvers g’
en a,avec # et g/ réels,alors g — g’.

Exercice 2 : Limites a gauche et a droite

On considere la fonction f:x — x| = | sur R, représentée ci-dessous.
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y = x|x]

o
0]

1. Pour n € Z,calculez fln), E}mn_ @) et . E}mﬂ+ flz).

2. En déduire I'ensemble des points ou  f est continue. Est-elle continue & droite partout ?

. 2 _
3. Etudiez les limites a gauche et a droiteen1de g:x — ﬁ . La fonction & admet-elle une

limteenl?

4. Etudiez les limites & gauche et a droiteen O de -~ _y o1/% .

La figure ci-dessous représente & — sin({1/x) au voisinage de 0, avec deux suites de points.



o X,=1/2nm+m/2): fix,) =1

1.51 ®m y,=1/(nn): fly,) =0
1.0
0.5 |
0.0
~0.5- '
~1.01

0.6 -04 -02 0.0 0.2 0.4 0.6

1. Montrezque x — sin{1/x) n'a pas de limite en 0.
2. Montrezque £ — C0SZ n'apasdelimiteen oo,
3. Montrezque % — & — | & | n'apasdelimiteen 400 .

4. Soit 1) la fonction quivaut 1sur @Q etOsur R\ @ . Montrez qu'elle n'a de limite en aucun
point a € [, puis qu'elle n'est continue en aucun point.

5. Lafonction & — « 1g{z) est-elle continue en 0 ? En un point & ?é 07

Exercice 4 : Prolongements par continuité

Dites si chacune des fonctions suivantes, définie sur [, est prolongeable par continuité en 0. Le cas
échéant, donnez la valeur du prolongement.

1. fl'@:‘ = ezz$_1 '
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2. fy) = zlnlz].
3. fale) =
RO

5. Déterminez lesréels @ et §{ pour lesquels la fonction % suivante est continue sur [E :
er)=eTsi <0, plry=azr+bsi O<z<l,et pr) =3+Inzsi
z>1.

Exercice 5 : Fonctions croissantes et sauts

Soit f:[0,1] — R une fonction croissante.

1. Justifiez que, pour tout = € ]0,1[, leslimites f(z™ ) et f(xzT) existent, et que
f(z7) < flz) < f(zT) . Montrezaussique f(zT) < fly™) pour O<z <y <],

2. Onpose s{r) = f(zT)— f(z7), lesautde f en x.Montrezque f estcontinueen &
si et seulementsi s(zx) = 0.

e
3. Soit ¥ < &g <...<Tp despointsde |0, 1[ . Montrez que Z s(z,) < f(1) - £(0) .
=1

4. En déduire que, pour tout entier 1 > 1, I'ensembledes x € ]0,1[ telsque s(z) > 1/n est
fini, de cardinal au plus  n{ f(1) — f(0}) .

5. On définit ¢ sur [0,1] par g{0) = 0 et glz) = Llf;ﬂ pour x > 0.Montrezque § est

croissante, continue en 0, et discontinue en chaque point l/k avec k& = 2 entier. Calculez le
sauten 1/k.

Exercice 6 : Equation fonctionnelle de Cauchy




On cherche les fonctions f:R — R continues telles que  f(z + y) = f(z) + f{y) pour tous
réels = et ¥.Onpose a = f(1).

1. Montrez que f{0) = O etque f estimpaire.
2. Montrezque f(nz) = nf(z) pourtout n € Z ettoutréel z.
3. En déduire que f{r) = ar pour tout rationnel 1.

4. Conclure, a l'aide de la densité de ) dans [ et de la caractérisation séquentielle, que
flz) = azx pourtout réel .

5. Montrez que, pour une fonction vérifiant I'équation, la continuité en 0 suffit a entrainer la continuité
sur [R.

Exercice 7 : Fonctions invariantes par dilatation

1. Soit f:R — R continueenOtelle que f(2z) = f{z) pourtout réel x.Montrezque f est
constante.

2. Donnez une fonction non constante qui vérifie f{2x) = f(z) pour tout x.OU n'est-elle pas
continue 7

3. Déterminez toutes les fonctions g :[R — R continues en 0 telles que g{2z) = g(z) + =
pour tout réel . On pourra étudier = — g{z) — .

Exercice 8 : Existence de solutions par le TVI

1. Soit P(zr) = 3 — 3z +1.Calculez P(-2), P(0), P(1) et P(2).Endéduireque P
admet exactement trois racines réelles, et localisez chacune entre deux entiers consécutifs.

2. Montrez que I'équation Cos £ = Z admet une unique solution dans [0, /2] .
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3. Montrez que tout polyndome réel de degré impair admet au moins une racine réelle.

Exercice 9 : Points fixes et intersections de courbes

1. Soit f :[a,b] —+ [@, &] continue. Montrez que f admet un point fixe, c'est-a-dire un
c € [a,b] telque flc) = c.

2. Montrez que ce résultat tombe en défaut sur [0, 1] etsur R, & l'aide de contre-exemples.

3. Soit f et ¥ continuessur [a,b] telles que fla) < g(a) et f(b) > g(&) . Montrez que les
courbesde f et @ se coupent.

4. Soit f:[0,1] — [0, 1] continue et décroissante. Montrez que le point fixe de  f est unique.

Exercice 10 : Méthode de dichotomie

Onpose flz) = 3+ —1.

1. Montrez que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution réelle ¢, etque o € ]0,1[.
2. Onpose @y =0, by =1 puis, pour my = (an +b0,)/2 :si flmy) <0,
Gpt1 = Mn et byl = by ;sinon, Fpa1 = %n et bp41 = my, . Montrez que
Gp <o < by et by, —a, = 27" pourtout 7.
3. Montrezque (ay) et (by) sontadjacentes et convergent vers .

4. Calculez @n et by pour n < 4.

5. Combien d'étapes suffisent pour que "%xn approche o a 10—2 prés?



Exercice 11 : Fonctions continues et bornes atteintes

1. Soit f continue sur [a, b] telle que f{x) >0 pourtout Z.Montrez qu'il existe m > 0 tel
que f(zr) > m pourtout = € [a,b]. Le résultat subsiste-t-il sur ]0,1] ?

2. Soit f:R — R continue telle que ,, 1m_

I

oo fle) = T —lin}l-oo flg) = 400 _ Montrez

que f admetun minimumsur R.

3. Soit f:[0, +oo] — R continue telle que T _ly'f}i_oo f(z) = 0 Montrez que [ est bornée.

Montrez ensuite que, s'il existe  %q tel que f{xg) >0, alors f admet un maximum.

4. Appliquez la question précédentea x — x e et calculez ce maximum.

Exercice 12 : Images d'intervalles

1. Déterminez Iimage de [—1,2] par + — £2 —2¢.
2. Déterminez I'imagede R par = — lf—a:g

3. Déterminez sin{ |0, 27 ) et @(]0,1]) pour @(zr) = 1/x . Quelles propriétés de I'intervalle
de départ ne sont pas conservées ?

4. Existe-t-il une fonction continue sur [0, 1] dont I'image est |0, 1] ? Et une fonction continue sur
10, 1] dont I'image est 10, 1] ?

Onpose f(r) = = +e® pour = réel,

1. Montrez que [ réalise une bijectionde R sur R.Onnote g sa réciproque.
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2. Justifiez que g est continue et strictement croissante. Calculez  g(1) et g(1 + e).
3. Déterminez les limitesde & en —o0 eten oo

4, Montrez que lim i) =1.

y—}—|—oolny

5. Montrez que _I;m (Q”:yj' - y) =0,

i — 0

Exercice 14 : Réciproque de la tangente hyperbolique

shiz Iz —
On rappelle que th(r) = chléxjj — :Zz T i

1. Montrez que th est impaire, continue, strictement croissante sur [, et calculez ses limites en

+oo.
2. En déduire que +h réalise une bijection de [ surunintervalle J a préciser.

3. Résolvez th{:ﬂ} = 1 pour U € J etdonnez une expression explicite de la réciproque

argth .

4, Vérifiez sur cette formule que argth est continue, strictement croissante, impaire, et calculez
ses limites aux bornes de 7.

Exercice 15 : Injections continues

1. Soit f continue et injective sur un intervalle F.Soit <% et z/ <1y dans I.On pose,
pour t € [0,1], z, = (1-t)x +tz/, y, = (1 -ty +ty et
p(t) = f(yt} — f{zy) . Montrez que ¥ ne s'annule pas sur [0,1] . En déduire que
fly) — flz) et f{w') — f(x’) ontle méme signe, puis que | est strictement monotone.

2. Montrez qu'il n'existe aucune fonction continue f:R — R telleque f o f = —idg.



3. Montrez qu'il n'existe pas de bijection continue de [0, 1] sur ]0,1[ ,nide ]0,1[ sur [0,1].

14 sin(2
. sin( 2o )

; est une surjection continue de [0, 1[ sur [0, 1].

4, Vérifiez que

Exercice 16 : Fonctions a valeurs complexes

1. Montrez que $ —s g1t n'apasde limiteen oo, maisque + —s eTﬂ tend vers 0 en —oo .

gtl — 1

2. Montrezque k¢ — T

est prolongeable par continuité en 0 et donnez la valeur du

prolongement.

3. Soit ¢(t) = et sur [0,1], dont I'mage est tracée ci-dessous. Calculez (0}, @(1) et
le(2)| . Que peut-on dire du théoréme des valeurs intermédiaires pour les fonctions & valeurs

complexes ?
4. Soit f:[a,b] = C continue. Montrez que f est bornée et qu'il existe ¢ € [a, ] tel que
761 = e 7]
o,
v 1.01 o(t) = e
'©
£
(@)
G 0.5
E
9
t
0.0 *
S o(1)=-1 0 0(0) =1

~15 -10 -05 00 05 1.0 15
partie réelle
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Exercice 17 : Théoreme de la corde universelle

Soit f:[0,1] — R continue telle que f{0) = f(1).

1. Soit 7 = 1 un entier. On pose g[ii;*:] — f(;p + %) _ f{;@ pour ¢ £ [011 — %] . Calculez

:z;g(%).

2. En déduire qu'il existe ¢ & [[111 — %] tel que f(c + %) — f@ . Interprétez ce résultat en
termes de corde horizontale.

3. Soit @ € ]0,1[ telque 1/a ne soit pas entier. On pose f(xz) = sing(%) — T sing(g).
Montrezque f(0) = f(1) etque flz +a)# f(z) pourtout © € [0,1 —a].

4. Conclure : pour quelles longueurs @ € |0, 1] toute fonction continue avec f(0) = f(1)
admet-elle une corde horizontale de longueur @ ?

Soit T>0 et f:R — R continueet T -périodique.

1. Montrezque f(R) = f{[0,T]).En déduire que f est bornée et atteint ses bornes.

2. On suppose de plus que f admet une limite finie # en oo . Montrezque | est constante.

3. Soit f et & continues et T -périodiques telles que T liﬂ}i_oo (f'(i?:' - 5”:1?:') = 0. Montrez
que f =g.

4. Lafonction = — x —| = | est 1-périodique. Est-elle bornée ? Atteint-elle ses bornes ?
Commentez.



Pour tout entier 7 = 1, on pose fnliﬂijl =z +z—-1lpour = >0,

1. Montrezque [, s'annule en un unique point %n de [0, +oo[ ,etque wun € 10,1 .
2. Calculez i et Ugp,

3. Calculez fn-l—l{uﬂ) en fonction de Un et en déduire que la suite {un) est strictement
croissante.

4. Montrez que (g ) converge vers une limite £ € ]0,1].
5. En raisonnant par l'absurde, montrezque # —= 1.

6. Al'aide de l'inégalité de Bernoulli (1 —¢)" > 1 — ne pour & € [0, 1], montrez que
Up < nL—H . Vérifiez cette inégalité pour n =1 et n = 2.

Exercice 20 : Monotonie et image d'un intervalle

Soit I unintervalleet f:I — R croissante telle que f{I) soit un intervalle.

1. Soit @ un pointintérieura I.Onsuppose f(a~ ) < f{aT) . Montrez qu'il existe un réel ¥
de f(a™), f(a™)[, distinctde f{a), quin'appartient pasa (). En déduire une
contradiction, puis que f est continueen .

2. Adaptez I'argument lorsque @ est une extrémité de I appartenanta I .Conclure que [ est
continue sur 1.

3. En déduire une nouvelle preuve de la continuité de la réciproque d'une bijection continue
strictement croissante d'un intervalle I surunintervalle J.

4. Soit f définiesur [0,2] par flz) =z si <1l et flz)=x+1si z>1.Vérifiez
que f est strictement croissante et discontinue, et déterminez  f([0, 2]).

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

5. Onpose A{0) = 0 et A{r) = sin(l/z) pour = € ]0,1].Montrezque h transforme tout
intervalle en intervalle, mais n'est pas continue. Quelle hypothese manque ?

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en maths sup

e Le cours : limites et continuité, cours de maths sup
A maitriser avant : Nombres réels et suites numériques

e Chapitre précédent : Suites particulieres et suites récurrentes

¢ Chapitre suivant : Dérivabilité et convexité

e Le méme théme en L1 : limites et continuité, exercices de maths en L1

e Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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