Exercices de maths en L1

Limites et continuité

Exercice 1 : Limites par epsilon-delta

Démontrer chacune des limites suivantes en revenant a la définition epsilon-delta, c'est-a-dire en donnant
explicitement un & enfonctionde €.

1. limE{B:r:—l}:S.

I —*

5> lim_z2=9
o — 3

3. lim_ % =1, afonction étant définie sur 10, +oo[ .
r—1

Exercice 2 : Limites en l'infini et limites infinies

Revenir aux définitions avec des quantificateurs pour établir les résultats suivants.

} 2x+1 , .
= £ .
. _lin}i_m 13 2, en donnant un seuil A en fonction de

1. Montrer que

I 2 —
2. Montrerque , lIm T +oo

+oo
. 1 . 1
3. Montrer que lim 7 = +co et que lim _ 3 = —co
=0t =0

4. Lafonction = — 1/, définiesur R*, admet-elle une limite en 0 ?
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Onnote F lafonction partie entiere, dont la courbe est représentée ci-dessous.

31 o point atteint (n, n)
O point exclu (n+1,n)
2 1 @)
o 1- o—o0
o
T
~|,~|.\ 0 s O
—1 - r—{
-2 O—)

|‘T_1| , définie sur R\ {1} . La fonction

. Etudier les limites & gauche et & droite en 1 de f{a:} —

f a-t-elle une limiteen 1 ?

. Soit n € & . Déterminer les limites a gauche et a droite de & en 7. En quels points F est-
elle continue ?

. Pour £ £ 0, onpose g(z) = = E(1/x). Montrerque 1 —z < g(z) < 1pour z >0 et
que 1 < g{z)<1l— 2 pour = <0,

. En déduire les limites a gauche et a droite de & en 0. La fonction & est-elle prolongeable par
continuité en 0 ?



Exercice 4 : Fonctions monotones et limites latérales

Soit b < ¢ deuxréels, f une fonction croissante sur b, c[ et xg € ], c[. On se propose de
démontrer le théoreme de la limite monotone a partir de la borne supérieure.

1. justifierque £ = sup [f{:t:} o<z < :ED} existeet que £ < flzg) .

i lim _ flz) = &
2. Montrer, avec des quantificateurs, que o ay f'{ :' .

3. Enoncer sans démonstration le résultat analogue a droite, avec
£t = inf{f{:ﬂﬂaﬁﬂ <z {r:},eten déduire £ < flzp) < I

4. Montrer que | estcontinueen ¥y sietseulementsi ¢ — gt.

5. Application : on pose A(x) = = + E(z) sur R.)ustifier que h est croissante, puis calculer
h(n™), h(n) et A{nt) pour n € Z.0uU h estelle continue ?

Exercice 5 : Absence de limite par les suites

On utilise la caractérisation séquentielle de la limite.

1. Montrerque x — sin{1/x) n'a pas de limite en 0.
2. Montrer que C©3 n'apasdelimiteen —oo.
3. Montrer que x — x sin x n'a de limite ni finie ni infinie en 4o .

4. Montrer que = — cos(z)e® n'apas de limiteen oo .

Exercice 6 : Fonction indicatrice des rationnels
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On note jth la fonction qui vaut 1 en tout rationnel et 0 en tout irrationnel. On admet que 2 est
irrationnel.

1. Soit a £ [ . Construire une suite de rationnels et une suite d'irrationnels qui convergent vers .
2. En déduire que le n'est continue en aucun point.
3. Montrerque g:& — T ]lQ{I»‘} est continue en 0 et en aucun autre point.

4. Proposer une fonction définie sur [E qui est continue en 1 et en 2, et en aucun autre point.

Calculer les limites suivantes en justifiant chaque étape par les théoremes d'opérations, de composition ou
1N u
=1.

d'encadrement. On admet que  lim =5
u—0

=
J—
—

Exercice 8 : Prolongements par continuité

Dire si chacune des fonctions suivantes est prolongeable par continuité au point indiqué et, si oui, donner
la valeur du prolongement.



2 -
1. ;g{$} = % en 2.

2. f@;} = r gin(}—r) en 0. Le prolongement obtenu est-il continu sur [ ?
3. glx) = 1_3:% en 0 (on pourra utiliser 1 — cos £ = 2sin(x /2)).

4. hiz) = % en 0.

Soit [ une fonction définie sur R.

1. Onsuppose | continueen @ et f{a} > (1. Montrer, en choisissant bien €, qu'il existe

5~ 0 tel que fl@) > % pourtout = € [a —é,a +48].

2. Soit f et § continuessur R tellesque f(r) = g(r) pourtout r € Q .Enappliquantla
question1a |f — g|, montrerque f = g.

3. Retrouver le résultat de la question 2 a I'aide de la caractérisation séquentielle.

Exercice 10 : Equation fonctionnelle de Cauchy

On cherche les fonctions f :R — R continues telles que f{z+v) = f(z) + f(x) pour tous réels
ZyY .Onpose a = f(1}.

1. Montrerque f(0) = 0,que f{—z) = —f(z) etque f{nz) = n f(z) pourtout n € N
et tout réel .

2. Endéduire que f(r) = a r pour tout rationnel 7.
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3. Conclure, a I'aide de la continuité, que  f{r) = a = pour tout réel . Vérifier la réciproque.

Exercice 11 : Existence de racines par le TVI

1. Onpose P(r) = z° — 3z +1.Calculer P(-2), P(-1), P{0), P(1) et P(2).En
déduire que P a au moins trois racines réelles, en précisant un intervalle pour chacune.

2. Soit €} un polyndme réel de degré impair. Montrer que & posséde au moins une racine réelle.

3

3. Montrer que I'équation x3 + x —1 = ( posséde une unique solution réelle, et qu'elle
appartienta ]0,1] .

Exercice 12 : Théoreme du point fixe sur un segment

1. Soit f:[0,1] — [0, 1] continue. Montrer que f admet un point fixe, c'est-a-dire un
c € [0,1] telque flc) = c.

2. Montrer que cos envoie [0, 1] dans [0, 1]. En déduire que I'équation cos £ = £ aune
solution dans [0, 1], puis qu'elle y est unique.

3. Montrer que le résultat de la question 1 devient faux pour une fonction continue de ]D, 1[ dans
]D, 1[ .

Exercice 13 : Théoreme des cordes horizontales

Soit f continuesur [0,1] telleque f{U) = f(1}. La figure ci-dessous montre une telle courbe et
une corde horizontale de longueur 1/2.



- courbe de f, avec f(0) = f(1)
2.0 1 == corde horizontale de longueur 1/2
1.5 -
1.0 A
C cx 1/2
> 0.5- /
0.0 1 \—/—
—0.5 1
—1.0 1
0 1/2 1
X

1. Onpose g(r) = flzr +1/2) — f(z) pour = € [0,1/2]. Calculer g{0) + g{1/2).
2. Endéduire quiilexiste ¢ € [0,1/2] telque flc +1/2) = flc).

3. Soit 71 > 2 un entier. En considérant gﬂ{iﬂ:‘ = flzr +1/n) — f(z) sur [0,1=1/n],
montrer qu'il existe ¢ € [0,1 —1/n]telque fle +1/n) = flo).

4. Application : un cycliste parcourt 30 km en exactement 1 heure. Montrer qu'il existe un intervalle de
10 minutes pendant lequel il a parcouru exactement 5 km. On admet que la distance parcourue
dépend continlment du temps.

Exercice 14 : Méthode de dichotomie

Soit flz) = z3 + 2 —1 sur [0,1].0npose ag =10, by =1 et pourtout 7,

My = M;rb” .Si flan) f(mp) < 0,0npose %ptl = @n et bpyl = my, ;sinon, on

pose %pi1 = Mn et bpyl = by.
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1. Montrer par récurrence que  f{ay) f(by) < 0 etque b, —a, = 2~ pourtout 7.
2. Montrer que les suites (@, ) et (b, ) sont adjacentes. On note ¢ leur limite commune.
3. Montrer que f{c) = 0.

4. Calculer @qn et by, pour n < 3. Combien d'étapes suffisent pour obtenir ¢ a 10—3 prés?

1. Soit f continue sur [a,b] telle que f(x) >0 pourtout x.Montrer qu'il existe m >0 tel
que f{x) = m pourtout x € [a,b].

2. Montrer que ce résultat est faux sur 0, 1] etsur [0, +oof .

3. Soit f et § continuessur [a,b] tellesque f(x) < g{x) pourtout x.Montrer qu'il existe
a>0telque f+a < gsur [ab].

1. Montrer qu'il existe A >0 telque f{z)> F(U) pourtout z vérifiant |z|> A .

2. En déduire que [ admet un minimumsur R.
3. Montrer que £ — z2 + 5in(3x) admet un minimum sur R.

4. Lafonction [ admet-elle nécessairement un maximum sur R ?



Ondéfinit f sur R par f(&) =

>,

0.5 1

I

1+ |$| . Sa courbe est tracée ci-dessous.

0.0

—0.5 -

1. Justifier que [ est continue sur R et impaire.

2. Montrer que | est strictement croissante sur F.

O e e ekttt
X
— flx)=
1.0 —_— 1+ |x| i
---- droitesy=1lety=-1
-10.0 =75 =50 -2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
X

3. Calculer les limitesde f en —oo et oo . En déduire, par le théoréme de la bijection
continue, que f réalise une bijectionde R sur ]-1,1[.

4. Déterminer explicitement f_l et vérifier directement qu'elle est continue.

Exercice 18 : Injectivité et stricte monotonie

Soit I unintervalleet f:I — R continue et injective. On veut montrer que { est strictement

monotone.
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1. On suppose le contraire. Justifier I'existence de £1 < ¥ et L9 < ¥y dans I tels que

flz) < flyp) et flzg)> flyy).

2. Pour t € [0,1],onpose z(t) = (1-t)zy +txy et y(t) = {l—t}yl + £ % . Montrer
que =(t) et y(t) appartiennenta I etque z(t) < y(t).

3. Etudier @(t) = f(y(t)) — f(z(t)) et conclure.
4. Montrer par un contre-exemple que I'hypothese de continuité est indispensable.

5. Montrer par un contre-exemple que I'hypothese « I est un intervalle » est indispensable.

Exercice 19 : Continuité uniforme du carré et de la racine

1. Montrer que £ —s 12 n'est pas uniformément continue sur [.

2. Montrer qu'elle est uniformément continue sur [—H, R] pourtout R >0, sans utiliser le
théoréme de Heine.

3. Montrerque vT < ¥ + T — % pour U0 < v < x.En déduire que
vz — gl < |z — y| pourtous x,y = 0.

4. En déduire que la fonction racine carrée est uniformément continue sur [EJ, —I—u:f:u[ .

Exercice 20 : Fonctions lipschitziennes

1. Montrer qu'une fonction k -lipschitzienne sur I3} est uniformément continue sur I} .

2. Montrer que |sin u| < |u| pourtout réel  (on pourra traiter d'abord u € [0, 7 /2]), puis que
gin est 1-lipschitzienne sur [ .

3. Montrer que & — 1/x n'est pas uniformément continue sur |0, 1], puis qu'elle I'est sur

[1, +oof .

4. Montrer que la racine carrée est uniformément continue sur [D, ] mais n'y est pas lipschitzienne.



Exercice 21 : Limite en l'infini et continuité uniforme

Soit f continuesur [0, +oo[ admettant une limite finie ¢ en +oo.

1. Soit &> 0.Montrer quiil existe A > 0 telque |f{z) — flv)| < € pourtous =,y = 4.

2. En appliquant le théoreme de Heine sur [D, A—I—l] , montrer que f est uniformément continue
sur [0, oo .

Eln T

1+ Sont uniformément continues sur [0, +oo[

3. Endéduireque £ — arctanxr et  —

4. La réciproque est-elle vraie ?

Soit T'>0 et f:R — R continueet T -périodique, c'est-a-dire telle que flz +T) = f(z)
pour tout réel .

1. Soit © € R et k= E(z/T) . Montrerque = —kT € [0, T[ etque

flz) = flz —kT).
2. En déduire que f est bornée sur [ et qu'elle y atteint ses bornes.

3. Montrer que f est uniformément continue sur [ . On pourra appliquer le théoreme de Heine sur
[0, 2T'] et choisir § < T .

4. On suppose que [ admet une limite £ en oo . En utilisant les suites (:1: —+ nT} , montrer
que f est constante.

5. Soit g continue sur R telle que . —lin}koo 9(=) = 0. onsuppose f(&) + g(z) > 0 pour
tout réel x.Montrerque f = 0.
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6. Application : la fonction = — sin x + ﬁ est-elle positive sur [ ? Répondre de deux

facons, avec la question 5 puis par un calcul direct.

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loinen L1

Le cours : limites et continuité, cours de maths en L1

A maitriser avant : Suites numériques

Chapitre précédent : Suites numériques

Chapitre suivant : Dérivation et accroissements finis

Tester vos connaissances : QCM de maths en L1 par chapitre
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