Cours de maths sup

Limites et continuité

l. Limite d'une fonction en un point

Dans tout le chapitre, f est une fonction définie sur une partie I de [, en général un intervalle ou

une réunion d'intervalles. Le point @ ou I'on étudie la limite est soit un point de I}, soit une extrémité

de I, éventuellement oo .Onditalors que @ estadhérenta 1. Autrement dit, des points de
I s'approchent de @ aussi prés que I'on veut.

Définition :

Soit a € R adhérentd D et # £ R.Onditque f tendvers # en a si:

Ve>0,
,d >0,
NrzeD |lr—al<n=|flz)-f e

On écritalors  lim flr) =2 ou flr) = £ quand = — a.

Cette définition se lit sur un dessin. On se donne d'abord une bande horizontale de demi-largeur &
autour de £ . Ensuite, on cherche une bande verticale de demi-largeur 71 autour de @ . Dans cette
bande verticale, la courbe doit rester dans la bande horizontale, comme le montre la figure ci-dessous.
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Les limites infinies et les limites en I'infini suivent le méme schéma. Il suffit de remplacer la bande autour
de # oude & parune demi-droite.

Définition :

¥ A eR,
: 13 :}D:
. Ellﬂlafl@:l = 400 signifie : }?’i e D,

1|£_a|{_:n:>f{£}:_}A

¥ e>0,

. dB cR

. | = 7 ieal ! i
. m-ll— f=) signifie : VzeD,

o2 B> |f@)-f<e

VA ER,
. dB eR
. $_1§H}me($} = G0 signifie : ’;?,:E c D?,

o >B= flr)> A




Lescas —oo0 s'écrivent de la méme fagcon, en renversant les inégalités.

Proposition :

Si f admet une limite en @, cette limite est unique. De plus, si a € I etsi f admetune
limite en @, cette limite vaut  f{a) .

Démonstration :

Supposons que | tendevers £ etvers g/ en a,avec E?é ¢’ réels. Posons

e=|€ - €f|/3 . On obtient deux réels 7| et " associésa £.Pour 7 = min{nl, ?}2} il
existe © € D avec |r —a| <75, car o estadhérentd D .Alors

1€ — &' < |€ - f(@)| + |f(z) — £'| < 2, ce qui est absurde. Les cas infinis se traitent de
méme. Enfin, si @ € IJ, on peut prendre & = @ dans la définition: |f{@) — £| < & pour tout

e>0,donc £ = fla).

Montrons que Lim, 2 =4 pour |z —2| < 1,0na |z +2| <5, donc
T — 2

|z2 — 4| < 5]z — 2|. Ainsi, pour €30, le choix # = min(l,&/5) convient.

1. Limites a gauche et a droite

[l est souvent utile de n'approcher @ que d'un seul coté. Par exemple, la partie entiere saute en chaque
entier. On restreintalors f & DN ]-oo,a] oud DN Ja, +oof .

Définition :
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Onditque f admet # pour limite & gauche en a silarestricionde f a DM ]—oo,af

tendvers £ en a.Onnote E}ma_ fle) = £ o fla™) = £ . Lalimite a droite, notée

fla™T), sedéfinitavec D N Ja, foof .

Soit @ un pointintérieurd I .Alors f admet une limite en @ sietseulementsi f{a™ ) et
f{a"‘) existent et sont égales a f{a} .Si @ n'appartient pasa {1} mais que I} contient des
points des deux ctés de @, il faut et il suffit que f(a™ ) et fF{aT) existent et soient égales.

La figure ci-dessous montre une fonction qui admet une limite a gauche et une limite a droite en @,
distinctes de  f(a) . Par conséquent, elle n'a pas de limite en @

® f(a)

fla™)= lim f(x)

x—=a




r—mn T = n
effet, |z |=mn—-1sur [n—1Ln[ et | ]| =mnsur [n,n41].Ansi lapartie entiere
n'a de limite en aucun entier.

Pour # € &, la partie entiére vérifie lim _ |_5FJ =n -1 et lim +|_3?J = T En
]

Il. Caractérisation séquentielle, opérations et limite monotone

1. Le lien avec les suites

Le chapitre sur les suites fournit un outil trés efficace. En effet, la limite d'une fonction se lit sur les suites
qui tendent vers le point étudié.

Théoreme :

(Caractérisation séquentielle de la limite.) Soit @ adhérenta I et £ € R U {—co, 40} .
ANors lim  f(z) = £ si et seulement si, pour toute suite () d'élémentsde D quitend
vers a,lasuite (f(xy,)) tendvers £.

Démonstration :

Traitons le cas @ et £ réels. Supposons d'abord que [ tendevers £ en a. Soit {:J:ﬂ:l une
suite de I3 delimite @ etsoit £ >0 .O0nprend 7 donné par la définition. Ensuite, il existe un
rang IN telque |z, —a| <% pour n > N .Donc |f(zn)—£|<epour n>NN.

Réciprogquement, raisonnons par contraposée. Si f ne tend pas vers £, il existe g >0 tel que,
pourtout 7 >>0,unpoint x= € D vérifie |z —a| < n et |flz)— £|>¢e . Pour

n = 1/(n 4 1), on obtient ainsi un point Tn . Lasuite (zy,) tendvers a,mais (f{zy,))
ne tend pas vers £ .
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Méthode :

Pour montrer que f n'a pas de limite en @, on exhibe deux suites {z,) et {yﬂ} de D qui
tendent vers @, telles que (f(zy)) et (f(w,)) aient des limites différentes. Par unicité de la
limite, f ne peut pas avoir de limite. On peut aussi exhiber une seule suite {a:n:l pour lagquelle

(f(xy)) diverge.

La fonction cosinus n'a pas de limite en oo . En effet, T, = 2nm et Yo = {En + l}ﬂ
tendent vers +co , alors que cos(zy,) = 1 et cos(y, ) = —1 pourtout 7.

2. Opérations et inégalités

Grace a la caractérisation séquentielle, les regles de calcul démontrées pour les suites passent aux
fonctions sans effort.

Propriété :

* Somme, produit et quotient:si f — £ et g — £’ en a,alors f4g — £ 4 £,
fg — 28 etsi 2 ?é 0, f/g — £/£" . Lesformes indéterminées restent celles
connues pour les suites.

« Composition: si , lim _ flz) =10 et yllﬂl B 9(¥) = ¢ alors Lm g(flz) = c.

Théoreme :




(Théoréme d'encadrement.) Si g < f < A auvoisinagede @ etsi § et j tendent versle
mémeréel £ en a,alors f tendvers £ en a.Deplus,si f < g auvoisinagede a etsi
les deux limites existent, alors 1im f < lim g

Pour x# 0,ona |z sin(l/z)| < |2]. Donc —|#| < z sin(l/x) < |z et, par encadrement,
lim[:J zsin(l/z) =0
_}

3. Le théoreme de la limite monotone

Pour une fonction monotone, I'existence des limites latérales est automatique. Ce résultat repose sur la
propriété de la borne supérieure, exactement comme pour les suites monotones.

Théoreme :

(Théoréme de la limite monotone.) Soit [ croissante sur Ja, b[ ,avec —co < a <b < +co.

e Si f estmajorée, f admeten p la limite finie ]sau};u[ f ;sinon, f tendvers —oo en

b

e Si f estminorée, f admeten a la limite finie ]hnfb[ ;sinon, f tendvers —oo en

Démonstration :

)
St

Supposons f majorée et b réel. L'ensemble f( ]a, b[ ) est non vide et majoré, donc il admet
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une borne supérieure M . Soit £ == 0 . Par définition de la borne supérieure, il existe

Ty € Ja, b telque f(zy)> M —€ . Posons 7 =b—xg.Pour = € [T4,8] ,1a
croissance donne M —e < f(zg) < flz) £ M .ponc |f(x) — M| < & dés que

b —n < x <b. Les autres cas se traitent de la méme maniére.

Corollaire :

Si f estcroissante surunintervalle I etsi T estintérieura I, alors f{z™ ) et f{:t:"‘:l
existent, et f(x ™) < f(r) < f(xT). Ainsi, une fonction monotone n'a que des discontinuités
de saut.

l1l. Continuité en un point et prolongement

Définition :

Soit @ € I7.lafonction f estcontinueen a si a:liﬂl o fl:ﬂ?} = f@. Elle est continue a
. : — . R o i — :
gaucheen asi 1_1}ma_ flz) = fla) , et continue  droite si £ _1}ma+ flo) = fla) Enfin,

f estcontinue sur I sielle est continue en tout point de I .

D'aprés la partie précédente, f est continue en un point intérieur @ si et seulement si elle est continue
a gauche et a droite en @ . De plus, les sommes, produits, quotients et composées de fonctions continues
sont continus. Par conséquent, les polyndmes, les fonctions rationnelles, £XP, |n, sin et cos
sont continus sur leur ensemble de définition.

Propriété :

Si f estcontinueen £ etsi (up) estunesuitede I quitendvers #,alors (f{un)
tend vers  f(£) . En particulier, si une suite définie par  t, 1 = flupn) converge vers



I £ € Detsi f estcontinueen #,alors f(£) = £.

1. Prolongement par continuité

Une fonction peut ne pas étre définie en un point, tout en y admettant une limite finie. On la complete
alors naturellement.

Définition :

Soit afﬂ ,adhérenta D.Si f admet une limite finie # en @, la fonction ? définie sur
DU {a} par ?{g;} = fl(z) pour = € D et ?{a} — # est continueen a.On l'appelle le
prolongement par continuité de f en a.

Méthode :

Pour prolonger f par continuité en @, on calcule la limite de f en , sibesoin a gauche et a
droite séparément. Si cette limite existe et est finie, on pose f(a) = £. En revanche, si les limites
latérales different, ou si I'une est infinie, aucun prolongement continu n'existe.

La fonction 5 —y SILZ définie sur R*, tend vers 1 en 0, car c'est le taux d'accroissement de

||

gin en 0. On la prolonge donc en posant sa valeur égale a 1 en 0. En revanche, £ — = vaut

—1 agauchede Oet 1 adroite: elle n'est pas prolongeable par continuité.
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IV. Le théoreme des valeurs intermédiaires

Ce théoreme, admis en début d'année, se démontre maintenant grace aux suites adjacentes. Son énoncé
traduit une idée intuitive : une courbe continue qui passe d'un cété d'une droite horizontale a I'autre la
traverse forcément.

Théoreme :

(Théoréme des valeurs intermédiaires.) Soit f continue sur un segment [a, b]. Pour tout réel ¥
comprisentre  f(a) et f(b), ilexiste ¢ € [a,b] telque flc) = v.

La figure ci-dessous illustre ce théoreme. Le réel ¢ n'est pas forcément unique : ici, trois points
conviennent.

Démonstration :



Posons g = f — wy, quitte a remplacer f par —jf :on peutsupposer g{a) < 0 < g(b).0n
construit deux suites par dichotomie. D'abord, %y = & et by = &. Ensuite, on note

m = (any +0b,)/2.5i gim) < 0,onpose Zpy1 = ™ et bpy1 = by ;sinon, on pose
Cpt1 = %n et bpyl = m.

Par récurrence, g{an) < 0 < g(by) et b, —a, = (b—a)/2" .Deplus, (ay) croitet

(b,,) décroit. Les deux suites sont donc adjacentes et convergent vers un méme réel ¢ € [a, b].
Enfin, la continuité de g en ¢ donne g{c) = lim g(a,) < 0 et g{c) = lim g(b,) > 0.
Donc glc) = 0, c'est-a-dire flc) = v .

Corollaire :

L'image d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Démonstration :

Une partie .J de [ estun intervalle si et seulement si, pour tous % < Yo de J,toutréel
compris entre eux appartienta J.Soitdonc ¥ = f(Z{) et ¥y = f(xg) dans f(I), et ¥
entre les deux. Le segment d'extrémités <1 et <95 estinclus dans I .Le théoréme des valeurs
intermédiaires, appliqué sur ce segment, donne ¢ telque f{c) = %.Donc y € f(I).

Méthode :

Pour montrer qu'une équation  f(z) = v admet une solution, on écrit I'équation sous la forme
g{x) = 0. Ensuite, on vérifie que g est continue sur un intervalle, puis on trouve deux points ou
¢ prend des valeurs de signes opposés. Pour l'unicité, on ajoute un argument de stricte monotonie.
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1. La méthode de dichotomie

La preuve précédente est constructive. Autrement dit, elle fournit un algorithme d'approximation. Apres
7. étapes, la solution ¢ est dans [am bﬂ] , de longueur {b — a};’ﬁﬂ . Par conséquent, le milieu de
cet intervalle approche ¢ & (b — a)/27 11 pres,

Méthode :

Pour approcher un zéro de ¢ continue sur [a, b] avec g{a) < 0 < g(b) & € pres:

e on calcule 9 au milieu ™ de l'intervalle courant;
e on garde la moitié dont les extrémités vérifient encore la condition de signe ;

e on s'arréte des que la longueur de I'intervalle est inférieure a 2& , puis on renvoie son milieu.

Le nombre d'étapes est le plus petit entier 7 tel que I:b — a}/2”+1 < E.

Montrons que % 4+ £ = 1 admet une solution dans [0, 1]. La fonction g:xz — x5+ —1
est continue, g{0) = —1< 0 et g{1) = 1> 0. Le théoréme des valeurs intermédiaires fournit
donc ¢ € ]0,1[ telque glc) = O.Comme g est strictement croissante, cette solution est
unique. Pour 'approchera 10—2 prés par dichotomie, il faut gn+l > 1000, soit n = 9
étapes.




V. Continuité : los | teint

Sur un intervalle quelconque, une fonction continue peut étre non bornée. Par exemple, = — l/$ est
continue sur |0, 1] mais pas bornée. Sur un segment, en revanche, la situation est bien meilleure.

Théoreme :

(Théoréme des bornes atteintes.) Toute fonction continue sur un segment [a, b] est bornée et
atteint ses bornes : il existe Twm et L4 dans [a, 8] tels que fzm) = ﬂllﬁ f et
¥

flz ) = max f

Démonstration :

D'abord, j est majorée. Sinon, pour tout 7, il existe £, € [r:r,, b] tel que f{ﬂ:‘n:l > n.la
suite (@) est bornée. D'aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, elle admet une sous-suite
':ffw(ﬂ:,:' qui converge vers un réel ¢ . Par passage a la limite dans les inégalités, ¢ & [a, b].

Alors, par continuité, f($90':ﬂ:':l — fl0), ce qui contredit f{ﬁw(ﬂj) > @) 2 n,

M = sup f
[, B]
M —1/n < f(x,) < M . De nouveau, une sous-suite converge vers T ys € [a, b]. Par
continuité, f{ﬂ-?M:' = lim f{ﬁw(ﬂ)} = M e cas du minimum s'obtient en appliquant ce

résultata —f .

Ensuite, notons Pourtout 7 > 1,ilexiste z, € [a,b] tel que

En combinant ce théoréme avec le corollaire du théoréeme des valeurs intermédiaires, on obtient I'image
exacte d'un segment. La figure ci-dessous représente ce résultat.
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f([a, b])

Corollaire :

L'image d'un segment par une fonction continue est un segment :  f{[a, B]) = [m, M ], avec
m =mn f o M =max]f
. .

[a, ] [a, ]

Les deux hypotheses sont indispensables. Par exemple, & — & est continue sur [D, 1[ mais n'y
atteint pas sa borne supérieure 1. De méme, la fonction définie par  f(z) = = sur [0,1] et

f{l} = [ n'est pas continue et n'atteint pas non plus son sup. Enfin, I'image d'un intervalle ouvert
n'est pas toujours ouverte : sin{ |0, 27 ) = [-1,1].

Soit f continue sur [a, ] et strictement positive. Alors son minimum m = f{z,,) est atteint,



donc m > 0.Ainsi, f(r) > m >0 pourtout  :lafonction f estminorée par une
constante strictement positive. Sur |0, 1], la fonction & — = montre que ce résultat tombe en
défaut sans segment.

VI. Continuité, stricte monotonie et bijections

Une fonction strictement monotone est injective. Pour les fonctions continues sur un intervalle, la
réciproque est vraie aussi.

Une fonction continue et injective sur un intervalle I est strictement monotone sur I .

La preuve repose sur le théoreme des valeurs intermédiaires, appliqué a une fonction auxiliaire. Elle fait
I'objet de I'exercice « Injections continues » de la fiche associée. Le résultat principal de cette partie est le
théoreme suivant.

Théoréme :

(Théoréme de la bijection.) Soit f continue et strictement monotone sur un intervalle I . Alors :

o J = f(I) estunintervalle, dont les bornes sont les limites de f aux bornesde I ;
o | réalise une bijectionde I sur J ;

e la réciproque f_l - J — I estcontinue et strictement monotone, de méme sens que f
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Supposons f strictement croissante. D'abord, J est un intervalle d'aprés le corollaire du théoréme
des valeurs intermédiaires. Ensuite, { est injective car strictement monotone, et surjective sur .J
par définition. Donc  f : I — J est bijective. La réciproque g = f_l est strictement
croissante :si ¥ <y et g(y) > g{y'), lacroissance de f donnerait y > y’.

Montrons enfin que § est continue en un point ¥g intérieur a J. D'apreés le théoréme de la limite
monotone, g{yﬂ_} et §(ya':' existent et §(ya:' < g{yg} < g(ya_:‘ . Supposons par
exemple g(y,j_} < g(y,j} Pour ¥ <¥y,ona g(y) < g{ym_) et,pour ¥ > ¥g,0ona

g{y} = g(y,j) . Donc l'intervalle ]g(y,j_}, g(y,j}[ ne contient aucune valeurde & .O0r

g(J) = I estunintervalle qui contient g(y,j} et des valeurs inférieures a g(y,j_} : C'est
absurde. L'autre inégalité se traite de méme. Donc 7 est continue en ¥(y. Aux bornes de .7,
I'argument est le méme avec une seule limite latérale.

Dans un repéere orthonormé, la courbe de f_l est la symétrique de celle de f par rapport a la droite
Y = I Lafigure ci-dessous le montre pour le sinus hyperbolique et sa réciproque.



~15 -1.0 -05 0.0 05 1.0 1.5

Méthode :

Pour établir que f réalise une bijection et étudier sa réciproque :

« on montre que | est continue et strictement monotone sur l'intervalle I, souvent grace au
signe de la dérivée ;

« on calcule les limites de  f aux bornes de I pour obtenir J = f{I);

e on en déduit que f_l est continue, de méme monotonie, et que ses limites aux bornes de
J sontles bornesde I ;
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« quand c'est possible, on résout  f() = y pour obtenir une formule explicite de L.

La fonction sh est continue et strictement croissante sur [, avec des limites —o0 et oo .

C'est donc une bijection de R sur [R.Résolvons sh(z) = v :enposant X = e¥ >0, on

obtient X2 — 2yX —1 = 0 .Llaseuleracine positiveest X = 1y + n*y? —+ 1 . Ainsi,
argsh{y} = ln(y + m,.":t,.r2 + 1) , et cette réciproque est bien continue.

VIl. Fonctions a valeurs complexes

Les notions de limite et de continuité s'étendent sans peine aux fonctions f : I — C . Il suffit de
remplacer la valeur absolue par le module.

Soit f:D — C et £¢c C.Onditque f tendvers £ en asi |f(z)— £| tendvers0
quand x tend vers a.Lafonction f estcontinueen a € D sielletendvers f(a) en a.

La fonction f tendvers £ en a sietseulementsi Re{f) tendvers Re(£) et Im(f) tend
vers Im(£). Eneffet, ona |Re(z)| < |z|, [Im(z)| < |2| et |2| € [Re(z)| + [Im(z)|. De
méme, [ est continue si et seulement si ses parties réelle et imaginaire le sont.




La caractérisation séquentielle, les opérations et le prolongement par continuité restent valables. De plus,
une fonction continue sur un segment a valeurs complexes est bornée : il suffit d'appliquer le théoreme
des bornes atteintes & ||, qui est continue et réelle.

Le théoreme des valeurs intermédiaires n'a plus de sens dans ([, car « étre compris entre » n'y est
pas défini. Par exemple, () = e®T t est continue sur [0,1],avec (0) =1 et

@(l) = —1.Pourtant, |@(t)| = 1,donc % ne s'annule jamais. De méme, la notion de fonction
monotone n'existe pas pour des valeurs complexes.

cogt —1
i

tend vers 1. Donc A tend vers 3z en 0, et on la prolonge par continuité en

Etudions A () = E'ﬁt—_l en 0. Sa partie réelle tend vers cos/{0) = 0, et sa partie

imaginaire %‘5

posant A(0) = .

Ce qu'il faut retenir

e La limite en un point se définit avec des £ etdes 7. Elle estuniqueet,si a & I, elle vaut

fla) .

e En un point intérieur, { a une limite si et seulement si ses limites & gauche et & droite existent et

valent f{a) .

e La caractérisation séquentielle ramene les limites de fonctions aux limites de suites. Deux suites de
limites différentes prouvent I'absence de limite.

¢ Une fonction monotone admet des limites latérales en tout point : c'est le théoréme de la limite
monotone.

e Pour prolonger par continuité en @, il faut une limite finieen @ .
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e Le théoreme des valeurs intermédiaires donne I'existence d'une solution. Sa preuve par dichotomie
fournit aussi un algorithme d'approximation.

¢ Une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes ; I'image d'un segment est
un segment.

¢ Une fonction continue strictement monotone sur un intervalle est une bijection sur son image, et sa
réciproque est continue.

¢ Pour une fonction a valeurs complexes, on travaille avec le module ou avec les parties réelle et
imaginaire ; en revanche, le TVI ne s'applique plus.

Questions fréquentes sur limites et continuité

Comment prouver qu'une fonction n'a pas de limite en un point ?

On utilise la caractérisation séquentielle. On construit deux suites {;t:ﬂ:l et {yn} qui tendent vers le
point, telles que { f{xy )} et {f{yﬂ}} aient des limites différentes. Par exemple, pour sin{1/z) en
0,onprend x, = 1/2nr +w/d et y = 1/(nr).

Quelle différence entre continuité et prolongement par continuité ?

La continuité concerne un point ou la fonction est définie : il faut Eliﬂ}l a f{ﬂ?:' = f@' . Le prolongement
concerne un point @ ou f n'est pas définie mais admet une limite finie £ . On pose alors f{a} = £,

et la nouvelle fonction est continue en .

Le théoréme des valeurs intermédiaires donne-t-il I'unicité de la solution ?

Non, il donne seulement I'existence. Pour l'unicité, il faut un argument de plus, en général la stricte
monotonie de la fonction. Le théoréme de la bijection combine alors les deux : existence et unicité de
I'antécédent.

Pourquoi le théoreme des bornes atteintes exige-t-il un segment ?

Sur un intervalle non fermé ou non borné, le résultat tombe en défaut. Par exemple, * — 1/:1:‘ n'est
pas bornée sur ]0,1], et & — x n'atteint pas sa borne supérieure sur [0, 1] . La preuve utilise le
théoreme de Bolzano-Weierstrass, qui a besoin d'un segment.



Pour aller plus loin en maths sup

e Les énoncés : exercices de maths sup sur limites et continuité
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