Cours de maths en L1

Limites et continuité

l. Limite d'une fonction en un point

Dans tout le chapitre, I désigne une partiede R et jf unefonctionde I dans [R.On étudiele
comportement de fl:a::l quand x s'approche d'un réel . Pour que cela ait un sens, il faut que I
contienne des points arbitrairement proches de .

Unréel a estadhérenta DD si,pourtout § >0, l'intervalle [a—&, a+6] rencontre DD . Par
exemple, 0 estadhérenta |0, 1] sans lui appartenir.

1. Définition epsilon-delta

L'idée est simple : f(a:} doit étre aussi proche que I'on veut de #, des que I est assez proche de @
. La tolérance sur I'image se note £ . En revanche, la distance autorisée sur la variable se note § .

Soit @ adhérenta D et £ € R.Onditque f tendvers # en a si
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Ve>0,
246 >0,
NVrxeD, |lt—a|<d=|fle)—£] <e.

Onnotealors lim flx) = €.

La figure ci-dessous traduit cette définition. Une bande horizontale de demi-largeur & est d'abord
imposée autour de # . Ensuite, on cherche une bande verticale de demi-largeur & autour de & dont
toute la portion de courbe reste dans la bande horizontale.

3 51 —— courbe de f
=== partie de la courbe pour |x—a| =6

Avec cette convention, si a € I etsila limite existe, alors £ = f(a). Eneffet, = = a vérifie
|z —al <8 ,donc |f(a) — £| < € pourtout €. Certains cours excluent le point & (limite «




épointée ») : il faut alors remplacer I} par I} \ {al.

Montrons que a:lii?l ':$2+$:' = 2 Pourtoutréel T£,ona T4+ T —92 = (x—1)(x42) .S
|lz—1] < 1,alors 0 < = < 2,donc |z+2| < 4. Parconséquent |z2+z-2| < 4|z-1|.
Soit £>0.0npose & = min(l,e/4).Ainsi, |z—1| < § entraine |z2+z-2| < 4§ < ¢.

Méthode :

Pour démontrer une limite par epsilon-delta :

1. majorer |f{x)—£| par C |z—a| (ou par une expression qui tend vers 0), en restreignant
d'abord % a un voisinage fixe, par exemple |a:‘—r:r,| <1;

2. choisir & = min(l,e / C) et conclure en une ligne.

Proposition :

Si f admet une limite en @, cette limite est unique. De plus, f est alors bornée au voisinage de

Démonstration :

| g

Supposons que | tendevers # etvers g/ en @.Soit £ >0 .On obtient 51 et 53
associés, puis & = min(d1,dy). Comme @ estadhérentad D, ilexiste £ € D avec
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|z—a| < 8. Alors £ — £/ < |£ - fl@)| + |f(z) — £ < 2. Cecivaut pourtout £ >0,
donc g — g’ . Pour le second point, onprend ¢ = 1 :sur [a—d,a+8] N D, ona
[f=)] < €] +1.

2. Limites en l'infini et limites infinies

Les mémes idées s'adaptent lorsque £ devient grand ou lorsque f{ﬁ} devient grand. On remplace
simplement les intervalles centrés par des demi-droites.

¥ e>0,

: 1A eR

Si D n'est pas majorée, _liﬂ}mo fl@) = £ signifie : J\.;,f T e L":
] 1

x> A= |flz-£ <e

¥ M €R,

A _ B 36>,
De méme, lim f(z) = +co signifie: VoeD,

je—a| <6 = flr) > M

- I
Montrons que :_r_liﬂ}l_mm_H:l.Pour x>>0,ona |Ii_|_1—l|:$+|_1§}—r.50it e>0;

onpose A = 1/e.Donc,pour = > A, l'écartestauplus &.

3. Limites a gauche et a droite

[l arrive qu'une fonction se comporte différemment de chaque c6té du point. On restreint alors I'ensemble



de départ a gauche ou a droite de @ .

Définition :

La limite a gauchede [ en a, notée T E}ma_ f{;r,j est la limiteen @ de la restriction de |
& DN ]-oo,a] . Lalimite a droite se définitavec D M Ja, +oof .

Proposition :

Soit @ un pointtel que f soit définie a gauche et & droite de @ . Alors f admet une limite #
en & sietseulement si ses limites a gauche et a droite existent et valent #, avec en plus
fla) = £ lorsque a € D.

Pour la partie entiere Ff etunentier n,ona F{z) = n—1 sur [n—1,n[ et Elz) =n
sur [n, n—+1[ . Ainsi, la limite & gauche en 7. vaut n—1, tandis que la limite & droite vaut 7. La
partie entiere n'a donc pas de limite en 7.

Pour une fonction monotone, les limites latérales existent toujours. C'est une conséquence directe de
I'existence de la borne supérieure.

Théoreme :

(Limite monotone.) Soit  f croissante sur |b, c[ et T € b, c[.Alors f admeten g une
limite a gauche et une limite a droite finies, et
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Il. Caractérisation séquentielle et opérations

Les suites fournissent un second langage pour parler de limites. C'est souvent le plus commode pour
prouver qu'une limite n'existe pas.

1. Le théoreme de caractérisation séquentielle

Théoreme :

Soit @ adhérenta I} et # £ [ .Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

i Jim fl@)=¢;

(i) pour toute suite () d'éléments de I qui converge vers @, lasuite (f{xy)) converge
vers £.

Démonstration :

Supposons (i). Soit {xn} une suite de I} delimite @ et £>>0.0Onprend & donné parla
définition. Ensuite, il existe IV telque |zn —a| <& pour n > IN . Pour ces indices,

|f(zn) — €| €€.Donc flzy) =+ £.

Réciproquement, supposons que (i) soit fausse. Il existe alors & = 0 tel que, pourtout & = (0, un
point = € D vérifie |z—a| € § et |flz)—£|>e .Avec & = 1/n, on obtient une suite




(r,) de D telleque |z, —a| < 1/net |f{z,)— £|>e . Cettesuitetend vers a,
mais (f{xy)) netend pas vers £. Ainsi (ii) est fausse.

Méthode :

Pour prouver que f n'a pas de limite en @, on exhibe deux suites {Lq} et {yﬂ} de 171,
de limite @, telles que {f{zy)) et {f{yn}} convergent vers des limites différentes. On peut
aussi trouver une seule suite  {x,,) pourlaquelle (f{z,)) diverge.

1
/2 4+ Qo
tendent vers 0. Cependant, sin(1/z,) = 0 et sin(l/y_) =1 pourtout n > 1.

La fonction & — sin{1/x) n'a pas de limite en 0. En effet, x,, = ﬁ et ¥, =

Comme le montre la figure ci-dessous, la courbe oscille de plus en plus vite prés de 0. Les points bleus et
rouges matérialisent les deux suites.
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|
—— xwpsin(1/x)
1.51 e x,=1/(2nm): valeur0
B y,=1/(n/2 +2nn) : valeur 1
1.0 - T
0.5 1
>
0.0
—0.5 1
~10J U
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4
X

2. Opérations sur les limites

Grace a la caractérisation séquentielle, les résultats sur les suites se transportent aux fonctions. On obtient
ainsi les regles de calcul habituelles.

Propriété :

Si f — £ et g—yﬁfen a , alors f—|—g—>€—|—€’, Af = A £ et fg-}é‘é".Si
de plus 2! ?é 0, alors & nes'annule pas au voisinage de @ et f/g — £ / #' . Les cas de
limites infinies suivent les mémes regles, hors formes indéterminées.

Théoreme :

(Composition.) Soit f: D — R et g:D*r — R avec f(D) C D' s $liﬂ1ﬂf{x} = b
et ylﬂ]bg@:‘ = C alors xli_l"}ﬂa g(flz) = ¢




Démonstration :

Soit () unesuitede I delimite a.D'abord, ¥, = flxy,) appartienta ' ettend
vers fh par caractérisation séquentielle. Ensuite, la méme caractérisation appliquée a & donne
g(y,) — ¢.ponc g(f(zy)) — c pourtoute suite () , ce qui conclut.

Théoreme :

(Encadrement.)Si ¢ < f < h auvoisinagede @ etsi g et A tendentversla méme limite
¢, alors ftendvers £.Deplus,si f — £, g — £’ et f < g auvoisinagede a,
alors £ < el

1 Eln T 1 :
Pour & = |:| ,0Na —F E T «:_': T Par encadrement, T _1%11:1'_0:'

l1l. Continuité des fonctions

La continuité est le cas particulier ou la limite en un point du domaine existe. Autrement dit, la valeur en
& est celle que « prévoient » les valeurs voisines.

1. Continuité en un point

Définition :

Soit @ € IJ.lafonction [ estcontinueen a si Eliﬂ}la f{a:} = f@,c'est—é-dire:

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

Ve>0,
240 >0,
V€D, |z—al <6 = |f(zx)-f(a) < e

Elle est continue sur [ si elle est continue en tout point de 1. Onnote  C{D, R} I'ensemble
de ces fonctions.

On définit de méme la continuité a gauche et & droite en @ . Par conséquent, f est continue en un point
intérieur @ si et seulement si elle y est continue a gauche et a droite. Par exemple, la partie entiére est
continue a droite en chaque entier, mais pas a gauche.

Propriété :

Les sommes, produits, quotients (a dénominateur non nul) et composées de fonctions continues sont
continues. Les fonctions polynémes, rationnelles, €XP , In, sin, Co8, - et || sont
continues sur leur ensemble de définition.

Propriété :

(Caractérisation séquentielle de la continuité.) La fonction f est continueen @ £ I} siet
seulement si, pour toute suite  (xy,) de I quitendvers @,ona f(zn) — fla).

Soit U,.q = f{un} une suite récurrente convergente de limite #,avec [ continueen #£.
Aors U,y —+ £ et f(uy) — f(€) . Parunicité de la limite, f(£) = £ . Ce raisonnement,
tres fréquent, repose sur la caractérisation séquentielle.




2. Prolongement par continuité

Une fonction peut ne pas étre définie en un point tout en y ayant une limite. On la compléte alors
naturellement.

Soit f définiesur I et ag&‘D adhérentd ID.Si f admet une limite finie £ en a,la
fonction ? définiesur I U {a} par ? = f sur D et ?{a} — # estcontinueen @.On
I'appelle le prolongement par continuité de f en a.

Soit f(xr) = zsin(1/xz) sur R*.Pourtout z# 0, |f(z)| < |=|. Parencadrement, f tend
vers 0 en 0. On prolonge donc  f par f{0) = 0.

La figure ci-dessous montre la courbe de cette fonction coincée entre les droites ¥ = |z et
y = —|z|. Ainsi, le point (0, 0) compléte la courbe sans créer de saut.
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La fonction x — sin{1/x) n'est pas prolongeable par continuité en 0, car elle n'a pas de limite en

I
e
prolongement ne peut étre continu.

0. De méme, a des limites a gauche et a droite différentes ( —1 et 1) :aucun

IV. Le théoreme des valeurs intermédiaires

Voici le premier grand théoreme de la continuité sur un intervalle. Sa démonstration repose sur I'axiome
de la borne supérieure : c'est pourquoi il est faux sur 0.

Théoreme :

(Valeurs intermédiaires.) Soit f continue sur un segment [a,b] . Pour tout réel ¥ compris entre

fla) et f(b) ilexiste ¢ € [a,b] telque f(&) = vg.




Quitte & remplacer f par £(f — ¥,), onsuppose f(a) < 0 < f(b) et on cherche un zéro.
soit A = {z n[a,b]| f(z) <OO0}. Cetensemble contient @ et il est majoré par b . Il posséde
donc une borne supérieure ¢ € [a,b].

D'une part, il existe une suite {£,) de A quiconverge vers ¢ . Par continuité,
flzy) = flo).or flzy,) <0,donc flc) < 0 par passage a la limite.

Dautre part,si ¢ = b ,alors flc) = f(b) > 0.Si ¢ <b,tout = € ]c,b] n'est pas dans
A ,donc f(x) >0 .Enfaisanttendre x vers c¢ par la droite, on obtient flc} > 0.
Finalement f(c) = 0.

Comme le montre la figure ci-dessous, le réel ¢ n'est pas forcément unique. Le théoréme garantit
seulement I'existence d'au moins un antécédent.

2.5 14 =—— courbe de f continue sur [a, b] f(b)
-=-=- niveau yo entre f(a) et f(b)

'c possibles'
_1.0 T T
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Corollaire :

L'image d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle. En particulier, une fonction
continue sur un intervalle qui prend une valeur négative et une valeur positive s'y annule.

Méthode :

Pour montrer qu'une équation g{x) = h(z) a une solution sur un intervalle T :

1l.poser @ = g — h et justifier que ¥ est continue sur I ;

2. trouver deux points de I ou % prend des valeurs de signes opposés (valeurs exactes ou limites
aux bornes) ;

3. appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires ; pour I'unicité, ajouter la stricte monotonie.

Tout polynéme réel P de degré impair a une racine réelle. En effet, si son coefficient dominant est
positif, P tendvers —o0 en —00 etvers —oo en oo, llexistedonc A >0 avec
P(—A) <0< P(A).Enfin, le théoréme s'applique sur [—A, A] .

V. Fonctions continues sur un segment

Sur un segment, c'est-a-dire un intervalle fermé et borné, la continuité a une conséquence remarquable.
L'outil clé est le théoreme de Bolzano-Weierstrass : toute suite bornée de réels admet une sous-suite
convergente.



Théoreme :

(Bornes atteintes.) Toute fonction continue sur un segment [a,b] est bornée et atteint ses
bornes : il existe ¢, d € [a,b] tels que o = I[Elﬁ [ fld) = Iﬁéaif]{ 7
3 3

Démonstration :

Supposons d'abord  f non majorée. Pour tout 71, il existe %y, € [a,b] avec flzy) > n . la
suite {xy,) est bornée. D'aprés Bolzano-Weierstrass, elle a une sous-suite | (n:,:' de limite £.
Comme & = F oy < b, ona £ € [a,b]. Par continuité, f':iﬂtp(ﬂ):' — f@g},ce qui contredit
f'ii:tp(ﬂ):' > o) > n,

Ainsi [ est majorée; notons M = sup f .Pourtout n > 1,ilexiste ¥, avec
M—-1/n< f{yﬂ} < M | Une sous-suite {yw(ﬂ)} converge versun d € [a,b]. Alors
f{yw(ﬂ):‘ — fld) et f':y@,(n):' — M donc f(d) = M . Enfin, on traite le minimum en

appliquant ce résultata —f .

La figure ci-dessous compare les deux situations. A gauche, sur un segment, le maximum et le minimum
sont atteints. A droite, en revanche, la fonction z — 1/x est continue sur ]0, 1] mais non bornée.
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2.0 A ® maximum atteint
® minimum atteint

— x+1/xsur]0,1]

Fan'

0 T T T T
a b 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
sur un segment [a, b] non bornée sur ]0, 1]

Corollaire :

Si f estcontinuesur [a,b],alors f([a,b]) = [m, M] avec m = min f et
M = mazx f . Cestun segment, d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires et le théoréme
des bornes atteintes.

Soit f continue sur [0,1] et strictement positive. Son minimum . = f{c) est atteint, donc
m > 0. Par conséquent f = m >0 :la fonction est minorée par une constante strictement
positive. Sur  ]0,1], £ — = montre que ce n'est plus vrai.

VI. Théoreme de la bijection continue

Une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle réalise une bijection. Le point important
est la continuité de la réciproque.



Théoreme :

(Bijection continue.) Soit f continue et strictement croissante sur un intervalle I . Alors

J = f(I) estunintervalle, f réalise une bijectionde I sur .J, et sa réciproque

f_l : J — I est continue et strictement croissante. Le méme énoncé vaut pour une fonction
strictement décroissante.

Démonstration :

D'abord, .J est un intervalle par le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires. Ensuite, f
est injective car strictement monotone, donc bijective de [ sur J.Deplus, g = f_l est
strictement croissante : si ¥ <y’ et g(y) > g{y’), lacroissance de f donnerait vy > y/.

Montrons la continuité de 9 en ¥y = fl::l’«‘[:,}, ou %q estintérieura F.Soit £ >0, assez
§ = min(yD - f'ix[j —¢),
:f':*f[]+5} - y[]) >0
[y —yol <&, alors fxy—€) <y < fzy+e).Comme & estcroissante, on obtient
Ty—&< g{y} < Ty + €. Le cas d'une extrémité de I se traite de la méme maniére, d'un seul
coté.

petit pour que Ty +eel on pose Si vy EJ et

Remarque :

Les bornes de J se lisent sur le tableau de variations. Par exemple, si I = Ja, 8] et f
strictement croissante, alors & = ]11531 f llgﬂ I

La fonction tan est continue et strictement croissante sur  |—r /2, 7 /2[ , avec des limites
—00 et o0 aux bornes. Elle réalise donc une bijection sur [ . Sa réciproque, arctan , est
continue et strictement croissante sur [ .
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Comme le montre la figure ci-dessous, la courbe de arctan estla symétrique de celle de tan par

rapport a la droite ¥ = I, Les asymptotes verticales de tan deviennent les asymptotes horizontales
y=*w/2.

4 =
tan sur ]—nmn/2, n/2[ 7
r
arctan sur R /’
n . #
31|---- droite y = x 7
#
------- asymptotes y = /2 e
i
2 -
L
L
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VIl. Continuité uniforme et théoreme de Heine

Dans la définition de la continuité, le réel & dépend en général du point (. La continuité uniforme
exige au contraire un & valable partout. Cette notion sert notamment a construire I'intégrale de
Riemann.



1. Définition et exemples

Définition :

La fonction f est uniformément continue sur [ si

Ve>0,
16 >0,
Vo, ye D, |z—y|<d=|flz)-f(y)| e

Proposition :

Une fonction lipschitzienne, c'est-a-dire vérifiant |f{z) — f(y)| < k|z—y| pourun k > 0, est
uniformément continue. En effet, & = € / k convientsi %k >0.

Proposition :

La fonction f n'est pas uniformément continue sur I si et seulement s'il existe &> 0 et deux
suites (xy) . {yn} de D tellesque Tn— Y, —+ 0 et |fzn) - f{yﬂ}l 2 € pour tout

La fonction carré n'est pas uniformément continue sur [ . Avec Ty = N _|_% et Y, =" on
— _ 1
a Tn—Y, — 0. Pourtant T —y2 =2+4-522.
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2. Le théoreme de Heine

Théoréme :

(Heine.) Toute fonction continue sur un segment [a,b] y est uniformément continue.

Démonstration :

Raisonnons par l'absurde. D'apres la proposition précédente, il existe £ == [ et deux suites (xn}
, (yn} de [a,5] avec Tm—y, =+ 0 et |flzy) - f(yn)l 2 €. Par Bolzano-Weierstrass,
une sous-suite {$§D(ﬂ)) converge vers ¢ € [a,b] . Alors Yty = T T ':fﬂp(n) - ytp(ﬂ]l:l
tend aussi vers ¢ . Par continuité en ¢, f':ﬂ?ip(ﬂ]:' - f':ytp(ﬂ:,:' — fle)— flc) = 0. cela
contredit la minoration par €.

Remarque :

Selon les universités, la continuité uniforme est vue en premiere ou en deuxieme année. Les
hypothéses du théoréme de Heine sont essentielles: = — 1/x est continue sur [0, 1] sansy
étre uniformément continue.

Ce qu'il faut retenir

e La limite se définit par epsilon-delta ; pour la démontrer, on majore |f{£:l — €| puis on choisit &
en fonction de €.

¢ Une limite existe en un point intérieur si et seulement si les limites a gauche et a droite existent et
coincident.

e La caractérisation séquentielle transporte les résultats sur les suites ; deux suites aux images de



limites différentes prouvent I'absence de limite.
¢ On prolonge une fonction par continuité en & lorsqu'elle y admet une limite finie.
e Le théoreme des valeurs intermédiaires donne I'existence d'une solution, jamais l'unicité a lui seul.

¢ Une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes : c'est I'outil pour justifier un
extremum.

¢ Une fonction continue strictement monotone sur un intervalle est une bijection sur un intervalle, de
réciproque continue.

e Lipschitzienne implique uniformément continue, qui implique continue ; sur un segment, continue
impligue uniformément continue (Heine).

Questions fréquentes sur limites et continuité

Quelle est la différence entre continuité et continuité uniforme ?

Pour la continuité en chaque point, le réel § dépend de € et du point . Pour la continuité uniforme,
un méme § convient pour tous les points de l'intervalle. Ainsi,  — 52 estcontinuesur [ sansy
étre uniformément continue.

Comment montrer qu'une fonction n'a pas de limite en un point ?

On utilise la caractérisation séquentielle. Il suffit de trouver deux suites () et {yn} qui tendent
vers le point, telles que  f{x,) et f{yn} aient des limites différentes. Par exemple, sin{1/z)
prend la valeur 0 en 1/(2n) etlavaleur len 1/(m/242nm).

Le théoréme des valeurs intermédiaires donne-t-il I'unicité de la solution ?

Non, il garantit seulement I'existence d'au moins une solution. Pour obtenir I'unicité, il faut un argument
supplémentaire, le plus souvent la stricte monotonie de la fonction. C'est exactement ce qu'apporte le
théoreme de la bijection continue.

Pourquoi faut-il un segment pour que les bornes soient atteintes ?
La démonstration extrait une sous-suite convergente grace au théoréme de Bolzano-Weierstrass, et sa
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limite doit rester dans I'ensemble de départ. Sur  ]0,1] , la fonction & — 1/x est continue mais non
bornée, et sur [D,+00[ la fonction x — £ n'atteint pas de maximum. Il faut donc un intervalle
fermé et borné.

Pour aller plus loin en L1

Les énoncés : exercices de maths en L1 sur limites et continuité

Les solutions : corrigé des exercices sur limites et continuité

A maitriser avant : Suites numériques

Chapitre précédent : Suites numériques

Chapitre suivant : Dérivation et accroissements finis

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de maths de L1 a L3


https://mathovore.fr/limites-continuite-fonctions-exercices-maths-l1
https://mathovore.fr/limites-continuite-fonctions-corrige-exercices-maths-l1
https://mathovore.fr/suites-numeriques-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/suites-numeriques-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/derivation-accroissements-finis-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/licence-l1-maths-cours-exercices-corriges
https://mathovore.fr/licence-cours-maths

