Corrigés des exercices de maths sup

Limites et continuiteé

Corrigé de I'exercice 1 : Limites par encadrement et par

composition

1. Pour x# 0,ona [sin(1/z)| < 1,donc —|&| £ z sin(l/x) < |z]. Les deux fonctions qui
encadrent tendent vers 0 en 0. D'apres le théoreme d'encadrement, J:HE}] 0 L Sin{l/@' =0,
La figure ci-dessous montre la courbe coincée entre les droites ¥ = || et v = —|z].

™ — y =xsin(1/x) -—= y=1X| -—— y=—|x| -

0.0 \//\g%ﬁl’
~0.2 g -

_0.4_ )” \\'\

—0.4 ~0.2 0.0 0.2 0.4

2.Pour z=>0,ona v—-1<zx+sinzx < x+1.Endivisantpar = + 2 >0, on obtient :

r—1 T+ s51n T z +1
I—I—QS T + 2 5513—1—2
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— 1 et, de méme, z+1 — 1. Par encadrement, la limite vaut 1.

r—1 _1_1f'f5‘7
Or T+ 2

s+2 7 142/

3. Par définition de la partie entiere, % —1< |_ ;1_1: J < }T: . D'abord, pour z >= (1, on multiplie par

z: l-xz<z|1/z | <1 Ensute pour & <0, lamultiplication par % renverse les
inégalités: 1 < = | 1/z | <1 — x. Dans les deux cas, les bornes tendent vers 1 quand
x — ([ . Donc la limite a droite et la limite a gauche valent 1, et Ehf}] 0 T |_ 1/'/17 J =1,

4. Pour x =0, on écrit {1 u :E:,lfﬂ? — exp(w)' D'une part, M _, 1 quand
x — 0 .D'autre part, ©¥XP est continue en 1. Par composition des limites,

lim {l + a::llﬁr

r— 0t

5. S0t A>0.Pour |z —2|<1,0ona £ >1,donc £+12>2 et pour :1:%2,

+1 2 3
(;:‘_ 2)2 > (o — E)Q. Ensuite, z 2]2 . | équivaut a |:I'; — 2| < E/A . Ainsi,
r+1

n = min(l, x,.’Z/'A) convient :pour 0 < |z —2| < 7,0na W = A . Cela prouve

que la limite vaut oo .

6. Supposons £ ?é 2" et posons & = |€ — €f|/3 = [ . La définition fournit "1 pour £ et 7l
pour g/ .Soit 1 = miﬂ(?}l, T}E} .Comme a estadhérenta I},ilexiste x € I} telque
|z — a| < n . Alors, par l'inégalité triangulaire,
£ - £/| < £ - f(@)| +|F(&) - £/] < 2 = 3|€ — €| Clest absurde puisque
1€ — £I| >0.Donc ¢ — ¢’ :lalimite est unique.

Point de méthode : pour un produit « borné fois tend vers 0 », I'encadrement est immédiat ; pour une
puissance variable, on passe toujours par I'exponentielle.

Corrigé de I'exercice 2 : Limites a gauche et a droite

1. Soit n € # .D'abord, f(n) = n x n = n?.Ensuite,pour x € [n —1,n[,ona
lz]=n-1,donc flz) = (n—Lxz.Ansi, _ E}mﬂ_ fl@) = n{n —1) . e méme,
pour z € [n,n+1[ ,ona f{zr) = nz, donc iimﬂ_i_f(a:}:ng_

2. Sur chaque intervalle ouvert |k, k& +1[, f coincide avec la fonction affine x — kz :elley
est continue. En un entier 7, la limite & droite vaut n4 = f{n} ,donc f est continue a droite



en tout point. En revanche, f est continue a gauche en n si et seulementsi n{n —1) = n?,
c'est-a-dire m = 0.Parconséquent, j est continue sur [ \ Z%, discontinue en tout
entier non nul, et continue a droite partout. La courbe de I'énoncé montre bien un saut en
chaque entier sauf en 0.

3. Pour £ 1, g{@:%ﬁi r>1,alors glx) =41 = 2.5 z<1,

alors g{z) = —(z + 1) = —2. Les deux limites latérales sont différentes : ¢ n'a pas de
limite en 1.

4, Quand £ — 0+, 1/z — 4oo,donc Elfﬂ? —s oo Parcomposition. Quand x — 0,

1/z = —oo,donc Gl/x _, . Ainsi, A(0 ) = O et h tendvers —+co adroite de 0.
En particulier, } se prolonge par continuité a gauche, mais pas en 0 lui-méme.

Corrigé de I'exercice 3 : Absence de limite par la

caractérisation séquentielle

1. Posons Ty = m et Y, = % pour 7. = 1 .Les deux suites tendent vers 0 et
sont non nulles. Or  sin(1/zy,) = sin(m/2 + 2na) = 1 et sin(l/y, ) = sin(nm) = 05
la fonction avait une limite # en 0, la caractérisation séquentielle donnerait # =1 et £ =0
. Par conséquent, = — sin{1/z) n'a pas de limite en 0.

2. Lessuites 2n et (2n + 1)m tendentvers oo . Pourtant, cos(2nm) =1 et
cos{{2n + 1)) = —1.Donc cos n'a pas de limite en —+co .

1

3. Lessuites T et n += tendentvers 4oco0.0r n—|n | =0 et

(ﬂr + %) - |_n —+ % j = % . Ainsi, la partie fractionnaire n'a pas de limite en oo .

4. Soit a € R .Pardensitéde @Q dans R, ilexiste Ty € Q telque |r, —a| <1/n.De
méme, par densité des irrationnels, il existe s, ¢ Q tel que |s, —a| < 1/n . Les deux suites
tendent vers @, mais 1Q(7ryn) = 1 et 1g(s,) = 0.Donc 1g n'a de limite en aucun
point. Comme la continuité en & exige une limite en &, elle n'est continue nulle part.

5. Posons u(x) = & 1g(z) . Dabord, |u(z)| < |z|, donc ulr) = 0 = u(0): u est
continue en 0. Ensuite, soit a 3 0. Avec les suites de la question 4, u(ry) = 7, — @ et
u(sn) = 0.Comme a ?é 0, ces limites different: 4 n'est continue en aucun point

a%[].
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Point de méthode : les suites choisies doivent tendre vers le point étudié et rester dans I'ensemble de
définition ; on les construit souvent a partir des valeurs remarquables de la fonction.

Corrigé de I'exercice 4 : Prolongements par continuité

1. Lafonction ;-1 —s =2 est dérivable en 0 avec u*’{D} = 2. Donc le taux d'accroissement
gaf — ]

m— tend vers 2. fl se prolonge par continuité en posant fl([:':l = 2,

2. Par croissances comparées, xlnx — 0 quand ¢ — 0T .Pour x <0, on écrit
z ln|z| = —(|a:| 1n|:1:|) , qui tend aussi vers 0. [ se prolonge en posant f,(0) = 0,

3. Onutilise 1 —cosz = Esing{a:/ﬁ} . Ainsi, pour T ?é 0

sin?(x sin(z
folw) = B = Y

2

Comme %‘5 — 1 quand ¢ — O, la composition donne fB{a:} — %.On pose
1
fg'i':]:' = a3
glN T gln T -~
4. Pour =z >0, f‘,_l(ﬁ} = =3~ — 1.Pour £ <0, f%l:;r;:l = —=5F= — —1.Leslimites

latérales different : f‘} n'est pas prolongeable par continuité en 0.

5. Chaque morceau est continu sur son intervalle ouvert. Il reste a étudier 0 et 1. En 0,

@(0) = e = 1, Ialimite & gauche vaut 1 et la limite & droite vaut § . La continuité en 0
équivautdonca b = 1.Enl, (1) = 3 4+1Inl = 3, lalimite & droite vaut 3, et la limite &
gauchevaut a 4+ b .lifautdonc a 4+ & = 3 .Finalement, % est continue sur [ siet
seulementsi o = 2 et §H = 1.



corriaé de I e 5 : Foncti : tes et saut

1. Soit x € ]0,1[.Larestrictionde f a [0, z[ estcroissante et majorée par f{x) . D'aprés le

théoreme de la limite monotone, fl::E :l existe et vaut Eup f< fl:j::] . De méme, la

restriction & |z, 1] est croissante et minorée par  f(x) , donc fle™) = mf fzf=

Ainsi, f(z7) £ flz) £ f(zT).Enfin,pour 0<z <y <1, ch0|5|ssons z € |z, yl .
Alors f(zT) < f(z), car f(z™) estunminorantde f sur Jz, 1], et f(z) < fly ™).
ponc f(zT) < fly7).

2. Comme « estintérieur, f estcontinueen < sietseulementsi f(z— ) = f(z) = f(zT).
Grace & I'encadrement de la question 1, cette double égalité équivauta f(z— ) = f(zT).
Donc [ est continue en I sietseulementsi s(z) = 0.

3. Choisissons des points intermédiaires tn = 0, %; € ]J?E-, j:z'-l—l[ pour 1 <2< p—1,et
tp = 1.Ainsi, ¥;—1 < T, <% pourtout z.Parlaquestion 1, fl::t?:':l < f(2;) et
flzy ) = fl{£;_1) . Donc SI:I»‘E-:I < f(t;) — f(£;,_1). En sommant, la somme télescopique

donne :

Zp: i — f(ti-1)) = f(1) = £(0).

C'est l'inégalité demandée.

4. Soit Ty <...<Tp des points distincts ol le saut est au moins lfn . D'apres la question 3,
p/n < Z s(z,) < f(1) - £(0) .ponc p < n(f(1) — f(0). Ainsi, toute partie finie de
cet ensemble a au plus  n{f(1) — f(0}) éléments. L'ensemble est donc fini, de cardinal au
plus n{f(1) — f{0)) . En réunissant ces ensembles pour 7 > 1, on obtient toutes les
discontinuités : on retiendra qu'elles sont « peu nombreuses ».

5 %it O0<z <y <1 Alors 1/z >1/y >1,donc |1/z |2 |1/y]| =1, puis
glz) < g(y).Deplus, g(0) = 0 < g(z).Donc g est croissante.
1

Continuité en 0: pour = € ]0,1[,ona }—F —1<|1/z | < 3. Enpassantaux inverses,

z < g(z) <y= .Parencadrement, g(z) —+ 0 = g(0). Donc ¢ est continue en 0.

Soit k > 2.Pour £ € ]k—1|—1 }1:] ona 1f/z €[k k41, donc glz) =1/k . Par

conséquent, g(l/k) = 1/k et g((%) ) — % .Pour 1 € ]% 11] ona glr) = kl

k
. La limite a droite vaut donc ﬁ .Lesauten 1/k vaut P %

1
ke >0 9y
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est discontinue. La figure ci-dessous montre cet escalier, dont les marches se resserrent vers 0.

saut s(1/2) =1/2

1/2 -
s(1/3) = 1/6
1/3 1 —
1/4 - o—e"
.......... =X
0O1e Y
0 1/4 1/3 1/2 1

1 5
Point de méthode : la somme des sauts vaut ici k;g E(k—1) — 1= g(1) -40) , ce qui illustre

I'inégalité de la question 3.

Corrigé de I'exercice 6 : Equation fonctionnelle de Cauchy

1. Avec £ =y = 0,onobtient f{0) = 2f(0), donc f(0) = O.Ensuite, avec ¥ = — il
vient 0 = f({0) = f(x) + f{—=). Donc [ estimpaire.

2. Montrons  f(nz) = nf(x) pour n € N parrécurrence. Le cas n = 0 découle de
f{0) = 0. Ensuite, si  f(nz) = nf(x), alors
flln +Dx) = finz)+ flx) = (n +1)f(x) . Enfin, pour n € N, l'imparité donne
fl-nz) = —f(nz) = —nf(z) . La formule vaut donc pour tout n € 7.



. Soit m = pfgavec pEZ et ge N .Dunepart, gf(r) = flgr) = f(p) .Dautre
part, f(p) = f(px1) = pa.Donc f(r) = %a — ar.

. Soit x € R .Pardensité de @Q, il existe une suite de rationnels {7, ) quitend vers .
Comme [ estcontinue en x, la caractérisation séquentielle donne f(r,) — f(xz).oOr

f(ry) = ary — az . Parunicité de la limite, f(z) = az pour tout réel =.
Réciproguement, ces fonctions linéaires conviennent.

. Supposons f continue en 0. Soit & réelet h — 0. Alors

flz +h) = flz) + f(h) = flr) + f(0) = f(zr). Donc f est continue en tout point

Corrigé de I'exercice 7 : Fonctions invariantes par dilatation

. Soit & réel. En appliquant la relation & = /2, onobtient f(x) = f(x/2) . Par récurrence,
f@) = flx/2™) pourtout n € N.Or £/2" — 0 et f estcontinue en 0. Parla

caractérisation séquentielle, f(z/2™) — F(0).Lasuite (f(r/2™)) est constante égale 3
f(x) , donc salimite est f(z).Ainsi f{z) = f(0) : f est constante.

. Posons f({0) =1 et f{z) = 0 pour :1:?‘3 0 .Comme 2z = 0 équivautd z = 0,ona
bien f(2z) = f(x) pourtout . Cette fonction n'est pas constante ; elle n'est pas
continue en 0, mais elle I'est ailleurs.

. Soit g unesolutionet A{z) = g(z) — x. Alors

h(2z) = g(2x) — 2z = g(z) + © — 2z = g(z) — ¢ = h{z). Deplus, h estcontinue en
0 comme différence de fonctions continues en 0. D'apres la question 1, h est constante, égale a

¢ . Réciproquement, g{z) = & + ¢ vérifie g(2z) = 2z 4+ ¢ = glzr) + = . Les solutions
sont les fonctions © — x + ¢, avec ¢ réel.

Corrigé de I'exercice 8 : Existence de solutions par le TVI

1. Ontrouwve P(—2) = —8+46+1=-1, P(-1)=-14341=3, PO =1,
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P(1) = -1 et P(2) = 3.Lepolynéme P est continu. Il change de signe sur [—2, —1],
sur [0,1] etsur [1,2].Daprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il s'annule dans chacun
des intervalles |-2, =1[ , ]0,1[ et ], 2[ . Ces intervalles sont disjoints, donc P a au
moins trois racines. Enfin, un polyndme de degré 3 a au plus trois racines. # a exactement
trois racines réelles, situées dans |—2, —1[, ]0,1[ et i, 2[ . La figure ci-dessous
confirme ces changements de signe.

4_
— P(x)=x3>-3x+1

P(0)=1

2. Posons g(x) = cosz — x sur [0, 7/2]. Elle est continue, avec g{0) = 1> 0 et
g{m/2) = —m /2 < 0. Le TVI fournit donc une solution. De plus, g/(x) = —sinz —1<0
sur [0,7/2], car sinx > O surcetintervalle. Ainsi § est strictement décroissante, donc
injective. L'équation c0s £ = Z a une unique solution dans [0, 7/2].

d
3. Soit F = ;;-ZU Gy X* avec d impairet a4 ?é (0. Quitte a remplacer P par —FP,on
suppose Gy >0 Alors P(x) ~ ay 9 en 4oo.Comme o estimpair, P tend vers
+o0 en +oo etvers —o0 en —oo . llexistedonc B >0 telque P{B)>0 et

P(—B)<0.ParleTVisur [—B, B], P admet une racine réelle.

Point de méthode : le TVI donne au moins une racine par changement de signe ; pour « exactement »,
on compléte par un argument de comptage ou de monotonie.



Corrigé de I'exercice 9 : Points fixes et intersections de courbes

1. Posons g{z) = f{z) — =, continue sur [a, b]. Comme f(a) € [a,b],ona
gla) = fl@) —a > 0.Deméme, g(b) = f{b)—b < 0.DapresleTvl, il existe
c € [a,b] telque g{c) = 0.Donc flc) = c.
2. sur [0,1], lafonction f(z) = 1—53'"
flz) = = équivautd £ = 1,quinestpasdans [0,1[.Sur R,lafonction = — & +1
n'a aucun point fixe. Le segment est donc indispensable.

est continue et envoie [0, 1] dans [%: 1[ . Pourtant,

3. Posons h = f — g, continuesur [a,b].Alors Afa) < 0 et A(b) > O.LeTVIfournit ¢ tel
que h(r::l = [ . Les courbes se coupent au point d'abscisse ¢ .

4. La question 1 fournit un point fixe. De plus, & — fl::]?:I — & est la somme d'une fonction

décroissante et d'une fonction strictement décroissante, donc elle est strictement décroissante. Elle
s'annule donc au plus une fois. Le point fixe est unique.

Corrigé de I'exercice 10 : Méthode de dichotomie

1. Lafonction [ est dérivable avec f';l:d?:l — 3x2 41> 0, donc strictement croissante sur [R.
Parailleurs, f{0) = —1<0et f(1) =1>0.DapresleTvl, f sannulesur ]0,1[ ;par
stricte monotonie, elle s'annule une seule fois sur [ . Il existe un unique réel < tel que

flog =10,et o € ]0,1].

2. Montrons par récurrence la propriété  f(a,) <0 < f(b,) et b, —a, = 2~ " .AurangO,
elle est vraie. Supposons-laaurang 1.Si f{my,) <0, le nouvel intervalle est [y, by ] ;
sinon, c'est [@&p, My ] avec  f{my,) > 0. Dans les deux cas, la condition de signe est
conservée et la longueur est divisée par 2. Enfin, comme f est strictement croissante,

flay) <0 = fla) < f(by) entraine a, <a < b, .Donc a, < a < b, et
3. Par construction, %p41 € {On Mn}, donc @,1q 2 Gn . Deméme, bpi1 < by, . Deplus,
by —a, = 2~ — 0. Les suites sont adjacentes. Elles ont donc une limite commune L .
Par passage a la limite dans @, < & < b, ,onobtient I = o .
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4. On calcule successivement :
o mg=05et f(05) = -0375<0,donc [aq,b1] = [05;1];
o mqy =075 et F(0,75) = 0,171875>0,donc [aq, ba] = [0,5;0,75] ;
o my = 0625 et f(0,625) ~ —0,1309 <0, donc [ag,b3] = [0,625;0,75] ;

o mqg = 0,6875 et f(0,6875) ~ 0,0125 >0, donc [ag,ba] = [0,625;0,6875],
La figure ci-dessous montre ces intervalles emboités, qui se resserrent autour de o 2 0,682,
1.0 1

0.5

0.0

—0.5 -

—1.0 -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

— [a0, bo] =[0; 1]

_ [a1,b1]1=[0,5; 1]

e [az,b2]1=1[0,5; 0,75]
—— [a3, b3] =[0,625; 0,75]
= (24, b4] =[0,625; 0,6875]

by — gy

donc que 27+l > 1000.0r 29 — 512 et 910 — 1024 .llfautdonc n +1 > 10. Neuf
étapes suffisent: g approche o a jp—2 pres.

5. Comme o € [ap, by et Mn estle milieu, |m,, —a <




Corrigé de I'exercice 11 : Fonctions continues et bornes

atteintes

1. D'apres le théoréme des bornes atteintes, f atteint son minimum en un point £ de [a, b].
Posons m = f({&,,).Parhypothése, m > 0,et f(x) > m pourtout T.Le résultat est
donc vrai sur un segment. En revanche, sur |0, 1], la fonction = — x est continue et

strictement positive, mais ]bng] T = 0 e résultat tombe en défaut sur 10, 1].
1

2. Comme f tendvers +oo en +oo,ilexiste B >0 telque f(z)> f(U) désque
|z| > R .Surlesegment [—H, R], f atteint son minimum en un point ¢ .Comme
0 €[-R,R],ona flc) < f(0). Ainsi, pour |z|> R, flr)> f{0) > f(c) ; pour
|| < B, f(z) > flc) .Donc f{c) estle minimumde f sur R.

3. D'abord, avec ¢ = 1,ilexiste B > O telque |f{z)| <1 pour = > R .sur [0, R], f
est bornée par unréel [\ , d'aprés le théoreme des bornes atteintes. Donc
|f| € max(l, M) sur [0, +oof.

Supposons ensuite  f(zy) > 0. Avec € = f(zy)/2, ilexiste R’ tel que
fl@) £ flzg)/2 < flzg) pour £ > R’ Quitte & I'augmenter, on suppose R > Tq . Sur
[0, R'], f atteint son maximum en un point ¢, et f(c) > f{xy). Par conséquent, pour
T = g, f{ﬂ:‘:l < f{$,j:l < f@ . Donc f{r::l est le maximum de | sur [D, —|—cﬂo|: .

4. Lafonction x — xe ¥ estcontinue, tend vers 0 en oo par croissances comparées, et vaut
e—1 = (1 en 1. Elle admet donc un maximum. Sa dérivée (1 — a::le_“" est positive sur [D, 1] et
négative sur [1, 400 . Le maximum vaut 1/e, atteinten = = 1.

Corrigé de l'exercice 12 : Images d'intervalles

1.Ona 2 -2z = (z — 1}2 — 1. La fonction décroit sur [—1,1] de3a —1, puis croit sur
[1,2] de —1 a0.Son minimumsur [—1, 2] vaut —1 et son maximum vaut 3. L'image est le
segment [-1,3].
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P L A
(14 x2y2 - Ainsi. 8 décroit sur ]—e0, —1] , croit

sur [—1,1] etdécroitsur [1, +co[ .Deplus, g(—1) = —%, g(1) = % et ¥ tendvers0
en Zco.Enfin, |g| < 1+ =2 (|| - 1}3 > 0,donc |g| < %.L'image de R est

2
[ 1]1}
_2 2 [

3. Sur ]0,27[, lesinusatteint1en /2 et —1 en 3 /2. Limage est un intervalle contenu
dans [—1,1] quicontient —1 et1.Donc sin{]0,2#[) = [=1,1]. Parailleurs, ¥ est
continue et strictement décroissante sur |0, 1], avec (1) = 1 etunelimite +oo en ot .
Donc ¢ ]0,1]) = [1, +oo] . Ainsi, le caractére ouvert et le caractére borné ne sont pas
conservés ; seul le caractére d'intervalle I'est.

2. Posons glz) = ﬁ .Alors ¢/(z) =

4. L'image d'un segment par une fonction continue est un segment. Or ]D, 1] n'est pas un segment.
Aucune fonction continue sur [0, 1] n'a pour image |0, 1]. En revanche, I'identité de
10,1] convient : sur ]0,1], c'est possible.

Corrigé de I'exercice 13 : Une bijection et sa réciproque

1. La fonction f est continue et dérivable, avec f’{g:} — 1 4 e = 0. Elle est donc strictement
croissante. En —co, ¥ — —oo et e — (,donc f — —oo.En +oo, f — 4o0.
D'aprés le théoréme de la bijection, f réalise une bijection de R sur ]—co, +oo[ = R.

2. Le méme théoreme affirme que g est continue et strictement croissante. Ensuite,
fl0)=0+41=1,donc g(1) = 0.Deméme, f(l)=1+e,donc g(l+e =1.

3. La fonction g est strictement croissante de [ sur [ . Parle théoreme de la limite monotone,
elle a des limitesen oo . Si 9 était majorée par M ,onaurait y = f{g(y)) < f(M)
pour tout Y, ce qui est faux. Donc § — +00 en 400 et, de méme, § — —CO en

—o0 .

4. Pour Yy >1,posons = = g(y)>0,desorteque % = & + &% . Alors:

Iny = ln(em(l -+ :L‘e_'f)) =z + In(1 + ze™ 7).

Quand z — 400, ze~% — 0,donc In(l+ ze™%) — 0 et M—?Lor

1
g(y) = +oo0 quand ¥ —+ +00. Par composition des limites, ﬁ — 1. Donc



lim @—1
y—}—l—oolny_

5. Avec z = g(y),ona gly) —y =z —(x +e%) = _e9(¥) Quand ¥y — —o0,
g(y) — —oo,donc 4(¥) _y g.Ainsi dim_ (9(y) =) =0 .lacourbe de ¢
admet la droite ¥ = < pour asymptote en

—2 | La figure ci-dessous montre les deux courbes
symétriques.

4 -

Point de méthode : pour étudier une réciproque sans formule, on pose * = g{y} et on traduit tout
en fonction de &, puis on revienta ¥ par composition des limites.
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Corrigé de I'exercice 14 : Réciproque de la tangente
hyperbolique

1. Comme 3sh estimpaire et ch paire, th estimpaire. Elle est continue, car ch ne s'annule pas.

L ch? — gh® 1 , : .
Sa dérivée vaut T = ? = [, donc elle est strictement croissante. Enfin,
c c
— a2
th(;p} — Lﬁ — 1 en —oo. Parimparité, th tendvers —1 en —oo etversl
en oo,

2. D'aprés le théoréme de la bijection, th réalise une bijectionde R sur J = ]-1,1].

3. Soit y € |-1,1 . L'égalité Zgz _} = 1y équivautd e2T —1 = ye2T 4y, soit
e2f(1—y)=1+4+y.Comme 1—y>0et 14%y>0, onobtient g2z = i-_l_—g}[j.

Donc:

argth(y) = %ln

C'est I'expression explicite de la réciproque.

1
4. Lafonction ¢y — 1—_i_—g = _1+13y

positive sur |—1, 1[ . Par composition avec ln, argth est continue et strictement

croissante. Ensuite, argth{—y} = %111(1:_—?) — —argth{y} : elle est impaire. Enfin,

- 1 —
quand y — 1 1——i_—g — 4o .Donc argth tendvers —+co en 1 et, par
imparité, vers —o0 en _1T . On retrouve ce qu'annoncait le théoréme de la bijection.

est continue, strictement croissante et strictement

Corrigé de l'exercice 15 : Injections continues

1. D'abord, T et Y. sontdans I, carun intervalle contient tout segment joignant deux de ses
points. De plus, Y, — £y = (1-t){y—x)+ vy — /) >0 . Ccomme f estinjective,
f{yt} ?‘é f(z,) : ¥ ne s'annule pas. Par ailleurs, % est continue par composition. Si
@(0) et (1) étaient de signes contraires, le TVI donnerait un zéro de . Donc



f{y:' - f'@:‘ = fP':D:' et f':y":' - f':iﬁ":' = (,Dl:ljl ont le méme signe. Ainsi, soit
fly) > f(z) pourtous = <¥,soit f(y) < f(x) pourtous T <¥. f eststrictement
monotone.

2. Supposons f continueavec f o f = —id.Si f(z) = f(y), alors
—z = f(flz)) = f(f{y)) = —y : f estinjective. D'aprés la question 1, f est
strictement monotone. Or la composée de deux fonctions strictement croissantes, ou de deux
fonctions strictement décroissantes, est strictement croissante. Donc  f o f est strictement
croissante, alors que —id est strictement décroissante. Une telle fonction n'existe pas.

3. L'image de [D, ] par une fonction continue est un segment, et ]D, 1[ n‘en est pas un. Il
n'existe donc pas de surjection continue de [0, 1] sur |0, 1[ . Ensuite, soit f une
bijection continue de ]D, 1[ sur [D, ] . Elle est injective, donc strictement monotone ;
supposons-la croissante. Il existe ¢ € ]0,1[ telque f{c) = 1.Pour = € ]c,1[, on aurait

fl::]?:l > 1, ce qui est impossible. Le cas décroissant se traite de méme avec la valeur 0. Aucune
bijection continue de [0, 1[ sur [0, 1] n'existe.

4, pour ¢ € [0,1[, 2wz € 0,27, et sin(]0, 27[) = [-1,1]. Donc H—%w décrit

exactement [0, 1], aveclavaleurlen = = 1/4 et0Oen x = 3/4 .C'est une surjection
continue de |0, 1[ sur [0, 1] ; elle n'est pas injective, ce qui est cohérent avec la question 3.

Corrigé de I'exercice 16 : Fonctions a valeurs complexes

1. Si et avaitunelimite £ en —0o,sapartieréelle cost tendraitvers Re(£).0Or cos
n'a pas de limite en oo (exercice 3). Donc ¢ —s g%t n'a pas de limite en oo . En

_ 1
=t

— . Donc E—ﬂ_>[jen +oo .,

et?
3 f

revanche,

2.0na hft) = cos i —1 + 3’51? L |a partie réelle est le taux d'accroissement de €0s en 0 ;

elle tend vers cos/(0) = —sin 0 = 0. La partie imaginaire tend vers sin’(0) = 1. Donc
tend vers ; et se prolonge par continuité en posant hl:[]:l = 1.

3. Ontrouve @(0) =1, (1) = e = —1 et |p(t)| =1 pourtout %.Ainsi, ¥ est
continue et joint 1 a —1 sans jamais s'annuler, alors que 0 est « entre » 1 et —1 sur I'axe réel. Le
théoréeme des valeurs intermédiaires est faux pour les fonctions a valeurs complexes.
L'image de % est le demi-cercle supérieur, qui contourne 0.

4. La fonction |f| — \/{':Re f}g + {Im f}g est continue et a valeurs réelles. D'aprées le théoreme
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des bornes atteintes, elle est bornée sur [a, b] et atteint son maximum en un point ¢ . Donc f
est bornée et /(0] = max [f],

a, b]

Corrigé de I'exercice 17 : Théoreme de la corde universelle

LpPour 0<k<mn—-1,0na £¢ [[j] 1— %] ,donc  g(k/n) est défini. La somme est

télescopique :
n—1
S gl
k=0

La somme est nulle.

Sl

) = E (F(E) = 4(B) = r) = 1(0) = 0.

2. Silundes g{k/n) estnul, ¢ = k/n convient. Sinon, les 7 termes sont non nuls et de
somme nulle : ils ne sont pas tous du méme signe. Il existe donc 5 et 7 telsque gi/n) >0

et g(7/m) <0.Lafonction g est continue sur [[j] 1 — %] Le TVI, appliqué entre z/n et
7/n , founit ¢ telque glc) = 0.Ainsi, fl{c +1/n) = f(c).Géométriquement, la
courbe de  f posséde une corde horizontale de longueur 1/7 .

3. Lafonction f est continue comme composée et somme de fonctions continues. Ensuite,
flO)=0et #(1) = sinz{ﬂ/a} — sing(ﬂ/a} = 0.Enfin, pour = € [0,1 —a],

sing(ﬂ@;— aj) = sing(% + ﬂ') — sing(%) . Donc :

fle+a)— flz) = —(z + a)sing(%) + $sin2(%) — —asing(%)‘

or sin{m/a) = 0 équivauta 1/a € £, ce quiestexclu. Donc f(x + a) — f(x) est une
constante non nulle, et f(z + a) ?é f{z) pourtout z. La figure ci-dessous traite le cas
a = 2/5 :la courbe décalée reste paralléle, a distance 2 /5 en dessous.



1.25 4
— f(X) = sin? (5n1x/2) — x
1.00 —= xpflx+2/5)=1f(x)—2/5

0.75 4
0.50 A
0.25 1
0.00 1

—0.25 -
—0.50 -

—0.75 1

—1.00 — - - . . .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

4. D'aprés les questions 2 et 3, les longueurs universelles sont exactementles o = 1jn ,
avec 71 = 2 entier. Pour toute autre longueur, la fonction de la question 3 fournit un contre-
exemple.

Corrigé de I'exercice 18 : Fonctions continues périodiques

1. Soit = réelet k = | z/T |.Aors = — kT € [0, T[ et, par périodicité,
flz) = flz —kT).Donc f(R) C f{[0,T]), et linclusion inverse est évidente. Ainsi
fRy = f([0,T]).0r f estcontinue surle segment [0, 7] : d'aprés le théoréme des
bornes atteintes, f([0, T']) = [m, M].Donc f est bornée sur R et atteint ses bornes.

2. Soit & réel. Lasuite (x + nT') tend vers oo . Parla caractérisation séquentielle,
flz +nT) — £ . 0r flz +nT) = f(z) pourtout 7. La suite est constante, donc sa
limite vaut  f(x) . Ainsi f{z) = £ pourtout = : f estconstante.
3. Lafonction [ — g estcontinue, T -périodique, et tend vers 0 en oo . D'aprés la question 2,

elle est constante égale 30. Donc f = g.
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4. Pourtout #, 0 < x —| x | <1 :lafonction est bornée. Sa borne inférieure 0 est atteinte en
tout entier. En revanche, sa borne supérieure vaut 1, car = — | x | tend vers 1 quand
+ — 1, mais cette valeur n'est jamais atteinte. La fonction est bornée mais n'atteint pas
sa borne supérieure ; ce n'est pas contradictoire, car elle n'est pas continue aux entiers.

Corrigé de I'exercice 19 : Probleme : une suite définie par des
racines

1. La fonction fn est continue sur [0, +0o[ . Pour n > 2, f;{a:} — 1l 4150
pour 1 =1, fi = 2. Ainsi fn est strictement croissante. De plus, fﬂ@l = —1<0 et
f (1) = 1>0.LeTVI fournit un zéro dans  ]0, 1[ , et la stricte monotonie assure son unicité
sur [0, +oo[ . Il existe un unique U, > O telque [ (un) =0,et u, € ]0,1[ .

2. D'abord, fl(:F:l = 2z — 1, donc Uy = % . Ensuite, £2 4+ x —1 = 0 a pour racines
%ﬁ , dont une seule est positive. Donc Uy = % r~ 0,618 .
3. Comme unp +uph—1=0,ona Uy —1= —ul. Donc:

fn_|_1(un) = u%_H +u, —1= u%—i_l — up = ug(un — 1)‘

or uy, € ]0,1[ , donc fﬂ+1{un) <0 = fn+1(un+1:l. Comme 11 eststrictement
croissante, on en déduit %n < U, 41 . Lasuite (uy) est strictement croissante. La figure
ci-dessous montre les zéros successifs, qui se déplacent vers la droite.



1.00

0.75 1

0.50 -

0.25 1

0.00

—0.25 -

—0.50 -

—0.75 1

—1.00 -
0.0

4, La suite {uﬂ} est croissante et majorée par 1. D'apres le théoréme de la limite monotone pour
les suites, elle converge vers £ < 1.Deplus, # > Uy = % Donc # ¢ [%: 1] ¢ Jo,1].

5. Supposons £ < 1.Comme (uy) croltvers £,ona O <uy, < £,donc 0 <ult < 2",
or g™ _y g car 0< £ <1.Parencadrement, uj — 0. Parconséquent,
Ung = 1 —ul — 1, cequicontredit £ <1.Donc ¢ = 1.

6. Posons ey = 1 —tup € ]0,1[ . Larelation f,(tn) =0 sécrit e, = ult = (1- gn}n
. L'inégalité de Bernoulli donne €5 = 1 —ney, , donc (n 4 L, > 1. Ainsi

B2

[t ] |l

1 — Uy > n _1|_1,c'est—é-dire Upy < ni—l—l . Vérifions : pour n =1, Uy =

7 43

(égalité). Pour n = 2, Un < % équivauta § < 3 ,soit 5 <C 3 ce qui est vrai.

Point de méthode : pour comparer les zéros de deux fonctions strictement croissantes, on évalue I'une
au zéro de l'autre et on regarde le signe.

Corrigé de I'exercice 20 : Monotonie et image d'un intervalle

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

1. Par le théoréme de la limite monotone, J(% ) = ;Lépq f@) et flat) = ;%}fa fl=),
avec f(a7) £ fl@) < f(a™). Lintervalle ouvert ]f(a™), f(a™)[ estinfini; il contient
doncunréel y3# f@).Pour z <a, flz) < fla”)<y.Pour z>a,

fl) = flat)>y.Enfin, f@+# v.Donc y ¢ f(I).Or, @ étantintérieur, il existe
T1 <0 <Tgdans I,et f{zy)<y<f(zy). Comme f(I) estunintervalle, il contient
Y : c'est une contradiction. Par conséquent, f{a”) = f(aT), et I'encadrement donne

f(a™) = fl@ = f(aT). f estcontinueen ua.

2. Supposons que g = min F.Ona f(a) < f(a™T).Silinégalité était stricte, un réel
y € |f(@), f(aT)[ neserait pasdans f(I),puisque f(x) = f(aT)>vy pour z>a.
Pourtant, f@l <Y< f{d?g:l pour tout T = & : contradiction. Donc f est continue a droite
en a.l'extrémité droite se traite de méme. Ainsi | est continue sur .

3. Soit f:I — J une bijection continue strictement croissante et g = f_l . La fonction ¢
est croissante, et g{J ) = I estunintervalle. D'aprés les questions 1 et 2, ¢ est continue sur
J.

4. pour 0 <<y <1, flxy=z<y = fly).Pour 1<z <y <2,
fle) =z +1<y+1.Enfinsi £ <1<y, alors flz) <1<2< f(y). Donc f est
strictement croissante. En 1, la limite a droite vaut 2 alors que f(1}) = 1 : f estdiscontinue. De
plus, f{[0,2]) = [0,1] U ]2, 3], qui n'est pas un intervalle, en accord avec la question 2.

5. Soit K C [0,1] unintervalle.Si O¢ K , h estcontinuesur K ,donc A(K) estun
intervalle. Si K = {0}, A{K ) = {0}.Sinon, K contientunsegment [0,6] avec & =0
.Quand « décrit ]0,8], 1/ décrit [1/8, +oo[, qui contient une période entiere du sinus.
Donc A{K ) = [—1,1], qui est un intervalle. Ainsi } transforme tout intervalle en
intervalle. Pourtant, /4 n'a pas de limite en 0 (exercice 3), donc elle n'est pas continue :
I'hypothése de monotonie est indispensable.
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