Corrigés des exercices de maths en L1

Limites et continuiteé

Corrigé de I'exercice 1 : Limites par epsilon-delta

1. Pourtoutréel =,ona |(3z—1)—5| = |3z — 6| = 3|z—2|.Soit €>>0.0n pose
5 =¢e /3. Aors,si |z —2| <&, onobtient |(3z—1) —5| < 38 = €. Donc
E_} ':333 D =25 avec § =¢/3.
2. Onfactorise : |£2 — 9| = |£—3||z+3] . D'abord, on se restreint 3 |z — 3| < 1. Dans ce cas,
2<z<4,dnc 5<r+3<Tet |£2-9 < T7|z—3|.5it £>0 et
6 = min(l,e/7).Si |z —3| < &, les deux conditions sont remplies. Par conséquent
|z2 — 9| < 7§ < €. Ainsi $liﬂ13$2 = 3, avec § = min(1,¢/7).
1|

, donc l~:::g.0n

[N [

3. Pour z>0,o0na |__1 .Si|z-1| £ 5, alors x>
obtient |1 _1| < 2|z—1]- Soit e}-D on pose 5 = mm(% %) Alors |z —1] <6

entraine |% _1| < 2§ < ¢ .Donc $11£11% = 1,avec & = min(1/2,¢/2).

Point de méthode : la restriction préalable ( |z—3| < 1 ou |z—1| £ 1/2) sert & majorer le facteur
parasite par une constante. C'est pourquoi & est un minimum de deux quantités.

Corrigé de l'exercice 2 : Limites en l'infini et limites infinies

dr+1 _dr+1-—-3r—6 &
1. Pour x =0, on calcule 13 -2 = 713 _E_i_B.Donc
2x+1 5 5 5
=13 ~ 2| = za <z -Soit e>0 et A =5/e>0.Pour z2>A ,0na 2<yg,

donc I'écart est inférieur a £ . Ainsi la limite vaut 2, avec le seuil 4 = 5;’6 .
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2. Soit M € R et A= ~,."|M .Pour x > A > 0, la croissance du carré sur [EI, —|—r:o[
donne z2 > A2 = |M| > M . Donc lim 2 = 400,

T — +oo

3.5t M €Ret M =max(M,1)>0.0npose § =1/M'.si 0<z <6, alors

. 1
}—r} }5 = M’ > M. Ainsi llmﬂ+ﬁ = 400, Deméme,si —& < x <0, alors
- - T —*
}—FE _}5 = —mM'.or —M’ < —M ,donc %::_: _ M . Par conséquent
. 1 . 1
Iim = 4o et lim _ 5 = —co,
x— 0 x— 0

4. Si z — 1/x avaitunelimite L en 0 (finie ou infinie), ses restrictions & |0, +co| eta
]—o0, 0] auraient aussi la limite L . Or ces restrictions ont des limites différentes, ~+oco et
—co . La fonction 1/z n'a donc pas de limite en 0.

Corrigé de I'exercice 3 : Limites a gauche et a droite

1. Pour 1, |z —1 =2 —1,donc flz) =1.Pour = <1, |z—1] = —(x-1), donc
f{;t?:l = —1 . Ainsi, la limite a droite en 1 vaut 1 et la limite a gauche vaut —1. Ces limites
différent, donc { n'a pas de limite en 1.

2. Sur [n—1,n[ ,ona E{r)=n-1;sur [n,n+l][, ona Er) = n.Donc
lim _ Flz) = n-1 lim Fr)=n= EMn :
o = (:‘ et 5 '::' '::'.Enchaqueentler, E est
continue a droite mais pas a gauche. En revanche, sur chaque intervalle ouvert ]n, n—l—l[, F

est constante, donc continue. La partie entiére est continue exactement sur R\ Z .

3. Par définition de la partie entiere, ;lT: —1< E(;l_r) < :1_1: pour tout & ?é 0.Si £=>0,o0n
multiplie par z > 0 sans changerlesens: 1 —x < g{z) < 1.Si x <0, lamultiplication par
T renverse les inégalités: 1 — = > g{z) > 1 . On obtient bien les deux encadrements
demandés.

4, Quand £ — pt,ona 1—x — 1.Parlethéoréme d'encadrement, g{x} — 1. De méme,
quand £ — 0 , J estcoincéeentre 1 et 1 — x, quitendent vers 1. Les deux limites
latérales valent donc 1. Comme & n'est pas définie en 0, elle admet la limite 1 en 0. Donc & se
prolonge par continuité en posant g(0) = 1.

La figure ci-dessous montre la courbe de g, formée de segments. Elle reste entre les droites ¥ = 1 et



y = 1 — &, qui se coupent au point (0, 1).

== y=1=-X

-——- y=1

— g(x) =xE(1/x)

® prolongementg(0)=1

0.5 -

0.0

-1.5 -1.0 —-0.5 0.0 1.5

Corrigé de I'exercice 4 : Fonctions monotones et limites
latérales

1. L'ensemble [ f{:l?:l | b<z< Ty } est non vide, car ]b, :I?D[ n'est pas vide. De plus, il est
majoré par f{$0} , puisque f est croissante. D'aprées I'axiome de la borne supérieure, g_
existe. Enfin, f{:l?,j:l est un majorant, donc ¢ < f{a:ﬂ) , car la borne supérieure est le plus
petit des majorants. Ainsi ¢ existeet £ < f(x,).

2. Soit £ >>0.Leréel ¢ _ ¢ n'est pas un majorant, donc il existe Ty € ]b, :L?D[ tel que
flz{)>€ —e.0npose § =z5—2;>0.5it = € Jb,zy[ avec |z —zg| <5,
Mors T 2 Tp,donc f(x) = f(x;)>£ —e¢ parcroissance. D'autre part, f(z) < '

par définition de ¢~ . Par conséquent |f{x) — £ | < ¢.Donc E}mm— flo)=¢

I
3. De facon symétrique, £ = inf[f{:l:} |y <z < r:} existe, vérifie  f(z,) < 2T et

lim

_ pt+ _
o gt f@) = €7 £ combinant avec la question 1, on obtient £ < f(x,) < A

0
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4. Si f estcontinueen %p,elley tend vers fl:ﬂ?,:]:l . Ses restrictions a gauche et a droite aussi,
donc E: = fl:,ﬂ?[:l:l — ¢7T _Réciproquement, si ¢ — ¢t I'encadrement de la question 3
force £ = f{a:ﬂ) — £ . Les limites & gauche et & droite existent et valent flzq) .
D'aprés le cours, f tend alors vers fl:ﬂ?[:]:l en Tg.Donc | estcontinue en %y siet
seulementsi g — gt.

5. Lafonction A estla somme de deux fonctions croissantes, = — £ et FE ,doncelle est
croissante. Soit n € Z.Sur [n—1,n[, A(zr) =z +n—1, quitendvers 2n —1 quand
£ — n~ .Ensuite, A{n) = 2n . Enfin,sur [n,n+1[, A(r) = £ + n, quitend vers
9n quand £ — nt . Ansi A(nT) = 2n—1+ 2n = A(nt) : h estdiscontinue en
chaque entier. En revanche, sur |n, n+1[, A estaffine, donc continue. La fonction } est
continue sur R ' Z, avec un saut de 1 en chaque entier.

Corrigé de I'exercice 5 : Absence de limite par les suites

1. Pour m = 1, on pose Ty = ﬁ et ¥, = m Ces deux suites de réels non nuls
tendent vers 0. De plus, sin{l/z,) = sin(2nw) = 0 et sin(lfyn} = sin(m/2) =1 s
z — sin(1/x) avait une limite £ en 0, la caractérisation séquentielle donnerait ¢ = 0 et

£ = 1.Donc sin{l/z) n'a pas de limite en 0.

2. Lessuites To = 2nT et Y, = T+ 20T tendentvers +co . Pourtant, cos(zg) = 1 et
COS(yn:l = -1 pour tout 71. Par la caractérisation séquentielle, <03 n'a pas de limite
en oo,

3. AveCc T, = 217 ,ona &y 80 £, = 0 pourtout 7. Avec Yo = ﬂfﬁ +2n7 ,ona
y,smny =Yy, — 40 | Une limite finie ou infinie I devrait vérifier a la fois I = 0 et
L = 4oo.Ainsi 1 sin © n'a de limite ni finie ni infinieen “co.

4. Onpose u(x) = cos(z)e® .Pour x, = 20, onobtient u(z,) = e?”T™ — +oo. En

revanche, pour ¥, = /2 4 2n | on obtient u{yﬂ) — 0. Les deux suites d'images ont
des limites différentes, donc u n'a pas de limiteen co.

Corrigé de I'exercice 6 : Fonction indicatrice des rationnels




EE:"GI' , qui est rationnel. Par définition de la partie entiere,

1. Pour 7 = 1,o0npose

na —1 < Elna) < na ,donc ¢ _% <7, < a.Parencadrement, Tn —* G . Ensuite, on
pose 5. = r, + % .Si Sp étaitrationnel, V2 = n{s, — ry,) le serait aussi, ce qui est
1+ /2

mn

faux. Donc Sn estirrationnel. Enfin, |5r,n, — rJE,| < —s () . Les suites {?‘n} rationnelle

et I:Sn:l irrationnelle convergent vers .

2.0na 1g(ry) =1let Lg(sn) = 0 pourtout m.Sila fonction était continue en @, les
deux suites d'images tendraient vers jl@(a} par caractérisation séquentielle. On aurait alors
1 = 0.Donc 1 n'est continue en aucun point.

3. Pourtout réel =, ona |g(z)| < |z|.Parencadrement, g{z) =+ 0 = g(0) quand = — 0 :
g est continue en 0. Soit maintenant @ ?é 0.Dunepart, g(r,) = r, — a.D'autre part,
g(sp) = 0 — 0.Comme a ?é 0, ces limites différent. Par conséquent § est continue

en 0 et discontinue en tout a ?é 0.

4. Onpose ulz) = (z—1)(z—2) Lg(x). Dabord, |u(z) < |z —1||z — 2|, quitend vers 0 en
leten2. Comme u(l) = u(2) = 0, wu estcontinueen1eten 2. Ensuite, si a ¢ {1, 2}, on
a u(ry) = (rp —D(rp—2) = @-1(@—2)# 0, tandis que u(s,) = 0. La fonction

U est continue en 1 et en 2 exactement.

Corrigé de I'exercice 7 : Opérations et composition de limites

1. Pour £ = -1, = ?é 0, on multiplie par la quantité conjuguée :

iz —1 1+=z) -1 _ 1 .
T s(VI¥z +1) T ViHz +1

La racine carrée est continue en 1, donc /1+x — 1. Par quotient, la limite vaut % .

2. Pour £>0,0na yz24+x = =/l + 1/;1? . En multipliant par la quantité conjuguée :

Vo2 = s — 1 ,
e . e e

Or 1/:1: — 0 et la racine est continue en 1. Par composition puis quotient, la limite vaut % .
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3. Pour ?é 0, Smgzg‘ﬂ:) _ 3. %.Quand r — 0, w = 3z tendvers 0 en restant

non nul. Par composition, &1L . Donc la limite vaut 3.
P a — 1

4, Pour £ >0,onpose u = 1/x  quitendvers g+ .Alors sin(1/x) = S.”"T“. Par

composition, la limite vaut 1.

Cos T
r+cosz  1+=F=
T—gngy  _3nz

I

5. Pour x >>1, ondivise numérateur et dénominateur par & : . Or

I

|¥| < }T: et |511'l 5""l < % . Par encadrement, ces deux quotients tendent vers 0. Ensuite, le
dénominateur tend vers 1 ?‘é 0. Par quotient, la limite vaut 1.

Corrigé de I'exercice 8 : Prolongements par continuité

1. Onfactorise: 52 —3z +2 = (z-1)(z—2) . Donc, pour = # 2, k(z) = z —1, quitend
vers 1 en 2. La fonction /% se prolonge par continuité en posant k{ﬁ:l =1.

2. Pour £ 0, |f(z)] < ||, car |sin| < 1.Parencadrement, f(z) — 0. 0n prolonge donc
f par fl:[]:l = 0.Sur R*, J estcontinue comme produit et composée de fonctions
continues. En 0, elle I'est par construction. Le prolongement, avec f{D} = 0, est continu sur

k.
3. Pour T ?é 0, on utilise I'identité 1 —cosxz = 2 Sing(dﬁfﬁjl :

sin(z sin(x
o) = LDy (step

2

Quand = — 0, u = x/2 tend vers 0 sans s'annuler, donc S-H"T“ —y 1. Parproduit, ¢
1 1
tend vers 5 etse prolonge par g{[]j =5~
4. Pour >0, hz) = % — 1.Pour <0, hzr) = _S.“"T‘T —y —] . Leslimites a
gauche et a droite en 0 difféerent, donc 4 n'a pas de limite en 0. La fonction }/ n'est pas
prolongeable par continuité en 0.



Corrigé de I'exercice 9 : Signe au voisinage d'un point

1. On applique la définition de la continuité en @ avec g — @ ~(.llexiste & =0 tel que,

pour |z —a| <46, 1f(=) — f@)| < @ .En particuller, fl@) > fl@) - @ f@
Ainsi f > f(@)/2>0 sur [a—4,a+4].

2. Lafonction A = |f — g| est continue sur R, comme composée de f — g et de la valeur
absolue. Supposons qu'il existe @ avec hAf(a) > 0. D'aprés la question 1, A = A{a)/2 > 0 sur
unintervalle [a —&,a + &] . Or cet intervalle contient un rationnel 1, par densité de @ dans

R.Onauraitdonc A{r) >0, alors que A{r) = 0.Cestabsurde. Donc 4 = 0, c'est-a-dire

f=g9.

3. Soit @ € R et r, = E(na)/n, suite de rationnels qui converge vers & (voir I'exercice 6).
Pourtout 7, f(ry,) = g(ry) . Parcontinuité en a et caractérisation séquentielle,
flrn) — fla) et g(ry,) — gla). Par unicité de la limite, f(a) = g(a) pourtout a.

Corrigé de I'exercice 10 : Equation fonctionnelle de Cauchy

1. Avec £ =y = 0,onobtient f{0) = 2f(0),donc f({0) = 0.Ensuite, avec ¥ = —%,
ona f(z)+ f(—z) = f(0) = 0,dou f{—x) = —f(x) . Enfin, on raisonne par récurrence
sur n.lecas n = 0 est f(0) =0.si flnz) = nf(z),alors

flln+l)z) = finz) + flzr) = (n+1) f(z) .ponc f(0) = 0, [ estimpaire et

flnz) = n f(r) pourtout n € IN.

2. Soit g € IN* . La question 1 appliquée a = = 1/q et ™ = ¢ donne
g f(1/q) = f{1) = a,donc f(1/q) = a/g.Soitalors © = p/g,avec p € £ .Si
p=20, fip/e) =p f(1/q) = ap/g.Si p <0, limparité donne
flp/a) = —f(-p/q) = —a(-p)/qg = ap/q . Ainsi f(r) = ar pourtout = € Q.

3. Soit = £ R et {T‘n:l une suite de rationnels de limite & . D'une part,
flry) = ar, — az . Dautrepart, f estcontinueen x,donc f(r,) — flz).Par
unicité de la limite, fl@:l = ax .Réciproquement, & — ax est continue et vérifie
E&l:it? + y:l = ax + avy . Les solutions sont exactement les fonctions linéaires
r—ar, ack.
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Point de méthode : on détermine d'abord la fonction sur une partie dense (ici @), puis la continuité
étend I'égalité a tout [R grace a la caractérisation séquentielle.

Corrigé de I'exercice 11 : Existence de racines par le TVI

1 Oncalcule P(~2) = —32 4641 = 25, P(-) = -1+3+1=3, PO =1,
P(l)=1-341=-1let P(2) =32—-6+1= 27. Lafonction polynéme P est
continue sur R . Elle change de signe sur [—2, —1], sur [0,1] etsur [1,2].D'aprésle
théoréme des valeurs intermédiaires, elle s'annule dans chacun des intervalles ouverts |—2, —1[ ,
10,1[ et ]1,2[ . Ces intervalles sont disjoints, donc les trois racines sont distinctes. Le
polynéme P a au moins trois racines réelles, dans |—2,—1[, ]0,1[ et ], 2[.

La figure ci-dessous confirme cette localisation. On y lit trois racines, proches de —1,32, 0,33 et
1,21,

—2 — P(x)=x>—3x+1
B valeursP(-1)=3,P(0)=1,P(1)=-1
® les trois racines réelles

—4 T T T |I T T T
-1.5 —-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

X




n
2. Soit Q{ﬂi‘) = Z Cr I»‘k,avec v impairet ¢y ?é 0. Quitte a remplacer & par —&}, qui
k=0
a les mémes racines, on suppose ¢y =>0.Pour = ?é 0, on écrit

n—1
Q) =cp ™1+ Z E—i zh—n
k=0

La parenthese tendvers1en —+oo,car k& —n < (0.Comme # estimpair, =" — +oo en

+oo et ™ — —oo en —0o . llexistedonc A >0 telque @(—A)<0<Q(A4).Le
théoréme des valeurs intermédiaires sur [—A, A] conclut. Tout polynéme réel de degré
impair a au moins une racine réelle.

3. Lafonction f:x — 3 + £ — 1 est continue et strictement croissante sur R, comme somme
des fonctions strictement croissantes ¢ — 3 et & — x — 1.Ses limites sont —o< en
—00 et 4o en oo . Parle théoréme de la bijection continue, | est une bijection de R
sur R.Donc 0 a un unique antécédent ¢ .Enfin, f{0) = —1 <0 <1 = f(1}, donc
c € |0,1[ . L'équation £3 + £ —1 = O a une unique solution réelle, située dans

1o, 1] .

Corrigé de I'exercice 12 : Théoreme du point fixe sur un
segment

1. Onpose g{x) = f(xr) — =, continuesur [0,1].Comme f estavaleursdans [0,1],ona
g{0) = f{0) > 0 et g{l) = f(1) —1 < 0.D'apres le théoréme des valeurs intermédiaires,
il existe ¢ € [0,1] telque g{c) = 0.Donc flc) = ¢ : f admet un point fixe.

2. Comme [0,1] C [0, ], le cosinus est décroissant sur [0, 1]. Donc cos([0,1]) = [cos 1, 1].
or 0<1<m/2, donc cosl>>0.Ainsi cos envoie [0,1] dans [0,1], etla question 1
fournit une solution de cos £ = x . Pour l'unicité, A :x — coszx — x eststrictement
décroissante sur [0, 1], comme somme d'une fonction décroissante et d'une fonction strictement
décroissante. Elle s'annule donc au plus une fois. L'équation Cos3 & = I a une unique
solution o dans [0,1],avec o =2 0,739.

Comme le montre la figure ci-dessous, la courbe du cosinus reste dans le carré [[jJ 1]2 . Elle croise donc
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la diagonale ¥ = I, en un seul point.

0.2 7 V. :
/" —— y=cosx sur[0,1]
/' -—— y=Xx
e ® point fixe a=0,739
0.0 A :’ : : . . .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

3. Lafonction f:xz — x/2 estcontinuede 0,1[ dans ]0,1[ .Cependant, f{r) = =
équivauta x = 0, qui n'appartient pas a ]D, 1[ . Le résultat tombe en défaut sans les
extrémités du segment.



Corrigé de I'exercice 13 : Théoreme des cordes horizontales

1. On calcule directement :  g(0) 4+ g(1/2) = f(1/2) — f(0) + F(1) — f(1/2) = f(1) — f(0).
Donc g{0) 4+ ¢(1/2) = 0.

2. Lafonction g est continue sur [D, 1/2], par composition et différence. D'apres la question 1,
g(0) et g{1/2) sont opposés. Ils sont donc nuls tous les deux, ou de signes contraires. Dans les
deux cas, le théoréme des valeurs intermédiaires fournit ¢ € [0,1/2] avec glc) = 0. Ainsi

Fe+1/2) = 10

3. Lespoints k/n,pour 0 < k < n—1,appartiennenta [0,1—1/n].La somme est
télescopique :

n—1
> g,
k=0

Sl

) = :i; LB — s(B) ] = r) - 1) =0

Si tous les termes étaient strictement positifs, la somme le serait aussi ; de méme s'ils étaient tous
strictement négatifs. Donc soit un terme est nul, soit il existe 7 et 7 avec

gn@/ﬂ} <0< gﬂ(j/ﬂ} . Dans le second cas, on applique le théoreme des valeurs
intermédiaires 8 9y, continue, entre z/n et 7/n .llexiste ¢ € [0,1 —1/n] tel que

fe+1/n) = .

4. Notons d(t) la distance parcourue a l'instant t, en heures, avec d(0) = 0 et d(1} = 30,
Onpose f(t) = d(t) —30t, continue sur [0,1],avec f(0) = f(1) = 0 .Pour n = 6,
la question 3 donne ¢ telque fic +1/6) = flc). Autrement dit,

d{c + 1]6) — dl:c:l = 3[]]6 = 5 _Entrelesinstants ¢ et ¢ + 1;/6 heure, soit 10
minutes, le cycliste parcourt exactement 5 km.

Corrigé de I'exercice 14 : Méthode de dichotomie

1. Pour n =0,0na f(0)f(1) = (-1)x1<0et bg—ayg=1.Supposons la propriété
vraieaurang 7. Premiercas: flay,) f(my,) < 0.Alors [a’n+1= bpt1] = [On, Mp] et

fla,1q) f(bat1) € 0. Secondcas: flan) f(my)>0.Aors  f(an) et f(my) sont
non nuls, de méme signe, et ['ﬁ’n+1= bﬂ-l-l] = [mm bn] . On écrit
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f(my) f(by) = flay,) flay) f(by) <0,

car le quotient est strictement positif. Dans les deux cas, la longueur est divisée par 2. Donc
flan) f(by) <0 et b, —a, =2 " pourtout 7.

2. Dans les deux cas, @,41 = @pn et bpy1 < by, car ay, < my < by, . Deplus,
by —a, =2 ' — 0.Lessuites (a,) et (b,) sontadjacentes ; elles convergent
vers une méme limite ¢ € [0, 1].

3. Lafonction f estcontinue en ¢ . Par caractérisation séquentielle, f{an:l — f{r::l et

f(b,) — flc) . Enpassantalalimite dans f{ay) f{by) < O, on obtient f(c}g < 0.
Donc f(c) = 0.

4. 0na my =05 et f(05)=0,125+05-1= —0,375.Comme f(0) f(0,5)>0,0n
obtient [ay,b1] = [0,5;1]. Ensuite, f(0,75) = 0,421875 4 0,75 — 1 = 0,171875 . or
f(0,5) f(0,75) <0, donc [aq, by] = [0,5;0,75] . Enfin,
£(0,625) = 0,244140625 + 0,625 — 1 = —0,130859375 . Comme
f(0,5) f(0,625) >0 ,0ona [ag,b3] = [0,625;0,75]. Pour la précision,
0<c—a, <2 ".0or 2710 =1/1024 <103 ,alorsque 2—¢ = 1/512> 1073,
Dix étapes suffisent: %13 approche ¢ =~ 0,682 & 1p—2 pres.

La figure ci-dessous représente les quatre premiers intervalles emboités. Chacun contient la racine et
mesure la moitié du précédent.



1.0 -

—_ fxX)=x>+x-1
® racinec=0,682

[0, bo]
[a1, b1]
—1.5 [a2, b7]
[a3, b3]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
X

Corrigé de I'exercice 15 : Minorant strictement positif sur un
segment

1. Lafonction f est continue sur le segment [a,b] . D'aprés le théoréme des bornes atteintes, elle
admet un minimum m = f(c),avec ¢ € [a,b]. Comme f(c)>0,ona m > 0.Donc
flz) > m >0 pourtout = € [a,b].

2. Sur ]D, l], la fonction & — 1 est continue et strictement positive. Soit 11 == 0 ; le point
z = min(l, m/2) vérifie = < m/2 <m .Aucun m > 0 ne minore donc cette fonction.
Sur [0, +oo[,lafonction = — e % est continue et strictement positive, mais tend vers 0 en
+oo . Pourtout #m >0,ona e~ T < m désque x > —In m . Le résultat est faux sur
10,1] et sur [0, +co] , qui ne sont pas des segments.

3. Lafonction g — f est continue et strictement positive sur [a, ] . D'apres la question 1, elle est
minorée parunréel o >0.Ainsi g — f > o, c'est-a-dire [ +a < g sur [a,b].
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l'infini

1. Comme f — 4o en +oo,ilexiste Aj telque = = Aj entraine f{z) > f(0)+1.
De méme, il existe Ag telque z < —Ag entraine f{x) > f{0) +1.0n pose
A = max(As, A3, ) > 0_pour [s|> 4, ana f(2) > £0) +1> £,

2. Lafonction f est continue surle segment [—A., A] . Par le théoréme des bornes atteintes, elle
y admet un minimum m = f{c).Comme 0 € [-A, A], ona m < f(0).Pour |z|> A4,
la question 1 donne  f{x) > f(0) > m . Finalement, f(z) > m pourtoutréel =.Donc f
admet un minimum global sur [, atteinten c.

3. Lafonction w:z —+ z2 +sin(3x) estcontinuesur R.Deplus, u(r) > £2 — 1, quitend
vers —o0 en oo . Parcomparaison, u tendvers —+oo en oo . La question 2
s'applique : u admet un minimum sur [.

4. Non. Par exemple, 5 — 12 vérifie les hypotheéses, mais elle n'est pas majorée sur [ .Une

telle fonction n'a pas nécessairement de maximum ; en fait, elle n'en a jamais,
puisqu'elle n'est pas majorée.

Corrigé de I'exercice 17 : Une bijection continue de R sur ]-1,1]

1. Le numérateur & et le dénominateur 1 + |z sontc continus sur R.Deplus, 14|z >1>0
. Par quotient, f est continue. Enfin, fl-z) = 1_|_ 2] = —f(z) . La fonction f est

continue et impaire.

1 : ,
2. Pour £ >0, flzr)= 1-|-_:r = —11+—$ , strictement croissante sur [0, +oo[ . Pour
< B B _ . o .
<0, flz) 1_ 1_$ = —1+47=,-0r 1—x eststrictement décroissante et strictement
positive, donc 1—5 °st strictement croissante sur ] o0, EI] Enfin,si £ <0 < vy, alors

flz) <0 < f(y) . Ainsi [ est strictement croissante sur F.

— 1 .

3. En +oo, flr)=1- 1_|_$ — 1.En -0, fl@) = -1+ —1.Lafonction f
est continue et strictement croissante sur l'intervalle [X. D'apres le théoréme de la bijection
continue, f(R) est I'intervalle ouvert de bornes ces deux limites. Donc f réalise une bijection
de R sur |-1,1].



4. Soit y € [0,1[ . Son antécédent =z est positif, puisque f est négative sur |—o0, 0[ .
. . v . ,
L'équation ¥ = H—ia: donne ¥ +¥r = x ,donc T = ﬁ . Soit maintenant
y € |-1,0[ . Son antécédent est négatifet y = ﬁ donne ¥ — YT = I donc
_ ¥ __¥ . .
= Ity Dans les deux cas, £ = 77— [yl Cette expression est continue sur ]—1, 1[ ,
comme quotient de fonctions continues a dénominateur strictement positif. On a

FHy) = 1_y|y| pour y € ]-1,1[ ,et f—! est continue.

Corrigé de l'exercice 18 : Injectivité et stricte monotonie

1. Si f n'est pas strictement croissante, il existe T3 < ¥ avec f(%q) = f{yg}. Par injectivité,
fl::r:gjl ?é fl:yg:l , donc fl::ﬂg:l = f{yg} .De méme, si f n'est pas strictement décroissante,
il existe T <¥q avec flzy) < f{yl} ,donc f(z) < f{yl}. Les quatre points
demandés existent.

2. Pour t & [D, 1],Ie réel :r:{t:l est compris entre £1 et <5, Comme I estun intervalle,
z(t) € I ;demeéme, y(t) € I.Ensuite,

y(t) —z(t) = (1—1')(9’1 — $1) + t(yg — 392)*

Les deux termes sont positifs et I'un au moins est strictement positif, car 1 — £ et £ ne sont pas
nuls simultanément. Donc  z(t) < y(t) pour tout t € [0,1].

3. La fonction ¢ est continue sur [0, 1], comme composée de fonctions affines et de f . De plus,

fP':D:' = f':ylj' - f(ﬂfl) >0 et 953":1:' = f{yg) - f{:r,g} < (0, Par le théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe tp avec @(tg) = 0.Alors flz(tg)) = f(u(tq)) . alors que
£(t) # y(to). Cela contredit linjectivité. Donc | est strictement monotone sur I .

4. Sur [0,2],onpose flxr) =z si z<let flz) =3—xz si z=>1.sur [O1, f
est injective, d'image [0, 1[.Sur [1, 2], elle est injective, d'image [1, 2]. Ces images sont
disjointes, donc  f estinjective. Pourtant f{0) = 0 < f(1) = 2 et f(I) = 2> f(2) = 1.
Cette fonction injective, discontinue en 1, n'est pas monotone.

5. La fonction = — 1/:1: est continue et injective sur [R*. Cependant,

fl-1) = -1 < f{1) = 1,tandisque f(1) = 1> f(2) = 1/2.Elle n'est pas monotone
sur ¥, qui n'est pas un intervalle.
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Corrigé de I'exercice 19 : Continuité uniforme du carré et de la

racine

1. On pose yn:n+%et Yn = ™ pour n = 1. Alors x, —vy :%—H].Pourtant,

n
,:r;% — y% =2+ # > 2.Avec & = 2 ,aucun § ne convient: il suffit de prendre 7 tel

que 1/n <4 .Donc 1 —3 2 n'est pas uniformément continue sur R.

La figure ci-dessous explique ce phénoméne. Trois intervalles de méme longueur 0,4 ont des images de
plus en plus longues : 0,56, puis 2,16, puis 3,68 . Un méme § ne peut donc pas convenir partout.

X (trois intervalles de méme longueur 0,4)

2. Pour =,y € [-R,R],ona |52 —y? = |z +uvy||z -yl £ 2R |z — vyl . La fonction est
donc 2R -lipschitzienne sur [—F, RB].Soit £ 0 ;lechoix & = ﬁ convient. Le carré
est uniformément continu sur [—FR, R].



3. Soit 0 < vy < x.0n développe :
(W+E=9) =y +(c—y)+2/yle—y) =z +2/y(z—y) > =

Les deux membres sont positifs, donc la croissance de la racine donne ¥ + T — 4§ = VT .

Ainsi 0 < .z — .y < JT — 7. Par symétrie des roles, |vZ — y7| < \/|z—v| pour tous
z,y = 0,

4.5t e>0et §=¢2.5i o,y >0e |z—y|<d,alors |.x—. .y <VE =¢.la
racine carrée est uniformément continue sur [0, +cof .

Corrigé de I'exercice 20 : Fonctions lipschitziennes

1. Soit f K -lipschitziennesur I et €>0.Si k = 0, f estconstanteettout & convient.
Sinon,onpose & =& /k.Pour |z —y|<d,ona |flz)— fly)| < ké = & .Toute
fonction lipschitzienne est uniformément continue.

2. Sur [0,7/2], lafonction () = u —sin u a pourdérivée 1 —cosu > O et vérifie
¥(0) = 0 .Donc sinu < u,cest-a-dire [sinu| < |u|.Si u>m/2, alors
|sin w| < 1< /2 < u. Parimparité, I'inégalité vaut aussi pour w < 0. Ensuite, la formule de
factorisation donne

. . — z
|sin z — sin y| = ‘sm y‘ ‘cos—‘ < 2 | = |z — vyl
Le sinus est 1-lipschitzien sur [.
3. Sur ]0,1], on pose 1et 1 . Alors L 0, mais
- y 4], 0onp Ty = R Yo Tn =Y, = on

yi — %ﬂ = 2n —n = n > 1. Parla caractérisation par les suites, 1/1‘: n'est pas
e

uniformément continue sur |0, 1]. En revanche, pour ,% > 1,o0na

1 1] ==yl
=

r v
]D, 1] , mais elle lI'est sur [l, —|—r:o[ , car 1-lipschitzienne.

< |;[: — y| . La fonction 1/:1:‘ n'est pas uniformément continue sur

4. La racine carrée est continue sur le segment [0, 1] . D'aprés le théoréme de Heine, elle y est
uniformément continue (l'exercice 19 le montre aussi directement). Supposons-la & -lipschitzienne
sur [0,1].Pour 0<z < 1,0naurait -z = |-z —.0| < kx, donc % < Jo . C'est faux
pour x < min(1,1/k?),avec k > 0. La racine est uniformément continue sur [0, 1]
sans y étre lipschitzienne.
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Corrigé de I'exercice 21 : Limite en l'infini et continuité

uniforme

1. Par définition de la limite, il existe A > O telque |f(z) — €| < &/2 pourtout = > A . Pour
z,y = A l'inégalité triangulaire donne

|f(z) = F(y)| < |f(z) =L+ £ = fly)| < e

Le seuil 4 convient.

2. Soit £>0 et A donné parla question 1. La fonction f est continue sur le segment
[0, A+1] . D'aprés le théoréme de Heine, il existe &1 >0 telque |z —y| < &1 entraine
|F(x) — f{y)| £ € surcesegment. Onpose & = min{dy,1).Soit =, ¥ = 0 avec
|z —vy| < é.Si xet ¥ sontdans [0, A+1], la conclusion vientde &1 . Sinon, I'un d'eux
dépasse A +1.Comme |z —vy| < 1, l'autre dépasse A , et la question 1 conclut. Donc  f
est uniformément continue sur [D, —|—r:o[ .

1N T

3. L'arctangente est continue et tend vers /2 en 4oo.Ensuite, x — Ttz est continue sur
(e |ElnT 1 i
[0, +oo[ et vérifie 1tz < Tz Par encadrement, elle tend vers 0 en 400 . La question

2 s'applique aux deux fonctions : elles sont uniformément continues sur [0, +oo .
4. Non. La fonction x — & est 1-lipschitzienne, donc uniformément continue sur [0, +-co[ , mais

elle n'a pas de limite finie en - . Le sinus fournit un autre contre-exemple. La réciproque est
fausse.

Corrigé de l'exercice 22 : Probleme : fonctions continues

périodiques

1. Par définition de la partie entiere, & < /T <k +1.Enmultipliantpar T > 0, on obtient
kT < £ <kT + 7 ,donc = — kT € [0, T[.Ensuite, larelation fiz +T) = f(z)
donne aussi f(x —T) = f(z).Parrécurrence, flx + jT) = f(r) pourtout 7 € Z .En
particulier, f(z) = f(z — kT).



2. Lafonction f est continue sur le segment [D, T] . Par le théoreme des bornes atteintes, il existe
c,d € [0,T] telsque fic) < f(t) < f{d) pourtout t € [0, T].Soit x réel. D'aprés la
question 1, flx) = flx —kT) avec = —kT € [0,T[.Donc flc) < flz) < fld).

Ainsi | est bornée sur [ ety atteint son minimum en ¢ et son maximumen .

3. Soit £ 0. Le théoréme de Heine sur [0, 277] fournit &g >0 adaptéa € sur ce segment.
Onpose ¢ = min{bg,T) . Soit £ <y avec y—z <& ,et kK = E(z/T).0nnote
o=z —kTe[0,T[et v =y —kT . Aors z/ <y/ <2/ +T <27, donc
zf,y! € [0,27] .Deplus, |2/ —y!| = |z —y| < &p. Par périodicité,
|f(x) — fly)| = |Ff(=") — f(y")| < € .Donc [ est uniformément continue sur R.

4, Soit x réel. Lasuite T, = T 4 nd' tendvers —4oo . Par caractérisation séquentielle,
flzy) = £.0r f{z,) = f(z) pourtout 7, donc cette suite constante tend vers  f{x) .
Par unicité de la limite, f{z) = £ .La fonction [ est constante, égalea #.

5. Soit & réel. Pourtout n, f(r) = flzxr +nT) > —g(zxr + nT) .Quand n — +oo,
z +nT — +co ,donc g{zr + nT') — O par caractérisation séquentielle. En passant & la
limite dans I'inégalité, f(z) > 0.Donc f > 0 sur R.

1_|_1$2 est continue de
limite0en oo .Si sin 4+ g était positive, la question 5 donnerait sin > 0. Or

6. Premiere méthode : le sinus est continu et 24 -périodique, et g:z —

sin(3w/2) = —1.Seconde méthode : en = = 3 /2, on obtient —1 + m . Cette

quantité est strictement négative, car la fraction est strictement inférieure a 1. La fonction

n'est pas positive sur [X.

a:—>sina:-|—1+1$2

Point de méthode : pour une fonction périodique, on ramene toujours I'étude a une période, sur laquelle
les théoremes des segments s'appliquent. Les suites {:t: + nT} servent ensuite a relier la périodicité au
comportement en oo .

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loinen L1

e Le cours : limites et continuité, cours de maths en L1
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