Cours de maths en terminale

Les limites et les asymptotes

QVGIe

l.Limite d’une fonction en l'infini

Dans toute cette partie, Cr désigne la courbe représentative de la fonction f dans un repére quelconque
du plan.

1. Limite finie en l'infini

Soit f une fonction définie au moins sur un intervalle de R du type Ja ; +00].
La fonction f a pour limite £ en +o0 si tout intervalle ouvert contenant £ contient toutes les

valeurs de f (x) pour x assez grand. On note alors : mar}£%+oo f(z) =1

EXEMPLE :

1 1

Soit f la fonction définie sur J0; +oofpar f () = —+ 1.Ona lim (—+1) =1
X xarrow +o0o

En effet, I'inverse de x se rapproche de 0 a mesure que x augmente.

Soit un intervalle ouvert | tel que 1 € I. Alors, f (x) sera toujours dans | pour x assez grand.
Graphiquement, aussi étroite que soit une bande parallele a la droite d’équationy = 1 et qui la
contient, il existe toujours une valeur de x au dela de laquelle C’f ne sort plus de cette bande.
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Asymptote horizontale.
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La droite d’équation y = { est asymptote horizontale a C' en 400 si mr}lgl%o f(z) =1

REMARQUE :

On définit de facon analogue xar}(i)gl—oo f(x) =1 qui caractérise une asymptote horizontale a C'y en
—oo d'équationy = £.

EXEMPLE :

1 1
Onavuprécédemmentque lim (—+1) = 1 Onaaussi lim (—-+1) =1
xarrow +o0o I rarrow —oo I

Donc, la droite d’équation y = 1 est asymptote horizontale a la courbe C'r en +00 et en —o0 .

Propriété (admise) : limites finies des fonctions usuelles en £

Soit n un entier naturel non nul.

) 1 . 1 .
lm —= Ilim —=0e lim — =0.
Tarrow 400 \/5 zarrow +oo zarrow —oo "




Il. Limite infinie en l’'infini

La fonction f a pour limite +00 en +00 si tout intervalle de R du type ]a ; +oo[ contient

toutes les valeurs de f (x) pour x assez grand. On note alors : lim f (fE) = +oQ,
xarrow +oo

EXEMPLE :

Soit f la fonction racine carrée. Ona__ lim \/5 = +00,
xarrow +oo

En effet, v/ devient aussi grand que I'on veut & mesure que x augmente.

Soit un intervalle ouvert I =|a ; +ool. Alors, f (x) sera toujours dans | pour x assez grand.
Graphiquement, si on considere le demi-plan supérieur de frontiere une droite d'équation

y = a, il existe toujours une valeur de a au-dela de laquelle C'f ne sort plus de ce demi-plan.
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Propriété (admise) : limites infinies des fonctions usuelles en +

Soit n un entier naturel non nul.
lim ox= lim 2" = +ocoet
xarrow +oo xarrow +oo

lim 2" =0 (400 si npair; —oo si nimpair).
xarrow —oo
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2. Limite infinie en un réel

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert de R du type |zo — &; zo[ ou |zg ; xo + €.
La fonction f a pour limite +o0c en Zo si tout intervalle de R du type ] A ; +00] contient toutes

. lim r) = 400
les valeurs de f (x) pour x assez proche de Zo. On note alors : 1ML 0 f () .

Définition : asymptote verticale.

La droite d’équation T = Zo est asymptote verticale a Cf si lim  f(z) = +oogy

xarrow xo
lim f(z) = —oc
xarrow xo

Propriété (admise) : limites finies des fonctions usuelles en 0.

Soit n un entier naturel non nul.

. ) 1 1
lim —— = lim — =+ocet lim — =0(4o0 sinpair; —oosi nimpair).
zarrow 0t \/5 zarrow 0t T zarrow 0+ T

I1l. Opérations sur les limites.

Propriété : limite d’'une somme, d’un produit et d'un quotient de deux fonctions.




m Limite d"une somme : m Limite d"un produit : m Limite d"un quotient :

f g | f+g flglfg f g | f/g
14 I e+ ¢ ¢ ¢ e ¢ 040 | /¢
14 00 o0 f#0 | 00 | o0 10 0 00
+oo | 40 +00 00 00 | o0 4 00 0
—00 | —00 | —o0 0 oo | 277 0 0 2?27
+o0 | —o0 | 2?72 00 o | 77?

te d’une fonction composée

1. Fonction composée

Définition :

<—

-5 = -

Soit f une fonction définie sur E et a valeurs dans F, et soit g une fonction définie sur F.
La composée de f suivie de g est la fonction notée g o f définie surEpargo f (x) = g( f (x)).

REMARQUE :

Il ne faut pas confondre g o f et fo g qui sont, en général, différentes.

2. Théoreme de composition des limites

Théoréme :

Soit h la composée de la fonction f suivie de g et a, b et c trois réels ou + oc.

si_ lim f(z) =bet lim g(z) =calors lim h(x) = c
rarrow a xarrow b xarrow a

V. Limites et comparaison

1. Théoreme de comparaison

Théoréme :
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Soit f et g deux fonctions telles que f(x) < g(x) sur un intervalle |a ; +oo[ de R.

o lim ) = oo lim o) = o lim gle) = o0 lim f(x) = o

Soit f et ¢ deux fonctions telles que f(x) < g(x) sur un intervalle | — co; B[ de R.

B lim f(x)=+co= lm g(x)=+co. m lim g(x)=—co= lm f(x)=—co.

Soit f et g deux fonctions telles que f(x) < g(x) sur un intervalle |a ; B[ de Retxy €]a; B[.

") =tes mel) =t o i sk) = e s i [ = e

2. Théoreme d’encadrement dit « des gendarmes » ou « sandwich ».

Théoréme :

Soit deux réels a et { et trois fonctions f, g et h telles que, pour x > a,ona f () < g(x) < h(x)

s lm  f(@)= lim  h(z)=laos lim g(z) =1

rarrow +o0o Tarrow +o0o xarrow +o0o

REMARQUE :

On a, comme pour le théoréme de comparaison précédent, deux théoremes
analogues lorsque x tend vers —oc et lorsque x tend vers un réel Zo.

EXEMPLE :
Détermi i3 limit de f () T CoST
- r) = —
éterminons la limite en —oo de 2 T

La limite de cos x en —o0 est indéterminée. Donc celle de f (x) aussi.
Cependant pour tout x réel strictement négatif, —1 < cosx < ldoncx < xcosz < —u.
Et en divisant membre & membre par 2 4+ 1 > 0ona:

T

T T COS T —
x24+1 7 2241 7 2241

1
Pourxz € R™

5172—{—1:;1;4-%'

x . —T

1 .
r, i = n lim ———= im ———=0
0 xar}éfurjl_ooflf-i- T oo donc zarrow —oo 2 + 1 zarrow —oo 2 + 1
. N ) T cosx
Donc, d'aprés le théoréme des gendarmes, lim  ——— =0,
zarrow —oco x4 + 1
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