Corrigés des exercices de maths spé

Isométries vectorielles

Corrigé de I'exercice 1 : Représentation de formes linéaires

1. La base canonique est orthonormée. Les coordonnées de @ sont donc les images des vecteurs de
base: ®(e;) = 2, @leg) = =1, @(eq) = 3. Ainsi a = (2,-1,3).

2. Oncherche & = o+ 3 X telque {a, P) = P(0) pourtout P € Ri[X]. Par linéarité,
il suffit de le vérifier sur labase (1, X').Pour P = 1, on obtient

1
f{o:—i—,ﬁt} dt:a+§:1.Pour P = X , on obtient

1

f {o{ t+ 8 t?} df = % + g — [ . La seconde équation donne 5 — _? . En reportant,
0
—¥ _|_§ = _g — ]1,donc 8 = —6 et & = 4.Le vecteur cherché est
1
a = 4 — 62X . Vérification : f@_@t} dt =4 -3 =1 et
0

1
f(-&t—ﬁt?} dt =2-2=0.
0

3.0na tr{AM) = tr((ATjT M) = ( AT M ). Par unicité du vecteur représentant, %
est représentée par 5 — AT

4. Supposons qu'untel A existe. Pour P = X A,ona P(0) = 0, donc
1
fﬁ A{t}g dt = 0.Llafonction ¢ — % A{t}g est continue et positive sur [0, 1],

0
d'intégrale nulle : elle est donc nulle sur [0, 1] . Ainsi A s'annule sur |0, 1], qui est infini, donc

A = 0. Mais alors, avec P = 1,onobtient 1 = P(0) = 0, ce qui est absurde. Aucun
polynome ne représente ¥ sur IR[X] . Le théoréme de représentation utilise donc vraiment
la dimension finie.
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Corrigé de I'exercice 2 : Calcul d'adjoints dans des bases

orthonormées ou nhon

1. La base canonique est orthonormée pour le produit scalaire canonique. La matrice de i est

1 2 0 1 0 3
A= ? -1 ,donc cellede wu*est AT = ? 0 . Ainsi
3 0 1 0 -1 Is
W,y 2) = (@ £ 3,
2T + Y,
1_y+z:|

2. L'application est bilinéaire et symétrique. De plus, < T, T > = 2:1:% + :t‘:% = [0, avec égalité si
et seulementsi x = 0. C'est donc un produit scalaire. En revanche, |n=:*1|2 = 2 ?é 1 :la base
canonique est orthogonale mais pas orthonormée.

3. On calcule ( ’t&{ﬂ?}, Yy ) = 2(35‘1 + 332:' Yy + 4 Yo = 2 ¥ + =, I:Eyl + yg:' .On
cherche & I'écrire 2 1 21 + Tq Zq :il suffit de prendre %1 = ¥ et Zg = 2y, + Yq. Par

(Y Yg) =

,Eyf _:’y;il} ( 1" sa matrice canonique est ([l"-,ll'aj.?'?] %%{? ,}) , alors que la

transposée de celle de u vaut ([Hra@r?] } ﬁ ?,}) Elles different, car la base n'est pas

unicité,

orthonormée. On retrouve d'ailleurs la formule §—1 AT § avec S = diag(2,1).

4. Posons &) = éel et €5 = €5 Alors |gl|3 — % =1, |£2|2 =1 et (51,52) =0
B = (El, EE} est orthonormée. Ensuite, u{ﬁl} = gy et
u(ey) = ey teg = V2 &) + &5 Deméme, u(e;) = %(1, 2) =6 +V2eg, et
U*{EQ} = &5 . Donc

Matg/(u) = (é \/1? ):, Matg/(u*) = (\/r? [1))

La seconde matrice est bien la transposée de la premiére.

Point de méthode : avant de transposer une matrice pour obtenir un adjoint, vérifiez toujours que la
base est orthonormée pour le produit scalaire considéré.



Corrigé de I'exercice 3 : Adjoints sur un espace de matrices

1. Pour M, N quelconques, { AM, N = tr(M7T AT N) = { M, AT N ). Ensuite,
par invariance de la trace par permutation circulaire,
(MB,NY = t(BT MT N) = tr(MT N BT) = { M, N BT ) . Ainsi
u*(N) = AT N et v*(N)= N BT,

2.0na { MT N = tr{MN). De méme,
(M,NTY = tr(MT NT) = tz((WM)T) = tr(INM) = tr(MN) . Donc
w* = w. Parailleurs, {tr(M) I, N ) = tr(M) tr(IV), expression symétrique en
M et IN.Donc w* = w et ¥ = ¢.

3.0na 12 = jd,donc w estunesymétrie. Or w* — aw, donc d'aprés le cours 1 estune
symétrie orthogonale. Ses sous-espaces ker(w —id) = S,(R) et ker{w +1d) = A,(R)
sont donc orthogonaux. Par conséquent, M, (K) = S, (R) @ .A,,(R) avec une somme
orthogonale.

4. % estune isométrie si et seulementsi u* oy = id ,soit AT A A — AF pourtout A

.Enprenant M = I, onobtient 421 4 = I, , etlaréciproque est immédiate. Donc U
est une isométrie si et seulementsi A £ O, (R).

Corrigé de I'exercice 4 : Propriétés générales de l'adjoint

1. Par définition de I'adjoint, { w*(u(z)), z ) = {ulz), u(z)) = |u|:;t::||2 . D'abord,
ker u C ker(wu* o wu) estévident. Inversement, si u*(u(z)) = 0, alors |u{;t:}|2 =0,
donc z € ker u .Ainsi ker{u* ou) = ker u , etle théoréme du rang donne
rg(u*owu) = n —dimkeru = rgfu) .

2. Onatoujours Im{u*owu) C Im u* . Deplus, rg{u*) = rg{u), puisqu'en base
orthonormée les matrices sont transposées. D'apres la question 1, les deux sous-espaces ont donc
la méme dimension. Par inclusion et égalité des dimensions, Im{u* o u) = Im u®.

3. Posons © = u — A 1d g . Par linéarité de I'adjonction, v* = w* — A 1d g . Le cours donne
ker v¥ = {Im ,U}J_ , ce qui est 'égalité demandée. En passant aux dimensions,
dim ker{u* — A id) = n —rglu — A id) = dim ker(u — X id) . Donc } est valeur

propre de u si et seulement si elle I'est de 1;*, avec des sous-espaces propres de
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méme dimension.

4. 0na u(z,y) =0 y =0,donc keru = Vect(e;).Lamatricede  est
([."-,Il'aj.?'?] 8 g 1[] ,}) ,donc u*(z,y) = (0, z) et ker u* = Vect(e,). Les deux noyaux,
sous-espaces propres pour la valeur propre 0, sont distincts : seules les dimensions

coincident en général. On vérifie au passage que ker u* = (Im u:lJ‘ = Vect(el:lJ‘ .

Corrigé de I'exercice 5 : Plans stables par un endomorphisme
de l'espace

1. Si F' eststable par 1, le cours montre que F-L est stable par +*. Réciproquement, si F-L
est stable par wu*, le méme résultat appliqué a «* montre que {FJ-}J- — J est stable par
(u*}* — w . D'ou I'équivalence.

2. ona PL = Vect{n}. D'apres la question 1, P est stable par % si et seulement si
Vect{n} est stable par w*. Or une droite est stable si et seulement si elle est engendrée par un
vecteur propre. Donc P est stable par u si et seulementsi 7. est vecteur propre de
T

1 00
3. En base canonique, w* a pour matrice AT = % 2{ g ),triangulaire de valeurs propres

1,2,3 . Pour X = 1,lesystéme {AT—IB)X = (0 donne = +y = 0 et
£+y+2z=0,dnc ny = (1,10 .Pour % =2, onobtient x =0 et
r+y+z=0/dnc ny=(0,1,-1) . Pour X = 3,onobtient = = 0 et
z —y = 0, donc Mg = {D, 0, 1:1. Les valeurs propres sont simples, donc il n'y a pas d'autre
direction propre. Les plans stables sont exactement = —y =0, v —z = 0 et
Afg,a,¢c) = (2a + ¢,
z = 0 . Vérification sur le premier : ,2a + ¢, a bien deux premieres
30)
coordonnées égales.

4. Les droites stables par % sont engendrées par les vecteurs propres de A . On trouve
ker(A — I'3) = Vect(1,0,0), ker(A —2I3) = Vect(l,1,0) et
ker(A —3I3) = Vect(1,1,1). Ensuite, Vect((1,0,0), (1,1,0)) estleplan z = 0.De
méme, Vect((1,0,0),(1,1,1)) estleplan ¥ = Z,et Vect((1,1,0), (1,1,1)) estle plan
I = U .O0n retrouve bien les trois plans stables de la question 3.



Corrigé de I'exercice 6 : Reconnaitre une matrice orthogonale

cos% —sin%
1. Lamatrice Ay s'écrit | | }3 & cos§ = R(%) . Elle est orthogonale, de
SIN™ 57—
E
déterminant 1 : c'est la rotation d'angle 7 En revanche, la premiére colonne de A% a pour
norme V2 ?‘3 1.Donc Ag n'est pas orthogonale ; en fait Ag = V2 H(—T_,_l—r) est une
similitude.

1 1 s
2. Les colonnes df Aq sont E{l’ 1) et E(l’ —1) :elles s;:nt unitaires et orthogonales. De plus,
det A3 = E{_l —1) = —1.0Onreconnait Az = 5(@) , qui est une réflexion. Son axe est

la droite d'angle polaire % On le retrouve en résolvant A3 X = X :la premiére ligne donne

(% —1)z +%y = 0,s0it ¥ = (V2 —1)z.L'axe est dirigé par (1,v2 —1), et
ta,n% = V2 —1 confirme I'angle %T La figure ci-dessous montre que €1 et A3 €y sont

symétriques par rapport a cet axe.

1.5 _ i
— axe de A3 : droite d'angle n/8
---- droite des vecteurs changés en leur opposé
\\‘ e2
10 7] \\‘ ‘
\ Ase;

~1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
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3. Les colonnes de A4 sont €75 €35 €1 : elles forment une base orthonormée, donc
A4 € O3(R) . Son déterminant est la signature du 3-cycle, soit 1 . C'est donc une rotation.
L'équation Agq X = X sécrit (z,z,y) = (z,y,2),s0it T =Y = Z :l'axe est
Vect(1,1,1) . Ensuite, tr A4 = 0 = 14 2cosf, donc cosf = _L Enfin, avec

2
& = (11111} et Jél“éﬁl = Eq,

1 1
det(a, ey, eq) = %% [1) =1>0,

0

donc gind >0. A4 estla rotation d'axe orienté par (1,1,1) et d'angle %‘T

4. Les deux premiéres colonnes de A ont pour produit scalaire %(2 424 4} = g ?é . Donc
Ac n'est pas orthogonale, bien que ses colonnes soient unitaires.

Corrigé de l'exercice 7 : Inégalités sur les matrices

orthogonales
v
1. Lacolonne 7 de A estunitaire: Z oy = 1 . Chaque terme est donc majoré par 1. Ainsi
=1
la. | <1
%7

2. Par l'inégalité triangulaire et la question 1, |1:r A| < Z |a’z’z’| s n .Si tr 4 = n ,alors
1
chaque %;;, quiestauplus 1,vautexactement 1.Lacolonne 3 estalors unitaire avec un

coefficient diagonal égal a 1 : ses autres coefficients sont nuls. Donc  tr 4 = n siet
seulementsi A4 = 1,

UT AU = Za
E!_‘?

3. Ona 4 . Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, [UT(AU)| < U] |AU].

Or A conserve lanorme, donc |AU| = || = v7 . Ainsi Zaﬁﬂ" sn
41
4. Pour chaque colonne 7, I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée & ':|f351j,'|:- c |anj|:' et

211/2
(1,... 1) donne Z |“13'j'| <V (Z a@') [* = m . En sommant sur les 7 colonnes, on
% %



obtient Z |aéj| < nim .
L1

5. Si A esttriangulaire supérieure et inversible, son inverse est aussi triangulaire supérieure. Or
A—1 — AT esttriangulaire inférieure. Donc A7, puis A , est diagonale. Enfin, les colonnes
.5 €; sont unitaires, donc E&gé = 1.Ainsi A =diag(*+1,...,£1).

Point de méthode : la question 5 est le point clé de I'unicité dans la décomposition QR : deux
décompositions ne different que par une matrice diagonale de signes.

Corrigé de l'exercice 8 : Caractérisations des isométries

1. Par l'identité de polarisation et la linéarité de u :

(ule), u(y)) = §ljulz + 9)I* = [u(@) = w@)) = 50z + y1? = 22 = y2).
Ce dernier terme vaut { =, ¥ ), donc U conserve le produit scalaire.

2. On développe le carré en utilisant la conservation du produit scalaire par f :

flz+y)—fl@) = F))* =z +y2+w?+y? Aoty o) —2(c+yy)+2{z,y)
=|(:L'+y)—x—y|2=0

En effet, les deux lignes s'obtiennent par le méme développement, I'une avec |, 'autre sans. De
méme, |f(A2) - XA f@* = Mz -Xxzl =0.Ansi flz+y) = flo) + Fy) et
flhz) = A f{z). Donc [ est linéaire, et elle conserve lanorme: [ € O(F).

3. Ona |g(x)| = 1z1 1€l = 1z1. Cependant, pour = # O,
g(—z) = 1zie = g(x) ?é —g(z) . Donc g conserve la norme sans étre linéaire :

I'nypothése de linéarité est indispensable dans la définition.

4. Non. Par exemple, % = 21id g conserve I'orthogonalité, puisque ( 2z, 2y ) = 4{ =,y ).
Pourtant |u(z)| = 2iz1, donc wu n'est pas une isométrie.
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corriaé de I ice 9 : Proiection ef strie ortl |

sur un plan

1. Levecteur n = (1,1,1) estnormala P et m2 = 3.Avec NN lacolonnede 7,0na
N INT — 7, lamatrice dont tous les coefficients valent 1 . Donc p=T3— % J et

s=2p-I3=1I3-37T:
2 =2
1 2)

o 1 —1 1 —
Mat(p) = l(_l 9 _1) Mat(s) = —( -9 —
(P) =3 B (s) =3 5 9 1

2. Pour = = (1,2,3),0na (x,n)=6.Ansi plr)= 1?—%“ = (=1,0,1) et
s(z) =z —4n = (-3,-2,-1).ponc p(1,2,3) = (-1,0,1) et
5(1,2,3) = (-3, -2, —1).0On vérifie que p(r) € P etque p(x) estle milieude z et

s(z) .

3. La projection sur {3} a pour matrice % 4, donc S = % J — I'3.0n obtient
-1

2 2
Mat(s ;) = %( 2 EJ = —Mat(s).

4. Laréflexion s apour déterminant —1.Ensuite, detsp = det{—s) = {—1}3 dets = 1.
Ainsi =3 est une rotation : c'est le retournement d'axe I, c'est-a-dire la rotation
d'angle 7 autourde .

Corrigé de I'exercice 10 : Identifier une réflexion de I'espace

Lo | P

1. La matrice est symétrique : Mip = Moy = —%, Mg = Moy = g Moq = Moy =
Les colonnes {1, —4,8), (—4,7 4), (8,4,1) onttoutes pour carré de norme 81 . Leurs
produits scalaires valent —4 — 28 +32 =0, B—-16+8 =0et —-32428+4 =0.
Aprés division par 9, les colonnes sont orthonormées, donc M € Q3(R) . Par suite,

M2 =MTM=1I5.

2. L'endomorphisme associé vérifie g2 — jd et 5 est une isométrie : c'est une symétrie

orthogonale. Ses valeurs propres sont 1 et —1, de multiplicités P et §,avec p+g = 3.

Or trM:#:l:p—q.DonC p = 2 et g = 1. C'est une réflexion, par

rapport a un plan.



-8 -4 8

3.0na 9(M —I3) = (—4 44 ) . Toutes les lignes sont proportionnelles & (2,1, —2) .
g8 4 -8

Le plan de la réflexion a pour équation 2r 4+ vy — 2z = 0,

T 4 2 -4
4. Avec N = (2,1,-2)* ;ona NT v =get NNT =2 1 —42 . Donc

-4 -2
9 T 1 1 -4 8
I3 —s NN+t =35 -4 7 4 ] Onretrouve exactement Mf .
’ g a1

Corrigé de I'exercice 11 : Réflexion échangeant deux vecteurs

1. Par bilinéarité et symétrie, (o —b,a +b) = @2 — B> = 0.Donc a +bec H.

2. Par définition, s{a —b) = —(a — b) et, d'aprésla question 1, s{a + b) = a + b . On écrit
a = %{a +b) + %{a — b) . Par linéarité, s(a) = %{a +b) — %{a —b) = b. De méme,
s(b) = a.

3.0na ja1 = bl =3et a—b=1(-222) = 2(-11,1). On peut prendre
n = (-1,1,1), avec n2 = 3.Llaformule Ig— % N NT donne

1 2 2
2

Matl) =35 11

D=

1+4+4

Vérification : la premiére ligne appliquée a @ donne 3

— 3, les deux autres
donnent [ :on a bien Sl:a:l = b,

4. Laréflexion o deplan z = 0 fixe b = (3,0,0) ; sa matrice est diag(1,1, —1). Posons
7 =0 o0s. Aors r{@) = o(b) =bet detr = (-1)(—1) = 1. On obtient la rotation

1 2 2
T de matrice % 2 1 -2 ) . Elle n'est pas unique : on peut la composer a droite par

n‘importe quelle rotation d'axe Vect{a) .
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Corrigé de l'exercice 12 : Calculs dans le groupe O 2(R)

1. Notons €y = cost et Sp = sind Par produit matriciel et formules d'addition :

CnCwp — 84 8 Cn8p+ 85C
R(O)S(2) = (5o 0 4005, et h et e, ] = 56 +e)

\tta?] €# T CaSsp S Sp\vaniz] T e o

De méme, S{@) R({®) a pour premiére colonne
(cpcyg+sp sy,

S Cg — Cip Sg) = (cos(p — 6),sinfp — )
S{p — 8).Enfin, S{) S(1) a pour premiére colonne (cos(p — 1), sin(p — 10)) et pour

déterminant 1.C'estdonc F{p — ).

Son déterminant vaut —1, donc c'est

2. On calcule  S{p) (cos%: sin%) = (cos(p — %), sin{gp — %}) = (-::os%! sin%) . De plus,
S{gﬂ} est symétrique orthogonale de déterminant —1 : c'est une réflexion. Son axe est la
droite dirigée par (cosgl sing) .

3. Avec s = S(p) et r = H(f),onobtient S(@) B{P) S(p) = S{p — 8) S(p) = R(-0)
.Ainsi 5 o1 os = r—1 :conjuguer une rotation par une réflexion change son angle en
I'opposé.

4. Comme S(p)% = I, légalite R{E) = s S@P) équivauta s = RE) S) = SO + )
.Laréflexion s = S(8 + 1)) existe et elle est unique. Géométriquement, les axes de 5 et
de .5'{'-:,1’):1 ont pour angles 6 —Ig_ L et % lIs font donc un angle g : composer deux réflexions

d'axes faisant un angle < donne la rotation d'angle 2¢ , comme le montre la figure ci-dessous.




1.5
S(o)
0.5 -
-y
0.0 e
_---'; ####### /
- /
/
, /
" /
,
—0.5 - K¢
’
’ /
4
oy
»
;e
~1.0{/Z__ axe de 5(¢) (angle pr2) |
--- axe de 5(¢) (angle ¢/2)
15 -10 -05 00 05 1.0 1.5

5.5 M = R(f) , alors R{@)S(p) = SO+ ¢ et S(p)RO) = S(p—10).Légalité
impose 28 € 2w Z ,donc M = £ 1Iq.5i M = S(p),alors S) S(p) = R{p — @)
et S{p) S(¥) = Rlp — 1) . L'égalité impose 2(1) — ) € 27 ,donc ¥ = @ ou

1 = ¢ 4 7 modulo 2 . Les matrices cherchées sont Iy, —Iq, .S'I:(p:l et
S{p 4 m) = —S5(i) . La derniére est la réflexion d'axe perpendiculaire a celui de  S{i).

Corrigé de l'exercice 13 : Rotations du plan et nombres

complexes

1. Pour z = = +1y,ona et z = (zrcosf — ysinf) + #(zsind + ycosd). La matrice dans
labase (1,%) estdonc R({P).Ensuite, <& est bien définie, car gt# détermine § modulo
241 . Elle transforme produit en composée, puisque » _y %8 o28’ , estla composée des deux
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multiplications. Elle est surjective d'aprés la description de  §C(R). Enfin, R({@) = Iq impose
et — 1.Donc & est unisomorphisme de groupes.

: : - : 5(3 —4e) 3 — 44
e — g _ 5 . . 1
2. Oncherche g1 telque e {3 —+ 43} 5.Donc gif — 714 = 7E &_ g
qui est bien de module 1 . La rotation cherchée a pour matrice %([l"-,.aaj?'?] 5;4 8% 3) .
1
Vérification : 502 +16,

—12 +12) = (5,0)

3. Pour 7 = R(f),ona r® = R(66).Donc r6 — id sietseulementsi 68 ¢ 2uZ . Ce
sont les six rotations R(%‘T) , 0 <k <5, imagespar < des racines sixiemes de I'unité.

4. La matrice de passage de I:El, Eg] a {Eg, El) est P = ([Eray?]?gsé ,}) = S(%)
orthogonale et égale & son inverse. D'aprés I'exercice 12, P R({#) P = R({—0) . Dans la base

indirecte (€5, 1), la matrice de la rotation est R(—0).

Corrigé de I'exercice 14 : Orientation et bases directes

1. Le déterminant dans la base canonique vaut

[%) El) @ll) =1-(1-0)=0+41-(1-0)=2>0.

La base est directe.

2.0na ((1,2,0),(2,-1,0)) = 2 —2 = 0, et les deux vecteurs sont orthogonaux & €3.Le
déterminant vaut {1-(-1)—2-2)-1 = —5 < 0 :la base orthogonale est indirecte. On
normalise les deux premiers vecteurs, de norme /§, et on change le signe du troisieme. La base

(%{1, 2,0}, %{2, ~1,0), (0,0, —1)) est orthonormée directe.

3. Par définition du déterminant, dEt{Egﬂ): € ()’ Eg(gj} = &(o) dEt':"fl: Eon 5’3:' = ¢(0) . La
base est directe si et seulement si (o) = 1, c'est-a-dire si ¢ est paire. Par exemple,
(EE, €q, El} est directe, mais ':EE! €1 EB} est indirecte.

1+4+4

4, Les vecteurs % et % sont unitaires, car 5

i+4—4
9

= 1, et orthogonaux, car

— (0. 0n calcule



Donc = — %(—2] 2, —1} . Ce vecteur est unitaire et orthogonal a u et . Enfin,
det(u, v, w) = {u Awv,w) = ;w2 = 10, donc la base orthonormée  (u, v, w) est

directe.

Corrigé de l'exercice 15 : Axe et angle d'une rotation de

l'espace

1. Les colonnes de 9Mf sont (1,8, —4), (—4,4,7) et (8,1,4),decarrédenorme 81.
Leurs produits scalaires valent —4 + 32 — 28 =0, 848 —-16 = 0 et
—32+4 428 = 0.Donc M € O3(R) . Ensuite, en développant selon la premiére ligne,
det(OM) =1-9+4-3648-72 = 729 = 92  Ainsi det M = 1 et
M c SGB(E}.

-8 -4 B
2. 0na (M —1I3)= ( g - 1 ) de rang 2 car les deux premiéres lignes ne sont pas
-4 7 -5
proportionnelles. Le vecteur (1, 2,2) annule chaque ligne: —8 —8 +16 = 0,
8-104+2=0, —44+14—-10=0.L'axeest [} = Ve-:t{l, 2, 2:1 , orienté par

k=3(1,2,2).
3.0na tr Af = # =1 =14 2cosf ,donc cosd = 0. Pourle signe, on prend
T =6 ,avec Me = é{l, 8, —4) . En développant selon la deuxiéme colonne :
1 1 1
det(k, ey, Me,) = 5 2 g =& (1) (-8 -16) =2 >0.
2 0 -4

Donc sind > 0 . La rotation a pour angle & = % autour de I'axe orienté par [ .
4. Le vecteur E‘i est unitaire et <Ei! ﬁ;) = # — [ . Ensuite,
35 =k A Ei = %(6! 3,—6) = %{2, 1, —2). Ce vecteur est unitaire et orthogonal a ket Ei
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. De plus, det{ei, en, k) = det(k, el ef) = |.r5*5|2 = 1 : la base est directe. On vérifie que

M E:1 = ?{18! 9, —18) = Eé , ce qui confirme ['angle % . La matrice réduite est
([]j 0 1 ) , et M4 = IS pUique R(%)% e RI:E"."T:I — IE . La ﬁgure ci-dessous

montre I'orbite de €7 : quatre points sur un cercle centré sur l'axe.

axe (1, 2, 2)

Meq

Corrigé de I'exercice 16 : Rotation d'axe et d'angle donnés

1. Posons ¥ = © — { &,k ) k ,orthogonal & k.Comme (k) =k, ona
) = (z,k)k +r(y).Si v =0, alors = estcolinéaired k, kA x =0,etla



formule donne bien 7{x) = % . Sinon, posons &, = % et €y = k A €. Ce vecteur est
unitaire, orthogonala % eta &j . De plus, dEt(El, € k)= (kA €11 En » = 1> 0. Ainsi
(€1,€5, k) est orthonormée directe, et 7(g;) = cosf g + sind &, . Par linéarité,
r{y) = cosf y +sinf k Ay . Enfin, KAy =kAx car k Ak = 0.On obtient
r(r) = {(x,k)k +cosb (x —{x, k) k) +sind k A =, qui est la formule annoncée.

":-_]

. 1
: smS:f,et (el,k>k:%{1,1,1).Deplus, kAhe =501, -1).

[

el cosf = —
Donc

r(e,) = —5(1,0,0) +

.

B0

(1,1,1) + 3(0,1, =1) = (0,1,0) = e,.

Ol

Le méme calcul, avec &k A ey = %{—1, 0,1}, donne T(EE} = &g . Par permutation

001
circulaire des coordonnées, ?‘{EB} = €1 .La matrice de T est (%] 0 8),c'est-é-dire la
matrice 4.4 de I'exercice 6.
. Pour 8 = 1, laformule devient 7{x) = —z + 2{ x, k } k . Matriciellement,

r=2K KT -I;= % J —Iq3,00 J estlamatrice rempliede 1 .Le retournement a

-1 2 2
pour matrice %( % X 2 1) , ce qui redonne la symétrie = de l'exercice 9.
—=

Corrigé de l'exercice 17 : Nature d'isométries de l'espace

. Les colonnesde IV{ sont —€g5 —€3; —€j, etcellesde N5 sont €71 €15 —€3 : ce sont des

bases orthonormées. Pour IN'3, les colonnes (2,1,2), (1,2, -2), (2,-2, —1) ont pour

carré de norme 9 et des produits scalairesnuls: 242 -4 =0, 4 -2 -2 =10,
2—442 =0 .Ensuite, N7 = —A4,donc det V| = (—1)3-1 — —1.Pour INg,

'échange de deux vecteurs et le signe de €3 donnent det Ng = (—1){—1) = 1. Enfin,
det W3 = —1, comme le confirmera la question 3.

IN 5 est orthogonale et symétrique : c'est une symétrie orthogonale. Son déterminant vaut 1 et
satrace —1, donc ses valeurs propres sont 1, =1, =1 . Le systtme N7 X = X donne
Y =Tet z=0. INj estleretournement d'axe Vect(l, 1, 0}.

IV 7 est orthogonale et symétrique, de trace % — 1. Ses valeurs propres sont donc
-1 1 2
1,1, =1 : c'est une réflexion, de déterminant —1.0na 3{INg3—I3) = ( % —21 —% ) :

dont les lignes sont proportionnelles a {1, -1, —2} . IN 7 est la réflexion par rapport au plan
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r —y —2z = 0.0n vérifie que N3 (1, -1, —E}T = (-1,1, E}T -
4. 0na —IN1 = A4, larotation d'axe D orienté par (1,1, 1) etd'angle %T
Notons Sp laréflexiondeplan P — 3L et S leretournementd'axe I'.Sur I,
Spip = —id,etsur P, spsp = —1d aussi : donc —Iq = Sp @55 . Ainsi
Ny=spo (S_D oAg).or s © A4 estlarotationdaxe D etdangle

a -+ am = _TB_T .De plus, P commute avec toute rotation d'axe I, car les deux stabilisent

3
D et P .Donc IV estlacomposée commutative de la rotation d'axe orienté par

(1,1,1) et d'angle —% avec la réflexion de plan = + y + z = 0. Dans une base

(exercice 6).

orthonormée directe (&1, €5, k) avec k = %{1, 1,1}, sa forme réduite est

1 73
3 ?l 0

o && 0
0&0

e

& —1

Controle : latrace vaut 0 = tr N7 .

Corrigé de I'exercice 18 : Réduction d'une matrice de

permutation

1. Les colonnesde P sont E51€3: €45 €1 : elles forment une base orthonormée, donc
P € 04(R) . Le déterminant est la signature du 4-cycle, qui est {—1}3 . Ainsi

det P = —1.

2. Ona U(Ty, T, Tq,Ty) = (T4, T1, To, T4) . L'équation u(r) = £ donne
Ly = Ty = Tg = L4 Léquation ufr) = —x donne Ty = —T1, L3 = —Tj et
T4 = —T3.Donc ker{u —id) = Vect(1,1,1,1} et
ker(u +1d) = Vect(l, -1, 1, -1).

3. Lasomme (3 de ces deux droites est stable par u.Comme % est uneisométrie, F — (3L
est stable par . Les équationsde F' sont £y + Lo+ Tyt T, = 0O et

_ e r = . — - = — — L
et fg = FI:EE — 34} : c'est une base orthonormée de F' . Ensuite,

u(fi) = mleg—eq) = fyet ulfy) = %{53 —e;) = —f;Larestrictionde  a
F' est la rotation d'angle % dans la base {fl, fgjl .



4. On prend pour €} la matrice dont les colonnes sont %{1] 1,1, 1:1 ) %(1] -1, 1, —1:1, fl et fg.
Ces quatre vecteurs forment une base orthonormée, donc & € C4(R) . On obtient
P=0QD QT avec [ = dia,g(l, -1, R(%D.On retrouve det I} = —1 . Enfin,

D% = diag(l,1, R(27)) = T4, donc P% = D%QT = I4.

Corrigé de I'exercice 19 : Sous-espaces stables d'une rotation

1. Les valeurs propres réelles d'une isométrie valent = 1. Dans une base orthonormée directe
adaptée, 7 apour matrice diag(R(f), 1), de polyndme caractéristique
(X - 1) {XE — 2cosf X + 1) . Le second facteur a un discriminant  4cos28 — 4 < 0, car
g ¢ 74 . La seule valeur propre réelle est 1, de sous-espace propre I} :laseule
droite stable est I'axe 1.

2. Soit P un plan stable par 7.Comme 7 estuneisométrie, P-L eststable par 7. C'est une

droite stable, donc Pl — j3 d'aprés la question 1. Réciproquement, 3L est stable, puisque

D lest. Le seul plan stable est 3L, et les sous-espaces stables sont {0}, D', L et
E.

3. Pour § = qr, la matrice réduite est diag({—1, —1, 1} . Les droites stables sont engendrées par
des vecteurs propres : ce sont I} et toutes les droites de 3L . Unplan P est stable si et
seulement si pP-L est une droite stable. Les plans stables sont donc 3L et tous les plans
contenant 7).

Point de méthode : pour une isométrie, trouver les plans stables revient a trouver les droites stables,
grace a la stabilité de I'orthogonal.

Corrigé de I'exercice 20 : Projecteurs orthogonaux et adjoint

1. Soient « € Im pet vy € ker p.Comme P estun projecteur, z = p(z) . Donc
(z,y)=(p)y)=(zp0"(y)) = (z,p(y)) = 0.Ainsi kerp L Imp.

2. Supposons ker p L Im p.Pour =,y € E  onécrit v = ply) + (v — p(y)), avec
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y — p(y) € ker p.Donc { p{z), v ) = { p(z), p(v) ). Cette expression est symétrique en
ret ¥, dou {plx),v)=1 {z, ply) ) et p* = p.Deplus, lethéoréme de Pythagore

domne 1zi2 = |p(@)|? + |z — p(x)|?. Donc p* = p et |p(x)| < 1z,

3. Pourtoutréel t,ona p{r +ty) = x,donc
T2 < |z +ty2 = 2?2 4+ 28z, y ) + 12y Ainsi 28 7,y ) +121y12 = 0 pour
tout t.Pour £>>0,ondivisepar t etonfaittendre t vers 0 : {x,y ) > 0.Pour
t <0, onobtientde méme {z,v) < 0.Donc {z,y) =0 et P estun projecteur
orthogonal. En conclusion, pour un projecteur, les trois propriétés « orthogonal », « p*¥ = p » et
« |p(x)] < 1z1 » sont équivalentes.

4. D'apres la question2, p* = pet g* =g .Alors gop =g*op* = (po q}* =0.

Ensuite, gp + q)g = pd 4+ pg+gp+g2 = p+g.donc P+ g estun projecteur. Enfin,
{p + q} = p + g . D'apreés la question 1, P + g est un projecteur orthogonal.

Corrigé de I'exercice 21 : Matrices orthogonales a coefficients

entiers

1. Une colonne d'une matrice orthogonale est unitaire : la somme des carrés de ses coefficients vaut
1 . Ce sont des entiers, donc leurs carrés sont des entiers positifs. Un seul coefficient vaut
4+ 1, les autres sont nuls : la colonne est + €L .

2. Ecrivons la colonne 7 sous la forme + Eg(j) . Deux colonnes distinctes sont orthogonales, donc
o(5) + o(5') pour 5 £ 7' Ainsi & est injective, donc c'est une permutation.
Réciproquement, une telle matrice a des colonnes orthonormées. lly a n! choixde ¢ et 9™
choix de signes. Donc card O, (Z) = 2" nl.

3.0na I, € @,{Z). Le produit de deux matrices a coefficients entiers est a coefficients entiers.
Enfin, I'inverse d'une matrice orthogonale est sa transposée, qui reste a coefficients entiers. Donc
Q,,(Z) est un sous-groupe de O, (R).

4. Soit A = diag(—1,1,...,1) € O,(Z)  Lapplication A — A A est une bijection de
Gn{z) sur lui-méme, car elle est involutive. Elle change le signe du déterminant. Elle échange
donc les matrices de déterminant 1 et celles de déterminant —1.llya 97—1 4,1 matrices
dans On(Z)N SO,(R),soit 4 x 6 = 24 pour n = 3. Ce sont les rotations qui
conservent le cube [—1, 1]3 .



Corrigé de I'exercice 22 : Transformée de Cayley

1. Leréel x T 4 X estégalasatransposée XTI AT ¥ — —xT 4 X, doncil est nul. Soit
X telque (I, 4+ A)X = 0.Alors
0=XT(7,+A) X =XTX 4+ XTAX = |X2,donc X = 0.Ainsi
I, 4+ A estinversible.

2. Les matrices Iy — A et I, + A commutent, car leur produit vaut I, — A2 dans les deux
ordres. En multipliant (I, — A)(I, + A) = (I, + A)(F,, — A} & gauche et a droite par
(I, + A}_l ,on obtient que I — A commuteavec (I, + A}_l . Ensuite,
oT = ({Iﬂ + A}_I)T{Iﬂ — A}T = (I, - A}_I(Iﬂ + A, car AT — _ 4. Par
conséquent,

QTQZ (In_A)71(In‘l'A)(In_A)(In‘l'A)il=(In_A)il(In_A)(In'i'A)(In'FA)il=Iw

Ici £, — A estinversible, par la question 1 appliquée a I'antisymétrique — A . Donc
Q € 0,(R).

3. 0na det(l, — A) = det{(I,, — 4)T) = det(I, + A),donc det @ = 1.Ensuite,
QAT =(Tpn—A)+ (I, + AT+ A =2(I, + AL, quiestinversible.
Ainsi @ € SO,(R) et —1 n'est pas valeur propre de (.

_ 1
s ona (Ip+4)t= tz([yaay?] L&t 1) et Tg— A = ([may?] &t ) Donc

_ 1 1&¢t V2 _ 1 (1—t22¢
@ = 1+t2(“aayﬂ-—t851) '_11+t2( —2t 1-at9)

1 — t2

Posons o — arctan t.Les formules de I'arc moitié donnent cos 20 = et

1+t
littﬂ .Donc & = R{—2arctant).Quand t décrit R,I'angle

—2Zarctan t décrit ]—?r, “rr[ . On obtient ainsi toutes les rotations du plan sauf —Jf73, comme
I'illustre la figure ci-dessous.

sin 2o =
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A — B(t) = —2arctant -
---- @==m:Jamals atteint
/2 A
0
t=1: rotation d'angle —n/p
—1/2
_n— ————————————————————————————————————————————————————————————
8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
t

Corrigé de I'exercice 23 : Probleme, décomposition des
isométries en réflexions

1. Comme u estune isométrie, |u(z)| = 1z1, et u(z)£ = :laréflexion s existe. Alors
v(z) = s(u(z)) = = .Ensuite, v est une isométrie, composée de deux isométries. Elle
stabilise  Vect(z), donc aussi son orthogonal. Ainsi  v(z) = x et EH — gl eststable
par v.

2. Notons £ la droite orthogonale d K dans H .Ona F = K & £ @ Vect{x), somme de
sous-espaces deux a deux orthogonaux. L'endomorphisme & vaut l'identité sur A & Vect{a:},
qui est un hyperplande & .llvaut —id sur #, quiest orthogonal a cet hyperplan. Donc &

est la réflexion de FE d'hyperplan K & Vect(z).

3. On raisonne par récurrence sur 7. Pour n = 1,ona QO(F) = {id, —id} et —id estla
réflexion d'hyperplan {0}. Supposons le résultat vrai en dimension n —1.Soit u & G[E:l . Si
1w = id , c'est un produit de zéro réflexion. Sinon, on choisit = avec u(z) ?é x, et on reprend
les notations de la question 1. La restriction de v a & est une isométrie de H . Par hypothese
de récurrence, elle s'écrit @1 ©---° 7L avec &k < m — 1 .D'aprés la question2, v et



4.

g190...00% coincidentsur H eten Z,doncsur K .Enfin, 52 = id, donc
u = s50%v Ainsi U = 50771 0...0dL estun produit d'au plus 7 réflexions.

Une réflexion a pour déterminant —1, et le déterminant est multiplicatif: det v = {-1)@ . Soit
T une rotationde R3, 1 % 1d . D'aprés la question 3, 7 estun produitde k& < 3
réflexions. Comme detr = 1, k estpair,donc & € {0,2}.0r k& = 0 donnerait
r = 1d . Donc 7 est la composée de deux réflexions, et jamais d'une ou de trois, pour
des raisons de déterminant.

ona Aalr,y,z) = (2, z,y). Soit 51 laréflexion qui échange les deux premiéres
coordonnées, de plan & = ¥, de vecteur normal 1y = (1, —1,0).soit 39 celle qui échange
les deux derniéres, de plan ¥ = Z, de vecteur normal 7 = (0,1, =1) . Alors

52{3?! iy 3:' = l:5'?:1 ) y}, puis 5]_':3:1 Zy y:' = {z! Ly y:' .Donc A4 = 5157, avec

0 1 0 1 0 0
S5 = %] % 1[] et Sq = 8 [Zi é . Les deux plans contiennent I'axe Vect(1, 1, 1)

. De plus, Cos{ﬂl’ ﬂgj‘ = _T : les normales font un angle %T , donc les plans font un angle

{'13—1- . On retrouve le phénomeéne plan de I'exercice 12 : I'angle de la rotation, %’T , est le double de

I'angle entre les plans.

Le déterminant de —Jf3 vaut —1, donc le nombre j de réflexions est impair, et & < 3.Si

k = 1, —TI3 serait une réflexion et fixerait un plan, alors qu'il ne fixe que 0.Donc %k = 3.
Concrétement, —I13 est le produit des trois réflexionsdeplans r =0, v = U et
z=0.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths spé

Le cours : isométries vectorielles, cours de maths spé
Les énoncés : exercices de maths spé sur isométries vectorielles
A maitriser avant : Polynémes d'endomorphismes et Cayley-Hamilton

Chapitre précédent : Fonctions génératrices
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