Exercices de maths en L2

Isométries et théoreme spectral

Exercice 1 : Reconnaitre des matrices orthogonales

On considere les matrices suivantes :

2 6 3
A:% 3 ) _6:B=([\aay?}1&_1):0=(
6 —3 2 1

OO

oo
OO
S~

1. Montrer que A est orthogonale. Donner 4 —1 sans calcul, puis calculer det A .
2. Lamatrice B est-elle orthogonale ? Déterminer les réels [k tels que kB soit orthogonale.

3. Montrer que (&' estorthogonale, calculer det ' et 2.

2 a
4. Déterminer les réels a, b, ¢ telsque I = % b appartienne 8 SO3(R]} .

b= BO—
I

b

o

Exercice 2 : Adjoint pour un produit scalaire non canonique

onmunit R2 de @lz, y) = 214 Y1 T Tq Yy, Soit u I'endomorphisme de matrice

A= ([\ra};?] é‘%é% ,}) dans la base canonique {El, eg} ,

1. Vérifier que % est un produit scalaire et donner une base orthonormée B’ pour ¥.
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2. Déterminer la matrice & de l'adjoint * (pour %) dans la base canonique, en revenant a la
définition. Contréler le résultat a I'aide de B/ .

3. L'endomorphisme  est-il symétrique pour % ? Déterminer toutes les matrices

M = ([."-,Il'aj.?'?] g’ gj E ,}) dont I'endomorphisme associé est symétrique pour .

Exercice 3 : Noyau et image de l'adjoint

Soit F un espace euclidienet w € L{F).

=

. Montrer que ker{u* ow) = ker u .

N

. Endéduire que rg({u*ow) = rg u,puisque Im{u*owu) = Im u*.

w

. Montrer que F = ker uw & Im u®*, la somme étant orthogonale.

1 1 0
. Application : dans |3 canonique, % a pour matrice A4 = (Ii] 12 11) . Déterminer lker v,

Im u, ker w* et Im w®*, et vérifier les relations d'orthogonalité du cours.

o

Exercice 4 : Adjoints dans l'espace des matrices

onmunit M, (R) duproduit scalaire { X, ¥ % = tr{XT ¥) .onfixe M € M,(R).

1. Déterminer les adjointsde Lps: X — MX etde Rps: X — XM .

2. Montrerque +: X — X1 esta lafois symétrique et orthogonale. En déduire que T est une
symétrie orthogonale, puis que S, (R) et A, (R} sont orthogonaux.

3. Soit adps: X — MX — XM . Montrer que {a,dM)* = ad ;T -



4. Onsuppose M symétrique. Montrer que Im adps est I'orthogonal de I'ensemble des matrices
qui commutent avec M . En déduire que A n'appartientpasa Im adps si M ?‘3 0.

Exercice 5 : Rotation et réflexion du plan

Dans [RZ euclidien canonique, on considére

R=4Naayn1 3824 5 = Y Naayn) 394 ),

=
o=

La figure ci-dessous représente les vecteurs de la base canonique et leurs images par K et 5§ .
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1. Montrer que R et S sontorthogonales et préciser leur nature. On notera 8 € ]D, E—T[ le réel

3 . 4
tel que cosfd = E et sind = £
2. Déterminer I'axe de & :on donnera un vecteur directeur a coordonnées entiéres.
3. Calculer RS et SH etpréciser leur nature et leur axe.

4. Calculer g2 et g2 .

Exercice 6 : Nature de quatre isométries de I'espace

L'espace [R2 est muni de sa structure euclidienne canonique et orienté par la base canonique.
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des endomorphismes de matrices

-1 2 2 1 -2 =2
A=% % , 21;.B=%—2 1 =22

2 2 1
C=1 21 5 =2 D=
—2 1 2 —2 , —2

Al |—
|_'|.
— |
pobS
I
!

1. Traiter A et B, enremarquant qu'elles s'écrivent a I'aide de la matrice J dont tous les
coefficients valent 1.

2. Traiter ' :axe orienté et angle.

3. Traiter I} :onl'écrira comme la composée d'une rotation et d'une réflexion par rapport au plan
orthogonal a I'axe.



Exercice 7 : Matrice d'une rotation donnée par son axe et son angle

Dans R3 euclidien orienté canonique, soit 7 la rotation d'axe dirigé et orienté par w = (1,1, 0},
d'angle % :

1. Al'aide de laformule r{z) = costl £ + (1 —cosf){z,n)n +sind n Az, ol
= % , calculer T“I:Eljl, ’FI:E*E:I, ’FI:EB} . En déduire la matrice A de 1.

2. Vérifier que H est orthogonale, de déterminant 1, et que sa trace est cohérente avec l'angle.

3. Calculer RZ . Reconnaitre I'isométrie obtenue.

Exercice 8 : Composée de deux réflexions de l'espace

Dans [R?3 euclidien canonique, on note 51 la réflexion par rapportauplan P1:z = 0 et %3 la
réflexion par rapport au plan Pq:x = v, représentés sur la figure ci-dessous.
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{z,a)
a2

. Ecrire les matrices de 1 et 59 & l'aide de la formule Sa(x) — -9

. Calculer les matrices de =1 © 57 et =9 © 51, et reconnaitre ces isométries.

. Plus généralement, soient P1 ?é Pq deux plans vectoriels de [R3. Montrer que la composée
des réflexions associées est une rotation d'axe F1 1M1 Pg.

. Réciproquement, soit 7 une rotation d'axe I3} et P un plan contenant I . Montrer que
5p @7 estune réflexion, puis que T est la composée de deux réflexions.



Soit E un espace euclidien.

1. Soit u & D{E} . Montrer que 1 est symétrique si et seulement si i est une symétrie
orthogonale.

2. Soit P un projecteur de & . Montrer que F est une projection orthogonale si et seulement si
P est symétrique.

1 1 1 1
3. Application : montrerque H = % % _11 _11 __1] est la matrice d'une réflexion de R4
1

-1 -1 1
et déterminer I'hyperplan associé.

1. Vérifierque (1,2,1), (1,0,-1) et (1, —1,1) sontdes vecteurs propresde S .

2. En déduire une matrice orthogonale P et une matrice diagonale 17 telles que
S=PDPT.

3. Montrer que S est définie positive. Déterminer le minimumde X1 g X lorsque |X| =1
, et les vecteurs ou il est atteint.

4, Calculer det 5 et g—1.
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Exercice 11 : Matrice symétrique a valeur propre double

1. Montrer que (1,0, —1) et (1,1,1) sont des vecteurs propres de .S pour la méme valeur
propre.

2. Déterminer le spectre de § a l'aide de la trace, puis une base orthonormée de vecteurs propres.
_ T — T
3. Montrerque § = 613 +wvut avec v = (1,-2,1)" .

4. En déduire, pour tout entier % > 1, une expressionde g% enfonctionde f3 etde ¢ T .

Exercice 12 : Matrices définies positives et critere de Sylvester

i
o -1 2
déduire que S est définie positive. Retrouver ce résultat par le critere de Sylvester.

2 -1 0
1. Soit § = (—1 —l) .Ecrire ¥ T § X comme une somme de quatre carrés et en

1 a O
2. Pour a € R ,onpose 5, = (% 1 rir,) . Déterminer les valeurs de @ pour lesquelles
a

S5, est définie positive.

3. Vérifierque (1,0, -1}, (1,v2,1) et (1, —v2, 1) sont vecteurs propres de S . Pour quelles
valeurs de @ la matrice &, est-elle positive ?

4. Montrer qu'une matrice symétrique dont un coefficient diagonal est négatif ou nul n'est pas définie
positive.



On considere ¢4 (%, %) = 5xd —dxy 4 8y? ot g,(z,y) = 22 4 4oy + 42,

1. Ecrire les matrices symétriques 51 et Sn de 91 et 99, puis les diagonaliser dans une base
orthonormée.

2. Déterminer la nature de la courbe qll:d?, y} = 36 et ses demi-axes.
3. Déterminer le maximum et le minimum de 21 sur le cercle unité, et les points oU ils sont atteints.

4. Déterminer la nature de la courbe qg{:ﬂ, y} = 3, ses sommets et ses asymptotes.

Exercice 14 : Matrices de Gram

Soit A € Mpn(R).

1. Montrerque A7 A est symétrique positive et que ker(AT A) = ker A . En déduire que
AT A est définie positive si et seulementsi rg A = n .

2. Montrerque AT A4 et 4 AT ontles mémes valeurs propres non nulles.

1
3. Application: 4 = ( 1’ D) .Calculer AT 4 et 4 A7, leurs spectres et des vecteurs
01

propres.

4. Réciproquement, montrer que toute § € SF(R) sécit § = BT g avec B € M, (R),
etque B estinversiblesi & est définie positive.
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. Diagonaliser & dans une base orthonormée.

2. Déterminer une matrice & symétrique positive telle que R2Z — §.
3. Déterminer toutes les matrices symétriques T tellesque T2 — g .

4. Dans le cas général, soit S € SH(R) et B € ST (R) teleque B2 = § . Montrer que
H laisse stable chague sous-espace propre de 5 , puis que H est unique.

Exercice 16 : Matrices hermitiennes et normales de taille 2

On munit 2 du produit hermitien canonique < XY > = XT Y . Soient

H = ([may?] i&giz) ot IV = ([yaay?] L& 1‘1).

1. Vérifier que H est hermitienne. Déterminer son spectre et une matrice unitaire UJ telle que
[7* EF 17 soit diagonale.

2. Montrer que W est normale, mais ni symétrique ni orthogonale. La diagonaliser dans une base
orthonormée de (2.

3. Montrer que % N est unitaire et vérifier que ses valeurs propres sont de module 1.




Soit & un espace hermitien et % un endomorphisme normalde & : wu u* = w* u.

1. Montrer que |u(x)| = |u*(x)| pourtout z,puisque ker u = ker u*.
2. En déduire que, pourtout A € €, ker(u — X id) = ker(u* — X id).

3. Montrer que deux sous-espaces propres de u associés a des valeurs propres distinctes sont
orthogonaux.

4. Montrer que Im u = (ker u}J‘, puis que ker u< = ker wu-

5. Déterminer toutes les matrices réelles M = ([l"-,ll'aj.i"?] S gj; ,}) telles que

MMT = M7 Ar.

Exercice 18 : Transformation de Cayley

Soit A € M, (R} antisymétrique: AT — _ 4.

1. Montrerque X1 A4 X — ) pourtout X ,puisque I, + A et I, — A sontinversibles.

2. Onpose @ = (I, —A)(I,+ A)_l .Montrerque Iy, — A et (I, + A:,—l
commutent, puis que &} est orthogonale.

3. Montrer que det @ = 1 etque —1 n'est pas valeur propre de & .

4, Réciproquement, soit &} £ Dn{lﬁ} dont —1 n'est pas valeur propre. Montrer que
A={T,-Q)(I,+ Q}_l est antisymétrique et que @ = (F, — A)(I, + A}_l ,

5. Cas n = 2 :pour A = ([l"-,la,aj.i"?] g ﬁ;[j_t ) , calculer & . Quelles rotations obtient-on ?
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Exercice 19 : Décomposition polaire d'une matrice inversible

Soit A € GL,(R).

1. Montrerque AT A est symétrique définie positive.

2. Soit S l'unique matrice symétrique définie positive telle que §2 — AT A . Montrer que
O — A §—1 estorthogonale. On obtient ainsi A = 45 .

3. Montrer l'unicité du couple (2, §) € O, (R) x ST T(R) telque A = OS .

4, Application: A = ([Hary?] 2_}&‘%1_2) . Déterminer § et (2 (on pourra utiliser I'exercice

15). Interpréter la figure ci-dessous, qui montre I'image du cercle unité par A , et donner les demi-
axes de I'ellipse obtenue.



3 -
A
2 €1
A
11 €2 .
0 >
—1 A \
—7 -
— cercle unité
—3 - —— image par A
-3 -2 -1 0 1 2 3

Soit S5 € &,(R) devaleurspropres A1 < Ag < ... < A, . Pour X ?é 0, on pose

XTsXx
psX) =" 5

1. Montrer que A1 < PSI:X) < Ay, avec égalité a droite si et seulement si X est vecteur

propre associé 8 Ay . En déduire An = |ﬁa§1XT SX et M= IXHIIE IXT 5X
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|4 3]
2. Pour A € M, (R),onpose A= SUP 5T wMontrerque Al = yE, ol H estla

X+£0

plus grande valeur proprede AT A .

3. Montrer que si S est symétrique, alors 51 = mﬁa&: |Aql

4. Calculer |A| pour A = ([l"-,ll'aj.?'?] é%;ll’}) et un vecteur unitaire X tel que
|AX| = |A|. Comparer avec mazx |}l| pour les valeurs propres  de A4 .

5. Soient 5,7 € Sﬂ{lﬁj avec T' positive. Montrer que la plus grande valeur propre de 5 + I'
est supérieure ou égale a cellede 5 , et de méme pour les plus petites.

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en L2

e Le cours : isométries et théoreme spectral, cours de maths en L2
o A maftriser avant : Produit scalaire et espaces euclidiens, Valeurs propres et diagonalisation
e Chapitre précédent : Produit scalaire et espaces euclidiens

¢ Chapitre suivant : Séries de Fourier

¢ Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3


https://mathovore.fr/isometries-theoreme-spectral-corrige-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/isometries-theoreme-spectral-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/espaces-prehilbertiens-euclidiens-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/valeurs-propres-diagonalisation-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/espaces-prehilbertiens-euclidiens-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/series-fourier-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/qcm-maths-l2
https://mathovore.fr/licence-l2-maths-cours-exercices-corriges
https://mathovore.fr/licence-cours-maths
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