Corrigés des exercices de maths en L2

Isométries et théoreme spectral

Corrigé de I'exercice 1 : Reconnaitre des matrices orthogonales

1. Les colonnesde 74 sont ¢; = (2,3,6), cq = (6,2,-3) et cq = (3, -6, 2). D'abord,
|,:1|2 = 4 4+9436 = 49 et de méme |c2|2 = |r:3|2 = 49 | Ensuite,
¢l cy=124+6-18=10, c;-cq=6—18+12 =0 ¢
Cnrtq =18 —12—-6 = 0, Lescolonnesde A forment donc une base orthonormée : A
est orthogonale et

2 3 6
ATl =aAT =16 | -
3 —6 2,2

Par développement selon la premiére ligne,

det(7A) = 2(4 —18) —6(6 + 36) + 3(—9 — 12) = —28 — 252 — 63 = —343.

Comme det(74) = 73 det A = 343 det A, onobtient det d — —1 .

2. Les colonnes (1,1} et (—1,1) de B sontorthogonales, mais de norme 3. En effet,
BT B = 215.Donc B n'est pas orthogonale. Ensuite, {kB)T{kB} — 9j2 Ig, qui
vaut g sietseulementsi k = =+ %

3. Lescolonnesde (& sont €5, €3 et €1 :elles forment une base orthonormée, donc ' est

orthogonale. En développant selon la premiere ligne,
det C = (+1) x det([l"-,ll'aj.?'?] 1[:]%{? ,}) = 1.Parailleurs, € eq =¢e,, Ceg =ceqet
Ceq = ey . Ainsi 3 fixe chaque vecteur debase: det C = 1 et C3 = I3.

4. Les deux premieres colonnes « — %{1] 2, 2} et v = %{2] 1, —2} sont unitaires, car
14+ 4+ 4 = 3 .Denplus, elles sont orthogonales: 2 + 2 —4 = 0 . La troisi€me colonne
doit étre unitaire et orthogonalea w et % :c'estdonc 4+ A w.Or

(1,2,2)A(2,1,-2) = (—4—2, 442 1—4)=(—6,6,—3),
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donc u A v = 5(—6,6,—3) = 5(=2,2,—1) . Enfin, det(u,v,u Av) = luAvl =1,
tandis que le choix opposé donne —1. Par conséquent, l:r:&, b, C:I = {—2, 2, —1} :

Corrigé de I'exercice 2 : Adjoint pour un produit scalaire non

canonique

1. Laforme ¢ est bilinéaire et symétrique. De plus, fp{:ﬂ, :]:‘:l = 21?% + :]3% = [, avec égalité si et
seulementsi 1 = (0. C'est donc un produit scalaire. Comme f,fJ{El, Eljl = 2,

gp{eg, eg} =1 et (,EJI:E‘]_, eg} = 0,lafamile B’ = (% €1 E‘E) est orthonormée pour
.

2. Notons G = diag(2,1) la matrice de Gram, de sorte que ¢(x, %) = XT G ¥ . D'une part,
elu(z),y) = XT AT G Y .Dautrepart, @(r, u*(y)) = XT G BY . L'égalité pour
tous X, Y équivauta AT G =G B .donca B = G—1 AT z.0Oncalcule

AT G = (D y GGt G g 1) = (Dweon§ g g3} 8= (N2 ] )(nweon G 50) = (eavli 5 )

Contrélons avec ' . La matrice de passage est P = diag{%! 1} , donc

Al =p-lap= (D]o 2\3@ ) .Comme g’ est orthonormée, la matrice de ;* dans B/

est A/ 7T .Enrevenant ala base canonique,

PAT p—1 = (2(} /3 g ) ([l"-,ll'a,j,i"?] 14‘%:[]3 ,}) . On retrouve bien

- (355,

3. Comme B ?é A |t n'est pas symétrique pour . Plus généralement, I'endomorphisme de
matrice M est symétrique si et seulementsi AF7T G = (& M, C'est-a-diresi G est une

matrice symétrique. Or GM = ([Har 7] ga&%% ) La condition s'écrit donc ¢ = 2b :les
, . &b )
matrices cherchées sont les ([Eaa;.r.] ob & d )

Point de méthode : dans une base qui n'est pas orthonormée, la matrice de I'adjoint n'est pas la
transposée ; il faut passer par la matrice de Gram.



Corrigé de I'exercice 3 : Noyau et image de I'adjoint

1. D'abord, ker w C ker{u®* w) estimmédiat. Réciproquement, si w* u(zx) = 0, alors

u(z)|* = (u(e), u(z)) = (¢, u* u(z)) = 0.

Donc u{x) = 0 .Ansi ker{u* u) = ker u .

2. Parlethéoréme durang, rg{u*u) = n —dimker(u*u) = n —dimkeru =rg u .
Deplus, Im{w*uw) C Im u* et rg u* = rg u . Les deux espaces ont donc la méme
dimension, d'ot Im{u* u) = Im u*.

3. D'aprés le cours, Im u* = {ker u}J—. or E=Fg F-L pour tout sous-espace F' . Par
conséquent & = ker uw @ Im u*, somme orthogonale.

4, lesysttme AX =0 sécrit +v =0, v+ z = 0, latroisiéme équation étant la
somme des deux premiéres. Donc ker u = R(1, —1,1) et rg w = 2. Ensuite, la troisitme
colonne (0, 1,1} est la différence des deux premiéres. Ainsi Im uw = Vect({1,0,1), (1,1, 2},
plan de vecteur normal (1,0, 1) A (1,1,2) = (-1, —1,1) . Parailleurs, AT X —= Q s'écrit

r+z=0, 4+y+2z=0, y+2z=0,dou kerwu* = R(1,1, —1).Enfin,
Im u* estengendrée parleslignes (1,1,0) et (0,1,1) de A, quisontorthogonales a
(1, —1,1) . En résumé :

keru=R(1,-1,1), Imu:ox+y—2=0, keru*=R(1,1,-1), Imu*:z —y + 2 = 0.

On vérifie bien que ker u* = I:Im u:]J‘ et Tm u* = I:ker ’r_,r,:lJ‘.

Corrigé de I'exercice 4 : Adjoints dans l'espace des matrices

1. Pour X, Y quelconques, { MX, Y} = tr(XT MTY) = (X, MT ¥ ). Deméme,
gracea tr(PQ) = tr(QF),

(XM, Y)=tr(MT XTY)=te(XTY M) = (X, Y MT).

Par unicité de I'adjoint, Lj,ir = L7 et Rj@ = Ay 7.
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2.

4.

D'une part, ¢ xT v » = tr(XY"). D'autre part,
(X, YT> = tr(x7T YT} = tr((YX)T) = te(YX) = tr(X¥) .Donc 7% = 7.

T 2
Ensuite, X | Z £jz |X] , donc 7T est orthogonale. Par conséquent

72 =7t =1id: ’T est une symétrie. Ses sous-espaces propres ker(r —id) = S,(R)
et ker(r +1id) = A, (R} sontorthogonaux, car T est symétrique. Ainsi 7 est la
symétrie orthogonale par rapporta S,(R),et S,(R) L A, (R).

Comme adps = Lps — B s et que l'adjoint est linéaire, (adM}* = Ly —ERp7.0n
obtient {a,dM}* = ad 7 -

Si M est symétrique, alors adjps est symétrique. D'aprés le cours,
Im adjs = (ker a,dif}J- = (ker a,dM}J- .0r ker adjps estexactement I'ensemble
C(M) des matrices qui commutent avec A4 .Donc Im adjs = C(M)L. Enfin,
MeCM)et (MM)=IM2>0s M 0. Pparconséquent M ¢ C(M)T :
M n'est pas dans I'image de ad jr .

Corrigé de I'exercice 5 : Rotation et réflexion du plan

. Les colonnes de & sont %{3] 4:1 et %(—4 3:1 : elles sont unitaires, car 9 + 16 = 25 , et

9+ 16

orthogonales, car —12 + 12 = 0 .Deplus, det B = g = 1.Ainsi H = Hp estla
rotation d'angle & .De méme, les colonnes de S sont orthonormées et
det § = % — —]1.Donc & = 53 estune réflexion.
. L'axede Sg estdirigé par {cosgi 51“2:‘ Or cosﬁ = w = % et Smgg — % avec

g € ]D,é[ Donc {cosgﬂ smg} 5{2, 1) . Vérification :

S@) =t6+48-3)= (1) et S(1,-2) =:(3-84+6) = —(],~2) . Laxe
de S est R(2,1).

Un calcul direct donne

RS =35(15 1312 1616 ) =95(24 77) SR=2(%

Ce résultat est conforme aux formules Hg Sp = Sqgp et Sp Hp = Sp.Ainsi RS estla
réflexion d'axe R{cosd, sinf) = R(3,4) ; on vérifie que
RS(3,4) = 25{’?5 100) = (3,4). Desoncété, SH est laréflexion d'axe Req.La



composition n'est donc pas commutative.

4. Ontrouve R2 = Rygg = %(Jgjg :,?‘i),rotation d'angle 26, et S§2 = Iy, comme pour

toute réflexion.

La figure ci-dessous montre les deux axes obtenus. On y voit aussi que 5(82) est le symétrique de ©7q
par rapport a l'axe  R(2,1) .

—1.0 - - —— axedeS: R(2,1)
— axedeRe°S: R(3,4)

~1.0  -05 0.0 0.5 1.0
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1. Onremarque que 4 = %,}' —Jfg et B =17- %J = —A .Lamatrice J vérifie
J(1,1, 1}T = 3(1,1, 1}T ets'annulesurleplan ff:xz + 4 + z = 0. Par conséquent, A
fixe (1,1,1) etvaut —id sur IT,quiestorthogonala (1,1,1}). Dans une base orthonormée
adaptée, A apour matrice diag(l, —1, =1} . Ainsi A est le retournement (rotation
d'angle 7)d'axe R(1,1,1).Deméme, B vaut —lsur {1,1,1)et 1 sur IT : B est
la réflexion par rapport au plan = + % + z = 0. On retrouve dailleurs la formule

2
s¢ = Ig——~5aal avec a =(L11).

2. Les colonnes de 3C sont (2, —1,—2), (2,2, 1) et (1, -2, 2}, toutes de norme 3. Leurs
produits scalairesvalent 4 —2 —2 =0, 242—-4 =0e 2—-4+4+2 =10.Donc
est orthogonale. Ensuite,

det(3C)=2(4+2)—-2(—-2—-4)+1(-14+4) =27,

donc det ¢ = 1: C estune rotation. Cherchons I'axe. Le systtme (3C —3I3)X =0
donne —z + 2y +2z=0e —xr —vy—2% = 0 Ensoustrayant, 3y + 3z = 0, donc
Y = —Z ,puis £ = —z.Llaxeestdirig¢par w = (1,1, =1} ; on vérifie que
Cw = %':3: 3, _3:' — w.Puis tr C =2 =1+42cosf ,dot cosd = %.Enﬁn,
prenons = = (1, 1,0}, orthogonal & w .Onobtient Cx = (0, —1, —1}, puis

1 0 1
det($,0x,w)=‘—1 -, 1‘=1><(1+1)+1><(1—0)=3>0‘
0 -1 -1

Donc sinf >0 et C est la rotation d'axe orienté par (1,1, —1) etd'angle 3.Le
produit scalaire { z, Cz ) = 1 = 1712 cosf confirme ce résultat.

La figure ci-dessous représente cette rotation. Le vecteur & et sonimage 'z sont dans le plan
N kil
orthogonal a I'axe, et forment un angle de 3 -



[ 1.5

axe Rw, w=A1-1, J—/,;H"x
. ' 1.0

3. Lescolonnesde 3D sont (—2,1 -2), (-2,-2,1) et (1,—2,—2),denorme 3.Leurs
produits scalairesvalent 4 —2 -2 =0, —-2—-2+4+4 =0et —-2+4+4 -2 = 0.Donc
I} est orthogonale. Ensuite,

det(3D) = —2(4 4+ 2) +2(—=2 — 4) + 1(1 — 4) = —27,

donc det I3 = —1.D'apres le cours, il existe une base orthonormée directe {El, Eny 63} dans
laquelle la matrice de I est g[j R[??]ﬁ') , en écriture par blocs. Or
T ;
D({1,1, 0" = (-1,-1,-1)
tr D = —2 = —1 4+ 2cosf, d'ol cosd = —%.Avec z = (1,-1,0), on trouve
Dz = (0,1, -1) et

,donc on prend €1 colinéairea w = (1,1,1}. Puis

det(z, Dz, w) = —1 1

=1x(14+1)+1x(1-0)=3>0.
0o -11
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%’T .Finalement, I = ro0s = s o r,ou T estlarotation

d'axe orienté par (1,1,1) d'angle %‘T et 5 la réflexion par rapport au plan

r+y+z=0,

Donc sinfd >0 et 8 =

Point de méthode : pour une isométrie de déterminant —1, on cherche I'axe dans ker(A + I3) et
I'on utilise tr 4 = —1 4+ 2cosd .

Corrigé de I'exercice 7 : Matrice d'une rotation donnée par son
axe et son angle

Ll n= %{1, 1,0) et & = 7, donclaformule devient 7(z) = {z,n)n+n Az .Pour
fl.ona {e;,n)n = %{1,1,0} et nhe = %{D,D, —1) . Pour €3,0na
(epn)n = %(1,1,[]} et nhey = %{D,D,l}.Enﬁn, (egn) =0 et
nheg = %{1, —1, 0) . On obtient

[ 1 1 V2 )
T
k=|3 35 —-%
R
—7 9 »

Les colonnes de fi sont T(El}, T‘I:E*E:l, TI:EB:I ci-dessus.

2. Chaque colonne a pour carré de norme % + % + % =1 (ou % + % pour la troisieme). Les
i - 1.1 15 2_2_ Vi 2
produits scalaires valent Z —+ z—5 = a, z — 4 — 0 et 3~ 4 = 0.Donc H est

orthogonale. En développant selon la troisieme ligne,

det R = —Zx () —%x(-%)=}+i=1

Enfin, tr A =1=1+ Ecos% . Tout est cohérent.

3. Le calcul ligne par colonne donne



—

R? =
~1

Du
OO =

Par exemple, le coefficient (1,1} vaut % + % —% — 0 etle coefficient (3,3) vaut
—% — % + 0 = —1. Cette matrice est symétrique, orthogonale et de déterminant 1 . Elle fixe

(1,1, 0) et change en leur opposé (1, —1,0) et €3. R2 est le retournement d'axe
IR{l, 1, EI} , ce qui est logique : deux quarts de tour font un demi-tour.

Corrigé de I'exercice 8 : Composée de deux réflexions de
l'espace

1. Pour P71, unvecteurnormalest %3 = €1 ,donc 3y = f3—2e¢y E%ﬂ = diag(-1,1,1).
Pour Pg, unvecteur normalest @y = (1, 1,0}, avec |f3&2|2 = 2. Ainsi

1 —1 0 01 0
sqa=1Ia—a,ad =Ta—|—=1 1 0 =<1 )
277372 TS 0 00 99

La réflexion <7 échange les deux premiéres coordonnées.

2. On obtient

33—[1)618 33—01
P20 0 1) "t o

OO

0
0
1

51 © 55 est la rotation d'axe 'z orienté par £3 et d'angle E—T ; 55 @51 estsa
réciproque, d'angle —E—T . On remarque que I'angle entre les plans vaut g soit la moitié de

I'angle de la rotation.

3. Posons f = 54 © 5q. D'abord, f est une isométrie de déterminant (—1}2 — 1 ,doncune
rotation. Ensuite, £ = P71 M Pq est une droite, car les plans sont distincts. Chaque vecteur de

I estfixé par 51 etpar %9,doncpar f.Deplus, f ?é id :sinon 5y = 55 1 = Sq , et
les plans F; = ker{ﬂﬁ- - id:l seraient égaux. Or une rotation différente de l'identité fixe
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exactement les vecteurs de son axe. Donc f est une rotation d'axe i1 Pq,

4, Posons 9 = Sp ©7T  (C'est une isométrie de déterminant —1 qui fixe chaque vecteur de I,
car D C P .Parconséquent, T laisse stablele plan j3-L .Sarestriciona j3L estune
isométrie plane de déterminant —1, c'est-a-dire une réflexion d'axe une droite I, — DL . Ainsi

g fixeleplan @ = D @ L etvaut —id surladroite @L: 9 = 5Q estune
réflexion. Enfin, comme S?P = 1d,onobtient " = P °35g.

Corrigé de I'exercice 9 : Isométries symétriques et projecteurs

orthogonaux

1. Soit w € O(E),desorte que y* — y—1.Si U estsymétrique, alors 42 — o u* = id
4 est une symétrie. De plus, ses sous-espaces propres ker{u —id) et ker{u -+ id) sont
orthogonaux, d'apres le lemme du cours sur les endomorphismes symétriques. Donc  est une
symétrie orthogonale. Réciproquement, une symétrie orthogonale par rapporta &' a pour matrice
diag(fp, —In—p) dans une base orthonormée adaptée & F = F' @ F-L . Cette matrice
est symétrique et orthogonale. Les isométries symétriques sont donc exactement les
symeétries orthogonales.

2. Si I estla projection orthogonale sur F', sa matrice dans une base orthonormée adaptée est
diag(fp, 0), qui est symétrique. Réciproquement, si P est symétrique, alors
ker p = ker p* = {Im p}l . Le projecteur P projette donc sur Im g parallélement a
son orthogonal. Ainsi P est orthogonal si et seulementsi p = p*.

3. Lamatrice H est symétrique. Ses lignes %{1, 1,1,1), %{1, 1, -1, -1}, %{1, ~1,1, 1) et

1

1

@':1 —-1-1+ 1} = (). Donc H estorthogonale et symétrique : c'est une symétrie

(1, -1, -1, 1} sont unitaires et deux a deux orthogonales ; par exemple,

orthogonale. Ses valeurs propres valent 4+ 1. Notons P la dimension de ker(H - 1'4}. Alors
tr H=2=p—-{#4—-p),dou p = 3.Parailleurs, pour v = (1, -1, -1, =1}, 0n

calcule Hw = %(—2] 2,2, 2} — —w . H estlaréflexion par rapport a I'hyperplan 1

d'équation Ty — Ty — T3 — T4 = 0, On vérifie dailleurs que H = T4 — % vul .



Corrigé de I'exercice 10 : Diagonalisation d'une matrice

symétrique en base orthonormée

1. Calculons: S(1, 2, 1}T =(3-2,-1+4-1-2+4 B}T = (1,2, I}T, puis
S(1,0,-1)* = (3,0, —S}T et S(1, -1, 1}T = (4, —4,4)" . Les valeurs propres
associéessont 1, 3 et 4.

2. Les trois valeurs propres sont distinctes, donc les vecteurs propres sont deux a deux orthogonaux ;
on le vérifie directement. Il suffit de les normer :

(1 1 1 )
JQE /2 ng 1
P — E 0 —\/g? {V’g 3 D — dlag(lj 3:, 4)‘
Lg-|L
\ V6 V2 /

Onaalors P e O3(R) et § = pppT.

3. Toutes les valeurs propres sont strictement positives, donc § est définie positive. D'apres
'encadrement du cours, X1 § X > Al |X12 = 1 pour |X| =1.L'%galité alieusiet
seulement si X est un vecteur propre unitaire associé a 1 .Le minimum vaut 1, atteinten

1
+ E{l’ 2,1).

4, Ona det§ = 1% 3 x4 = 12 .La comatrice (symétrique) donne

5 3 1
St=339 3
1 3 5

Vérification sur la premiére colonne: 3 x5 -3 =12, -b4+6—-1=0et -3 4+3 =0.
det § = 12.

Corrigé de I'exercice 11 : Matrice symétrique a valeur propre
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double

1. On calcule ,5'(1, 0, —1}T = {6, 0, —G}T et ,5'{1, 1, 1}T = {6, 6, G}T . Ces deux vecteurs
sont propres pour la valeur propre 6.

2. Comme Fg contient deux vecteurs non colinéaires, & est valeur propre de multiplicité au moins
2 .Deplus, S ?é 6 Iq,donc dim Eg = 2. La troisiéme valeur propre vaut
tr 5 —12 = 24 — 12 = 12. D'apres le theoreme spectral, Fi5 = Eé‘ , qui est dirigé par
(1,0, =) A (1,1,1) = (1, =2, 1) . on vérifie que  §(1, —2,1)T = (12, —24,12)7 . Enfin,
(1,0, 1) et (1,1,1) sontdéja orthogonaux. Le spectre est {6, 6,12}, et une base
orthonormée de vecteurs propres est %{1, 0, -1}, %{1, 1,1}, %{1, -2,1).

-2 1
3.0na wwvl = (—2 , —2 ) .En ajoutant & I3, on retrouve exactement S . Donc
1 -2 &1
S =6134vvT.

4, Posons T = %ﬂﬂT.Comme vI'y =6, 0ona IT2 = BEI'—B’UI:’UT’U:I’UT = JT ,et IT
est symétrique : c'est la projection orthogonale sur [ v . Alors & = 6{13 — H:l + 12 If . Or
IT et I3 — IT sont des projecteurs de produit nul. Par récurrence,

Sk — gk (I3 —IT)+ 12% IT . En développant,

k _ pk
Sk=6kI3+12 5 6%y o T,

Autrement dit, S* = 6% I3+ 6;5_1{2}5 — L wvT ;pour k = 1,onretrouve bien S .

Corrigé de I'exercice 12 : Matrices définies positives et critere
de Sylvester

1. Avec X = (z,9,2),ona XTS§X = 212 4+ 2y? 4 222 — 2zy — 2yz. En
développant le membre de droite, on vérifie que

XT S X =224 (¢ —y)? + (v — 2)° + 22,



Cette quantité est positive. Elle est nulle si et seulementsi = =0, £ =¥, ¥ = % et

z = [, c'est-a-diresi X = 0.Donc § estdéfinie positive. Par ailleurs, les mineurs
principaux dominants valent 41 = 2, Az =4 —-1=3 et A3 =2(¢ -1)+(-2) = 4
. lls sont strictement positifs, ce qui confirme le résultat.

2. Lesmineursde Sg valent A; =1, Ay =1—a et

Ag=1x(1—-a?)—ax(a—0)=1-2a%

D'aprés le critére de Sylvester, S5, est définie positive si et seulementsi g2 <1 et g2 < % .

La condition est |a| < % .

3. D'abord, S4(1,0,-1)F = (1,0, —1)7 . Ensuite,
S,V DT = (14av3, 22 +v3, 14+av2)T = (1 +av2)(1,v2,1)T . De méme,
1

(1, —v2,1) estassocié & 1 — av2 . Le spectre est donc .La

i
av2, 1 — a[\sqsqrt?]2
matrice est positive si et seulement si ces trois nombres sont positifs ou nuls, soit |r:;| < % . Ce

résultat est cohérent avec la question précédente.

4.5 s;; =0 alors E;-f Se.=s..<0 avec €, ?‘é 0. La matrice S n'est donc pas

définie positive.

Point de méthode : pour une matrice a paramétre, le critére de Sylvester évite de calculer les valeurs
propres.

Corrigé de I'exercice 13 : Formes quadratiques du plan et

lignes de niveau

1.Ona 51 = ([\ary?] 5‘—5:&_38) ,detrace 13 etde déterminant 3&. Son polyndme

caractéristique vaut 34 — 13X + 36 = (A —4)(X —9). Ensuite, FE'4 est donné par
r—2y =0, soit u; = L(ﬁ, 1). De méme, Eg estdonnépar —4x — 2y = 0, soit

R
Uy = %{1, —2). Parailleurs, Sy = ([\rajr?]é‘%j ,}) a pour valeurs propres 3 et —1,
de vecteurs propres vy = %{1, 1) et wy = %(1, —1) . Ainsi S = Py diag4,9) P%ﬁ
et 5y = Py dia,g{B, —1:1 Pg,ou P1 et FP1q ontpour colonnes {ul, ug} et
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(vg, v).

2. Notons (X, ¥} les coordonnées dans la base orthonormée (ul, ”2:' . Le changement de base
2 2
est orthogonal, donc g = 4X2 4+ 9¥Y2  |équation gy = 36 devient X? u % —
C'est une ellipse de centre (', de demi-grand axe 3 dirigé par “] et de demi-petit
. e 1 B
axe 2 dirigé par 7. Vérification : ql{Sul} = g(bx36-4x18+8x9) =36.

3. Surle cercle unité, X2 4 ¥?2 =1,donc g; =4+ 5Y2 ¢ [4,9]. Le maximum vaut 9,
. 1 - . 1
atteinten =+ E(l’ —2) ; le minimum vaut 4, atteinten =+ E{E’ 1).
4. Dans la base {’Ul, ’Ug}, 0y = 3x2_¥2 . L'équation 9n = 3 sécrit x2 _ %ﬂ =1:

c'est une hyperbole d'axe focal [ Yy . Ses sommets correspondenta X = +1, ¥ =0,
X

c'est-a-dire aux points :I:(%! %) . Ses asymptotessont ¥ = 4+ 3 X .Avec X = 7

_|_

Y

et Y:T/[;Ey,ladroite Y = 3 X s'écrit Jz—yzxf?{J:—I-y}.Onentire
3

1— . —
Y=1775%= {ﬂ—ﬁ)x.Dememe, Y = —3 X donne y = _':24"‘@:'53-'-95

asymptotessont v = (V3 —2jr et y = —(24+V3)z .

La figure ci-dessous représente les deux courbes. A gauche, I'ellipse a ses axes portés par les vecteurs
propres. A droite, I'hyperbole a ses sommets sur la droite ¥ = T,

4- .
5x? — 4xy + 8y? = 36

3tn




Corrigé de I'exercice 14 : Matrices de Gram

1. D'abord, (AT A}T = AT A Ensuite, X7 AT A X = |AX|?2 > 0,donc AT A
est positive. Si AT 4 X = 0, alors [AX[2 = XT(AT AX)=0,donc AX =0 ;
I'inclusion réciproque est claire. Ainsi ker{AT A} = ker A . Enfin, une matrice symétrique
positive est définie positive si et seulement si [ n'est pas valeur propre, c'est-a-dire si elle est
inversible. Donc AT A est définie positive si et seulementsi ker 4 = {0}, soit

rg A =n.,

2. Soit }l% 0 et X?‘é Otelsque AT A ¥ = ) X .Posons ¥ = AX .Alors Y% a,
sinon A X = 0.Deplus, A AT Y = A{AT A X} = AY .Donc ) estvaleur propre
de A AT .Enéchangeantlesrolesde A et 4T, on obtient la réciproque. Les valeurs
propres non nulles coincident.

2&1

3. Oncalcule AT 4 = ([Hra}r?]l 29

(vecteur (1, —1}). Ensuite,

2 1 1
AAT =1 1 0
1 0 1

}) , de valeurs propres 3 (vecteur (1,1))et 1

D'apres la question 2,  A(1, 1}T = (2,1, 1}T est propre pour 3 et
A(l, —1}T = (0,1, —1)T est propre pour 1.Comme rg(A AT} =rg AT — 9 13
derniére valeur propre est (1. Son sous-espace propre est Jcar A1 ,donnépar = + 1y = U et
£ +z=0.Lespectrede A AT est {3,1,0},avec ker(d AT) = R(1, -1, -1).

4. Ecrivons § = P D PT avec D = diag(X;), A; = 0.Posons
B = P diag(y/A;) PT Alors B estsymétriqgueet BT B — B2 — §.Si S est
définie positive, alors det B = H \/"}L_ﬁ > (1. Toute matrice symétrique positive est donc
une matrice de Gram R7 B ,avec B inversible dans le cas défini positif.

Corrigé de l'exercice 15 : Racines carrées d'une matrice

symétrique positive
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1. La matrice & apourtrace 10 et pourdéterminant 9, donc pour valeurs propres 9 et 1.
Les vecteurs propres associés sont (1,1} et (1,—1).Ainsi S = P diag(9,1) PT avec

2. Pour tous réels ¢, 3, un calcul direct donne

P diag(e, B) PT :fg}}tg [Halp}?{p;a% n Jf3).Avec a=3e S=1on

obtient H = ([Hra;.r?] 1 &9 ,}) . Cette matrice est symétrique, de valeurs propres 3 et 1,

. F&4
donc positive. De plus, R? = ([l"-lll'a,],?'?] e ,}) = 5.
3. Soit T symétrique telle que T2 — g .Alors 7§ — T3 — §7T.Parconséquent, si
Sz = Xz, alors S{(Tr) = ATz : T laisse stable chaque droite propre de S . Ainsi
(1,1) et (1, —1) sont vecteurs propres de T', de valeurs propres & et [ .En appliquant
T4 — g acesvecteurs, on obtient 52 = g et ;33 = 1. Réciproquement, ces quatre choix

conviennent. Les racines carrées symétriques de S sont ZI:([I"-,Il'aj,T ?“Esé . ) et

:I:([l"-,ll'aj,i" é‘%é% ,}) ; seule la premiere est positive.

4, Comme R commuteavec § — R2,le méme argument montre que & laisse stable chaque
sous-espace propre  F3(5). Notons Rj larestricionde R a F3(S).Elle est symétrique
positive pour le produit scalaire induit, et H% — X id . Par le théoréme spectral, 3 se
diagonalise en base orthonormée. Chacune de ses valeurs propres f vérifie u = 0 et

w? = X, donc u = VAi.Ainsi Ry = VA id.Comme E estla somme directe des
E5(5), R est entierement déterminée par S : elle est unique.

Corrigé de I'exercice 16 : Matrices hermitiennes et normales de
taille 2

1.Ona H = ([Haa;r”‘] i & 2 ) dont la transposée est H .Donc H™T — E .Le polyndme
caractéristique vaut (2 — }L} —ix (—1)=(2- }l)g — 1, d'ou les valeurs propres 1 et 3
.Pour X = 1,l'équation x =+ 2y = 0 donne le vecteur (1,2} .Pour X = 3, I'équation
—z + 1y = 0 donne le vecteur {1, —2). Ces vecteurs sont orthogonaux, car
- = - - 1 ]. & 1
1x1+42x l:—ﬁ:l = 1—|—a2 = (0.Avec UV = E([Raajr?]a.&_ﬂ),ona
UTH U = diag(l,3).



2. Lamatrice IV estréelle, donc N* = N1 = ([l"-,la,a,j.?'?] 1—%8%: 1 ) . On calcule

NNT =2I1yet NT N =27I5.Donc IV estnormale. En revanche, NT% N et
NT N ?é T . Son polynéme caractéristique vaut {1 — }l}g + 1, deracines 14z . Pour
144 ,lI'équation —2x —y = 0 donne (1, —z).Pour 1 —7,onobtient (1 ) .Avec

V = %([Eaa@r?] tel ) , unitaire,ona VNV = diag(l +1,1—1).

NY'N 1 N
3.0na (E) 5= ENTI' i\? = I donc 73 est unitaire ; c'est d'ailleurs la rotation Rfrfé.
£t Lt

Ses valeurs propres sont 5 = e:l: WH. Elles sont bien de module 1.

Corrigé de I'exercice 17 : Propriétés des endomorphismes

normaux

1. Pour tout &, en utilisant (u*}* — wu,

u(@)* = (2, ut u(e)) = (@, uut(z)) = (u'(z), u*(z)) = [u(z)[*.

Donc |u{z)| = |u*(z)|, et en particulier ker u = ker u*.

2. Posons u = u — X id.Comme (Az,y)=A{z,y)={(x, Ay) ona
v* = u* — X id - Ensuite, wu* = uu*—iu—}lu*+|}l| id = w*w.Donc v est
normal. D'apreés la question 1, ker{u — A id} = ker{u* — A id} .

3. Soient * € Ey et y € Eyu avec }l% f.Dunepart, {ulz),y) = A{zy).Dautre

part, d'aprés la question 2, u*{y) = Ey,donc {u{z)v) = (z,u*y)) =G (z,v).
Ainsi (A —@){x,y) = 0.Parconséquent {z,y, = 0.

4. D'apres le cours, Im w = I:ker u*}l, et ker w* = ker w.Donc Im w = I:ker u:lJ‘.
Ensuite, si u2(x) = 0, alors u(z) € ker w N Im u = ker u N (ker u)- = {0} . Ainsi
ker ud = ker u -

5. On calcule

MMT:(QQ—l—bQ ac + bd ac + bd 62—|—d2>1 MTM:(a2+cQ ab 4+ cd ab + ed bg+d2)~

L'égalité équivauta p2 — -2 et ac +bd = ab+cd.Si ¢ = b, laseconde condition est
automatique : [ est symétrique.Si ¢ = —pb avec b?é 0, elle devient
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—ab 4+ bd = ab — bd ,soit 2b(d —a) = 0,donc g = d . Les matrices normales
a &b )

réelles de taille 2 sont les matrices symétriques et les matrices ([\aa@r?] b kg

c'est-a-dire les composées d'une homothétie et d'une rotation.

Corrigé de I'exercice 18 : Transformation de Cayley

1. Leréel XT A X estégalasatransposée XT AT ¥ — —_x¥ 71 4 X ,doncil estnul Si
(I,+A)X =0,alors 0= XT X +XT AX =|X)2,dot X = 0.Deméme
avec — A, qui est aussi antisymétrique. Ainsi f,, + A et I, — A sontinversibles.

2.0na (I, —A)(I,+A)=1,-A? = (I, + A)(I, — A).Enmultipliant & gauche et
a droite par (I, + Aj_l ,onobtient (I, + A)_I{Iﬂ —Ay=(I,-A)(I,+ A}_l
cEnsuite, QT = (I, + AT)Y7 (1, - AT) = (I, - A)~}(I,, + 4).Donc

QTQ = (IR_A)il(In‘FA)(In_A)(In+A)71 = (IR_A)il(In_A)(In+A)(IR+A)71 =TIy

La matrice < est orthogonale.

3.0nécrit @41, =(T,—A)(I+A) T+ T,+A) (I, +A4)T=2(1,+4)"!
, qui est inversible. Donc —1 n'est pas valeur propre de <! . Par ailleurs,
det(I, — A) = det(I, — A)T) = det(I, + A).Par conséquent det @ =1,

4. Comme —1 n'est pas valeur propre, I, + @ estinversible, et (I, — &) commute avec
(I, + Q}_l comme en question 2. En utilisant QT = Q—l ,ona
I+l =g l@g+1,) et I,-0T =@ 1@ -1,). Ansi

AT = (I, + QD) Y1, - QD) = (I, + Q' QO Q-T,) = —(I,+ Q) NI, —Q) = —A.

Ensuite, (I +@)A = I, —Q donne A+ QA =1,-Q, puis
Q(f,+A)=1I,—A Comme I,+ A estinversible,
Q@ = I:Iﬂ_A}{Iﬂ—i_A}_l'
a1 & -t L 1 l&t
5. 0Ona In—I—A:([Haaj,r.]t&l ),dlnverse 1+t2([ﬂaa3r.]_t&1),et

I,—A= ([may?] bt ) Donc

_ 1 1&¢t Y2 _ 1 (1 —1t22¢
Q_Ht?([\aay?]—t&l) _1+t2( — —2t 1—t9)'




: — t4 . —2t : g

! R = 1 t jr— —_ — = .
C'est la rotation g avec cosd 11 t2 et sin# 1+ ¢2 ,so0it £ 1;5.,112 On
obtient toutes les rotations sauf fi; = —Iq, conformément a la question 3.

Corrigé de I'exercice 19 : Décomposition polaire d'une matrice
inversible

1. Lamatrice AT A estsymétriqueet X 7T A7 4 X — |AX|2.Comme A estinversible,
cette quantité est strictement positive pour X % 0.Dponc AT 4 € S;{'"‘{[R} .

2. Lamatrice § est symétrique définie positive, donc inversible, et {S—l}T — §—1. Alors

ofo=851ATA51=9"1925"1 =1,
La matrice (7 est orthogonaleet 4 = (5.

3.Si A = (5 avec (O orthogonaleet S symétrique définie positive, alors
AT A = 50T 08§ — 52 .Donc § estlaracine carrée positivede AT A , qui est
unique (exercice 15). Ensuite (3 — A4 §—L est déterminée. Le couple (C, S) est unique.

e 474 = (458 w47 - (st EL)
D'apres l'exercice 15, & = ([Era@r?] ? g‘fé ,}) et §—1 = 1([‘-@;}; ] 2 f‘c& ég ) Donc

il _1/-242 1- )_ 0 & —1
O=45 _3<4—1 & —2 42 _([\aa”ﬂ1&o )

ainsi @ = Bpjget § = ([xra@r?]f e

plan d'un facteur 3 selon (1,1) etd'unfacteur 1 selon (1, —1} :le cercle devient une
ellipse. Ensuite, & fait tourner cette ellipse d'un quart de tour. Par exemple,

(1, 1) (1, —1)
AE — —( 3 3] denorme 3, et AT — —(1 1} denorme 1. L'ellipse a

pour demi-axes 3,selon {—1,1),et 1,selon (I, 1}

,}) . Interprétons la figure. D'abord, 5§ étirele
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Corrigé de I'exercice 20 : Probleme : quotient de Rayleigh et

norme d'une matrice

1. Ecrivons § — P b PT avec P orthogonale, etposons ¥ — PT X .Alors
T — :
Y= |X| et 75X = Z}‘? y?.Comme A1 < A; £ Ay, onobtient

1

MIXEZ2< XT§X <A, X2

0

, e . — X y? = "
Ensuite, I'égalité a droite équivaut a Z ':}“-”a }‘E:' yﬁ' . Cette somme de termes positifs

T
estnulle si et seulementsi ¥, = 0 désque A; < Ay, cest-a-diresi X = PY € E),_ .
Enfin, I'encadrement est atteint en un vecteur propre unitaire. Donc An = &171'&3{ 1 XTsX

A M= min XT§X
et, de méme, 1 X = 1 .

2. Ona [AX|? = XT{AT A)X . Lamatrice AT A est symétrique positive, donc g = 0.
D'aprés la question 1, |4 X |2 < U | X' | , avec égalité pour un vecteur propre associé a [+ .
Ainsi |A| = /z, et la borne supérieure est atteinte.

3. Si & estsymétrique, 7 ¢ — g2 apour valeurs propres les }lg , avec les mémes vecteurs

propres. Donc 4 = IMa Af. Par conséquent 151 = mﬁa,}: Al
1
4. Oncalcule AT A = ([Hra;r?] % g é ,}) , de polyndme caractéristique 32 — 3} 4 1. Ses
valeurs propres sont %ﬁ .Or,avec ¢ = 1—5‘@, ona ¢l = 6 +f“'f§ _3 _E VB Donc
Al = ¢ = %ﬁ . Un vecteur propre associé vérifie (1 —@2)z + 1y = 0, soit
(1, )

=(p2-1l)z =¢px.0 dd = === . Vérification :
y = (@2 — 1)z = ¢ z.Onprenddonc X JL T 7 - Verification

A(l @}T = (1 + ¢, @}T = ©(p, 1)T ,denorme /1 + @< . Enrevanche, la seule
valeur propre de 4 est 1.Pour une matrice non symétrique, la norme peut dépasser le

plus grand module des valeurs propres.

La figure ci-dessous trace # — |A{cos t, sin t}|2 — cos?t 4+ 2cos £sin t -+ 2sin? £ . Ses
extremums sont exactement les deux valeurs propres de 4T 4 . Le maximum est atteint pour
tant = ¢,



A =315 —— ||A(cost, sint)||?

0.0 ! T T
0 /4 /2 3n/4 m

t

5. Pour tout X unitaire, XT{,S' +T)X = XTs X+ XTTx >XTSs X, car T
est positive. D'une part, en prenant pour X un vecteur propre unitaire de § associé a sa plus
grande valeur propre, on obtient A, (S +T) > XT(S +T)X > A,(S) . D'autre part,
pourtout X unitaire, X T (S +T)X > XT 5 X > X1(S) ; en passant au minimum,

)&1{5 + T:l = }ll{S} . Ajouter une matrice positive augmente la plus grande et la plus
petite valeur propre.

Point de méthode : dés qu'une question porte sur un maximum ou un minimumde X1 g X surla
sphere unité, on pense au quotient de Rayleigh et au théoréme spectral.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L2
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