Exercices de maths sup

Intégration sur un segment

Exercice 1 : Continuité uniforme et théoreme de Heine

1. Montrer que, pourtous %, ¥ = 0,ona |v& — 7| < \/|z — yl|. En déduire que la fonction
racine carrée est uniformément continue sur [0, +oo] .

2. Montrer que 1 —s 12 n'est pas uniformément continue sur [ .
3. Montrer que = — sin{1/x) est continue mais non uniformément continue sur |0, 1].

4. Soit f continuesur [0,1] et &> 0.Al'aide du théoréme de Heine, construire une fonction en
escalier @ sur [0,1] telleque |f —¢| < e sur [0,1].

Exercice 2 : Intégrales de fonctions en escalier

Soit ¢ la fonction définiesur [0,4] par @(r) =2 si 0 <z <1, )= -1s 1< <3,
et plz) =3 s 35z <4,

4
1. Justifier que ¥ est en escalier, puis calculer f ¢ et sa valeur moyenne sur [D, ]
0

2. On modifie % en posant (1) = 100. L'intégrale change-t-elle ? Justifier.

2
3. Montrerque T~ — |_:1:3J est en escalier sur [0, 2], puis calculer f | 2 |dz.
0
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i , , 2
Pour n = 1, on définit sur [D, l] les fonctions en escalier ¥, et 'f.bn par (’Dn{‘j‘?} — (%) et

’-:If,'ﬂli:]::] — (%)2 pour g g [%1%[, 0<k<n-—1,et (pﬂ(l} = "uﬂr"ﬂ':l} — 1

1. Montrerque ®, < f <, ot flz) = £2.

1 1 1
2. Calculer f ®, et f T'bn en fonction de 7, puis f I:T'bn — fpn) .
0 0 0
1
3. Retrouver ainsi, sans primitive, la valeur de f ridr .
0

Onnote | x | lapartieentitrede x et {x} = x — | = | sa partie fractionnaire. Soit 5 € N*.

n
1. Calculer f | = |d=.
0

e
2. Montrerque * — {Z} est continue par morceaux et 1 -périodique, puis calculer f {r}dzx.
0

mn

Vérifier la cohérence avec f rdxr .
0

3. Lafonction ¢ définiepar g(0) = 0 et g(z) = {I/x} pour = € ]0,1] est-elle continue
par morceaux sur [0,1] ?



Exercice 5 : Majorations d'intégrales

1
o™ cos(ng) 1 . .
1. Montrer que fl"‘—’ﬂ‘ dr | < P | pour tout 7 € IN.En déduire la limite de cette
0

intégrale.

2. Montrer que, pour 4 € [0,1] ,ona 14+ u < &% < 1+ (e —L)u . En déduire que
1

b [etarcsg?
0

"
4
3. Montrer que flg—;— pdt| < lIn(l4).
a

Exercice 6 : Fonction continue d'intégrale nulle

b
1. Soit f continue sur [a, B],avec a < b, telle que /‘f{t}ﬁ dt — 0. Montrerque f = 0.
v}

1
2. Soit f continuesur [0,1] telle que ff{t} dt = %.Montrer que f admet un point fixe.
0

1 1 1 1
3. Soit f continue sur [0, 1] telle que ffg = ffB = ff‘i.CaIculer (f2- )2
0 0 0 0

puis montrer que f est constante égaled 0 oua 1.

4. Montrer par un exemple que le résultat de la question 1 tombe si f est seulement continue par
morceaux.

Exercice 7 : Parité, périodicité et valeur moyenne
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1. Calculer sans primitive f 3 cos © dx, puis f (|a:| + 5 e$2)d$ .

—1
+T
2. Soit f continue sur R et T -périodique. Montrer, en dérivant, que ., _, f ft) dt est
X
constante.
109

3. Calculer |sin | dt et la valeur moyenne de |sin| sur [0, 104] .
0

4. Calculer la valeur moyenne de gin2 sur [0, ] .

Exercice 8 : Formule de la moyenne et limites

1. Soient f et & continues sur [a,8],avec a <b et g = 0. Montrer quil existe ¢ € [a, b]

wue [ro=g0 [

2r
2. Endéduire  |im f‘ws £
- I

3. Déterminer  lim %fﬁg et dt.

X
4. Déterminer lim %fetg dt.
0

Exercice 9 : Limites de sommes de Riemann

Déterminer la limite, quand 7 — -0 , des suites suivantes.



k=1
n
_ k
2. by = kz—: n? + k?
n
5 cn=% Y sin(%F)
k=1

_ /
Soit f declasse 1 sur [a,b] et Ml_au%|f|.Pour n >1,onpose p — 2—4,

1

—1

mn
gy =a+kh et R, =nh Z flzy).
k=0

b
— 412
1. Montrer que ff - R, | < Mrl(rj—a}.
- mn
1)

2. Montrer que cette majoration est une égalité pour f{z) = = sur [0,1].

sur [0,1]. Montrer que Mgy = % . Quelle valeur de 7. garantit

3. Onprend flx) = 1_|_1$2
une erreur au plus  10—3 sur T_&—T?

Exercice 11 : Développement asymptotique d'une somme de Riemann

|

—h
S
Al
il

®

[

2

ey

Il

Al

Soit f declasse (71 sur [0,1].0Onpose R, = 7
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1 t
n—
1. Montrer que ff - R, = Z ff’;{s:l ds dt .
0

k=0 T

—
+

H
=
=

2. Soit &> (0 .Al'aide du théoréme de Heine appliqué a f’, montrer que, pour 7L assez grand,

1 1 = / £
n| | f—Ry|l—3, filzy)| £5
0

1
3. En déduire que 1 ,/f_R” — w
0

n—1
4. Application : on pose S, = z n——1|— - Montrerque §, = In2 + .aLl_n + 0(%)'

Exercice 12 : Dérivée d'une fonction définie par une intégrale

2T
Onpose, pour = € R, G(zr) = fe—tﬂ d# - La figure ci-dessous représente G{x) comme une
I

aire, pour £ = 0.



— tl—)e_le

1.0 1 aire G(x) pour x=0,6
0.8 1
0.6 -
0.4 -

0.2 1

1. Justifier que (& est dérivable sur [ et calculer G'Fl:ﬂ.?).
2. Etudier la parité de G .
3. Dresser le tableau de variations de G sur [0, 00| .

4. Montrerque 0 < G(z) < xe—%? pour = > 0, etendéduire lalimitede G en oo,

Exercice 13 : Etude compléte d'une fonction intégrale

2

T at

On considere Flz) = fﬁ
n

I

1. Montrer que F' est définiesur ]0,1[ U ]1, 4oo[ .

2. Montrer que F' est dérivable sur cet ensemble et que F/(x) = Jin_a:l.
- 1 1 .
3. Pour = ?é 1, écrire ot = t . ot et appliquer la formule de la moyenne pour montrer que
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F(r) = In2 quand = — 1.

4. Onprolonge F par F(1) = In2.Montrerque F' estdeclasse (1 sur 0, +oo| et
donner F’{l}.

5. Déterminer les limitesde F' en [t eten oo, puis dresser son tableau de variations.

Exercice 14 : Intégrales de Wallis

/2
- " : H - n
Pour n € N,onpose W — f sin” x d - La figure ci-dessous montre que gjp"™ se concentre

0
prés de % quand 7 grandit.

0.0 -

0 /4 /2

1. Calculer Wy et W1.Montrerque (W) eststrictement positive et décroissante.

2. Par une intégration par parties, montrer que {n —+ 2} Wpano = (n + 1:1 W, .



3. Montrer que la suite ((n + 1) Wy Wn) est constante et donner sa valeur.

4. Montrer que W41 ~ W, puisque W, ~ a«’;r—n.

Exercice 15 : Une suite d'intégrales et In 2

1

Pour 71 € N, on pose I”:f
]

1_|_$d:r:-

1
n—+1"

1. Calculer fp. Montrer que {In:l est décroissante et positive, puis que I, <

2. Calculer T 4+ Tpgy1.

3. En déduire que E(nl—i— 0 <rI,< ﬁ pour 7 = 1, puisun équivalentde I, .
mn (_Uk—l n mn (_1)3:—1
4. Montrer que In2 = Z 1 + (1) I, etendéduire lalimite de Z —

Exercice 16 : Lemme de Riemann-Lebesqgue

b
Soit [a, b] un segment. On veut montrer que ff{t:, sin(} t)dt — 0 quand A — +co.
[}

1. Onsuppose | declasse ¢ 1. Parune intégration par parties, montrer que

b b
[ rwysin oy ae | < His@l+ i+ [ 17
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2. Onsuppose f en escalier. Montrer le résultat en calculant f sin{}l t} dt -

C

3. Onsuppose | continue. En approchant j par une fonction en escalier a € prés, montrer le
résultat.

Exercice 17 : Formule de Taylor et exponentielle

1. Soit = £€R et n £ IN.Al'aide de la formule de Taylor avec reste intégral, montrer que

n+1

z:: k_ < (o) olel

n
k
. I
2. Endéduire que €¥ = n _liﬂ}‘_m Z 1 pourtout réel .

Ein
]

n
1
3. Montrerque 0 <e— Z = (n—lfil]l!' Quel rang 7 suffit pour approcher & a 10—3 prés,

sachantque e <3 ?

n
4. Onsuppose & = % avec p, g € IN* . En considérant ﬂr'( Z k) pour

n > maxx(g, 2) , aboutir & une contradiction.

Exercice 18 : Inégalités par la formule de Taylor

1. Montrer que, pourtout = = 0 : $_%’l‘ < ln(1_|_$:| < $_%2_|_%3_

NS

2. Montrer que, pour toutréel * : 1 — EZ—E <cosr <1-— %? + g— .

3. En déduire un encadrement de  In{1,1) d'amplitude inférieured 4 x 10—%.



Exercice 19 : Taylor-Lagrange et valeurs approchées

]
. 3 i
sma:—a:—l—% fiu

1. Montrer que, pour tout réel =, )
qaue. p < 190

2. En déduire une valeur approchée de sin{[],l} et majorer I'erreur commise.
2
3. Montrer que, pour = = 0, [ln(l+ z) — o] < % .

i)
4. En déduire la limite de (1 _|_%) quand n — +co .

1
Partie A. Onpose J, = (n +1) f t" f(z)dt.
0

1
1. Calculer (n + 1:1 ft'” dt eten déduire que
0

1
Ta-f) = @+ [ £ (70) - F0)
0

2.5t e>0et &€ 10,1 telque [f()— f(1)| < epour € [1—4,1]. Montrer que
T — FO] < 2111 -8 e

3. En déduire que J, — f(1}.

4. On suppose de plus f de classe (1 . Retrouver ce résultat par une intégration par parties.
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Partie B. Onpose K, = ff(tﬂ} dt .
0

1. Soit &> 0 . Justifier I'existence de % >0 tel que |f(u) — f(0)| < € pour w € [0, 7].

¥}

2. Soit a € ]0,1[ . Montrer que |K,, — f(0)] < f|f{tﬂ} — flO)| dt + 2|f|(1 — a).

0

3. En choisissant d'abord @, puis 71, montrer que K, — f(0).

Partie C. Applications.

1 1
1. Déterminer i et i Tt .
n—lin:ﬁ—oofl-l-tn n—lin}koo{n—'_l}ft e dt
0 0

1
n
2. Retrouver I'équivalent / £ df ru Lﬂ de I'exercice 15.
0

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.


https://mathovore.fr/integration-segment-corrige-exercices-maths-sup

Pour aller plus loin en maths sup

e Le cours : intégration sur un segment, cours de maths sup

A maitriser avant : Primitives et calcul intégral, Dérivabilité et convexité

Chapitre précédent : Groupe symétrique et déterminants

Chapitre suivant : Séries numériques

Le méme théme en L1 : intégration sur un segment, exercices de maths en L1

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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