Cours de maths sup

Intégration sur un segment

l. Continuité uniforme et théoreme de Heine

Au premier semestre, vous avez calculé des intégrales a I'aide de primitives. Ce chapitre donne enfin une
définition rigoureuse de l'intégrale. Or cette construction repose sur une propriété plus forte que la
continuité : la continuité uniforme. C'est pourquoi on commence par elle.

1. Définition

Définition :

Soit f:¥ — K,avec K = R ou C.Onditque f estuniformément continuesur I si:

Ve>0,
36 >0,

V(z,y)€l? |z -yl <d=|flz)— fly)| < e

La différence avec la continuité tient a I'ordre des quantificateurs. En effet, pour la continuité en chaque
point I, leréel & peutdépendrede x.Enrevanche,ici, unméme § convient sur tout I'intervalle.
Ainsi, une fonction uniformément continue est continue, mais la réciproque est fausse.

I Toute fonction k -lipschitzienne est uniformément continue : il suffit de prendre b =¢ ,/ k. Par ‘
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exemple, gin est 1 -lipschitzienne sur [.Enrevanche, x —s x2 n'est pas uniformément
; 1 = _
continue sur R En effet, pour g, = n + 5 et Y =™ ,ona Tn—-Yy, — 0 alors que

1
rE-yl =2+522.

Remarque :

Pour montrer qu'une fonction n'est pas uniformément continue, on cherche deux suites () et
(yﬂ} tellesque Tn — Y, — 0 sans que f{il?n:l - f{yﬂ} — 0. C'est la négation
séquentielle de la définition.

2. Le théoreme de Heine

Théoreme :

Théoréme de Heine. Toute fonction continue sur un segment [a, b] est uniformément continue
sur ce segment.

Démonstration :

Raisonnons par I'absurde. Supposons qu'il existe £ = 0 tel que, pour tout 7 = 1, on trouve
€ [o 8] met |f(zn) = f(y,)l>e Lasu

Ty Yy, € 10, 0] avec |z, —y | < et Ty Y, )| >€. Lasuite (x,) est
bornée. D'apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, elle admet une sous-suite ':ﬂfw(n:,:' qui
converge vers unréel £.Deplus, £ € [a,b] carle segment est fermé. Ensuite, Yo(n) — £
aussi, puisque |;E(P(ﬂ) — yw(nﬂ < ﬁ . Par continuité de  f en £, la différence

f{ﬁw(ﬂj} - f':ytp(ﬂ):' tend donc vers (. Cela contredit I'inégalité

T — 3
| (p(ﬂ;.:' f':y(p(n]ﬂ >E,

L'hypothése de segment est essentielle. Par exemple, = — sin{1/x) est continue sur 0, 1] mais n'y



est pas uniformément continue. De méme, i —s x2 est continue sur [E, qui n'est pas borné.

Il. Intégrale sur un segment des fonctions continues par morceaux

1. Subdivisions et fonctions en escalier

Définition :

Une subdivision de [a, b] est une suite finie & = (zy, ..., Tn) avec

@ =zy<Ly<... <Ly = b. Son pas est mE,}: 'ix;;_|_1 - $;;:'. Une fonction

@ [a, b] — [ est en escalier s'il existe une subdivision ¢ telle que # soit constante sur
chaque intervalle ouvert ]ﬁk, f;:_|_1[ .On dit alors que ¢ est adaptéea ¥.

Les valeurs de % aux points <% sont quelconques. Si % vaut € sur ]J‘Jk, £k_|_1[,on pose :
n—1

p= > cp (g — )

[a, 0] R0

Ce nombre ne dépend pas de la subdivision adaptée choisie. En effet, deux subdivisions adaptées ont une
subdivision commune plus fine, qui donne la méme somme. De plus, il ne dépend pas des valeurs de ¥
aux points de la subdivision.

2. Fonctions continues par morceaux

Définition :

Une fonction f : [, 8] — R est continue par morceaux s'il existe une subdivision
{1?[], ey :L’:n:l telle que, pour tout Kk, la restriction de [ a ]35;:: $k+1[ soit continue et
prolongeable par continuité sur [:l?k, $k+1] .
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Autrement dit, f n'a qu'un nombre fini de discontinuités, et elle admet en chacune une limite finie a
gauche et a droite. Ainsi, la partie entiére est continue par morceaux sur tout segment. En revanche, la
fonction = — 1/x prolongée par 0 en 0 nel'est passur [0,1], car elle n'a pas de limite finie en

[:]-I-

Approximation par des fonctions en escalier. Soit f continue par morceaux sur [r:c, b] et
e > 0 . Il existe deux fonctions en escalier ¥ et 1 tellesque ¢ < f <thet v —¢p <e.

Traitons le cas ol [ est continue sur [a, b]. D'aprés le théoréme de Heine, il existe § > 0 tel
que |z —y| <& entraine |f(z) — f(v)| < €. Prenons alors une subdivision de pas inférieur a
& . Sur chaque [35;:., 33;:_|_1], la fonction continue f atteint un minimum g et un maximum
Mg, etlona Mp—mg <€ Onpose ¥ = Mpet 1 = Mg sur [$R,£k+1[.Enﬁn,

le cas continu par morceaux s'obtient en appliquant ce résultat sur chaque morceau prolongé.

La figure ci-dessous illustre cette construction : la fonction continue f est coincée entre deux fonctions
en escalier ¥ et 1,1’) . La zone verte, entre les deux, a une aire d'autant plus petite que la subdivision est
fine.



3.0 -

— ¢ (en escalier, sous f)
— | (en escalier, au-dessus de f)

2.5 1

f continue

2.0 1

1.5 1

1.0 1

0.5 -

0.0 -—
Xo X1 X2 X3 Xa X5 X6 X7 Xs

3. Définition de l'intégrale

Définition :

Soit f continue par morceaux sur [a, b]. On note I_{f} la borne supérieure des f @ pour

® enescalieravec @ < f,et IT(f) laborne inférieure des fﬁ; pour 10 en escalier

avec 1 = f.Ces deux nombres sont égaux. Leur valeur commune est l'intégrale de f sur

b
[@, 8], notée ff{t:, de-

En effet, on a toujours I_{f:l < I"'(f} . De plus, le théoreme d'approximation donne
I+(f:l _ I_(f} < f ':"f.b — fp} <e (b — a:] pour tout & == 0. Pour une fonction a valeurs

complexes, on pose enfin ff — fRef -|-g'f1mf . On convient aussi que
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1
Calculons f + d+ sans primitive. Avec la subdivision réguliere de pas L les fonctions en escalier
0

ﬁl
0, = % et T'bn — % sur [%, #[ encadrent ¢ — ©.0r
n—1
0, = # kZD k = '-”«_:11 ot fﬂbn = ”2—:1 . Ces deux nombres tendent vers %,donc

l'intégrale vaut 5

lll. Propriétés de l'intégrale

1. Linéarité, positivité, croissance, Chasles

Propriété :

Soient f et ¢ continues par morceaux sur [a,b] et A, u € K.

b b b
e Linéarité : f(}‘f+“g}:}‘ff+#fg'
o o a

b
* Positivité :si a < bet f >0, alors ffj__:»g.
¢}

b b
e Croissance:si a < bet f < g,alors ff«;_:fg.
o

v}




b c
* Relation de Chasles : pour tout ¢, f f = f f+ f fr les bornes étant dans I'ordre
[} [/

que l'on veut.

Ces regles se démontrent d'abord pour les fonctions en escalier, puis passent aux fonctions continues par
morceaux par encadrement. Attention toutefois a I'ordre des bornes : la positivité exige a < b.

2. Inégalité triangulaire

Théoreme :

Inégalité triangulaire intégrale. Si a < b et J est continue par morceaux sur [a, b] ,
valeurs réelles ou complexes, alors

b

b
fwat| < [1r@lar < (o - a) sup 111

a

Dans le casréel, ona —|f| < f < |f|. Par croissance, on obtient _f FiE= ff < f|f|

Dans le cas complexe, on écrit ff — r et avec r > 0. Alors

r = fe_ﬁ"? f= ff".’_e{e—f="5I ). car ce nombre est réel. Or  Re(e—® £} < |f], donc

r < f | | - La seconde inégalité vient de la croissance, avec |f| < sup |f].
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Méthode :

Majorer une intégrale. On passe d'abord au module avec I'inégalité triangulaire. Ensuite, on majore

la fonction |f| par une fonction plus simple dont on connait l'intégrale. Par exemple, pour
t® cos(nt)

t €[0,1],0na T < ¢™, donc
1 . 1 [
t" cos(nt) n 1
1+ t2 di | < i dt = — +00]0.
0 0

3. Fonction continue positive d'intégrale nulle

Théoreme :

b
Soit f continue et positive sur [a, b] ,avec g < b.Si ff — [, alors f estnulle sur
o)

[a, b].

Démonstration :

Supposons qu'il existe Zp € |&, b] telque f{xn) > 0. Par continuité, il existe un segment
0 0

f(ﬂ?nj

[c,d] C [0, 0] contenant g, avec ¢ <d,surlequel £ > 5 . Par Chasles et positivite,
b d
on obtient alors s > (d flag) C'est une contradiction
fz ) fzd-og—5 >0 '
i) C




Les trois hypotheses comptent. D'abord, la fonction quivaut 1 en (0 et 0 ailleurs est positive,

continue par morceaux, d'intégrale nulle, mais non nulle. Ensuite, sans positivité,
2T

fsin tdf = 0 alorsque sin n'est pas nulle.
0

b
Ce résultat sert souvent sous la forme suivante : si f est continue et ffﬁ — pg.alors f=0.0n

[/
I'utilise aussi par contraposée : une fonction continue, positive et non identiquement nulle a une intégrale

strictement positive.

IV. Valeur moyenne, parité et périodicité

Définition :

—b—a

b
Si a <b,lavaleur moyennede f sur [a,b] estle nombre 1 ff,:t:, dt.
L

Pour f positive, le rectangle de base [r:c, b] et de hauteur & ala méme aire que le domaine sous la
courbe. Side plus | est continue, le théoréme des valeurs intermédiaires fournit un point ¢ tel que

fle) = p.Eneffet, min f < u < max [ par croissance de I'intégrale. La figure ci-dessous le
montre pour f{x) = 1 +sinz sur [0, ], dont la valeur moyenne vaut 1 4 2.
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3.0 1

i 2
aire sous la courbede f == valeur moyenneu=1+ =
— f{x)=1+sinx

2.5 -

2.0 1

1.5 1

1.0 -

0.5 1

0.0 L— ! : ! -

Soit f continue par morceaux sur [—a, a].

o o}
e Si { est paire, alors ff = 2 ff
L 0

a
e Si f estimpaire, alors ff —0.
—Q

a+T T
Si f est continue par morceaux sur R et T -périodique, alors f if= ff pour tout
a 0

réel .

Démonstration :



0 a
Pour la parité, le changement de variable ¥ = —wu donne f f{t} df = f f{—u} da .l
L 0

o}
reste a ajouter f f . Pour la périodicité, supposons d'abord f continue. La fonction
0
a+T
#() = f § estalors dérivable, de dérivée fla +T') — f(a) = 0.Donc & est

s
constante, égale a @(D:l . Le cas continu par morceaux se traite avec Chasles et le changement de
variable * = w + 7T .

104 qT
La fonction |s'1n| est “m-périodique. Par conséquent, |sin t| df = 10 f sin tdf = 20.
0 0

Sa valeur moyenne sur une période vaut donc E—T :

V. Sommes de Riemann

Découpons [r:r,, b] en 7L intervalles de méme longueur } — b; 4 et posons T = a4 + kh . On

remplace alors |'aire sous la courbe par celle de rectangles, comme le montre la figure ci-dessous pour
1
fl&) = 155 sur [0,1].
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1.0 -

rectangles de hauteur flk/n), n=28

0.8 1

0.6 1

0.4 1

0.2 -

OIO 1

o
Jes]
oINS
olw -
] B
o] (S0
w|o
o~

=

X

Si f est continue par morceaux sur [a, b], alors

b
n—1
R, (f) = bze kzo fla+k 3%)?[1 — +oo]/ £(¢) dt.

a

Le résultat reste vrai avec lasommede L =1 a n.

Démonstration :

Traitons le cas ol f est continue. Soit & => 0 . D'aprés le théoréme de Heine, il existe § =0 tel
que |z —vy| <& implique |f(x) — f(y)| < &.Soit 7 telque A < & . ParChasles, on écrit




T4

n—1
f=R,(f)= > (F(t) = f(zy)) dt.
k=10 T,

Pour t € [:t?k, :E;H_l],on a |t-— :t?k| <& ,donc |f(2) - f{iﬂk” < €. Par I'inégalité
b

triangulaire, on obtient ff — Rn{f:' <nhe = ,:b — ,1:,5.
o

[ —
k2 o

Méthode :

Calculer la limite d'une somme de Riemann. On factorise la somme pour faire apparaitre
Z f( ) Ensuite, on identifie la fonction f et I'intervalle, en général [D, 1] . Enfin, on conclut

par la limite f { - Pour un produit, on passe d'abord au logarithme.

T
Soit S = Z n—g 1 k2 . On factorise par 1,2 au dénominateur :
k=1

|

ln [ f t2=

_ 1 +t2 =
”; G el
ar

ctan 1 =

n-hn[ﬂ

De plus,si f estdeclasse 1 et M7 = sup |f’| l'inégalité des accroissements finis donne une

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

b

_ 2

vitesse : f f- Rn{f} < w . L'erreur de la méthode des rectangles est donc en
)

a(1/n).

VI. Fonction définie par une intégrale

I
Onfixe [ continuesurunintervalle I et @ € I .Onétudielafonction F':x —s ff{t} df,
a

dont la borne supérieure varie. C'est le lien entre intégrale et primitive.

Théoreme :

Théoréme fondamental de I'analyse. Si f est continue sur T, la fonction

T
F-r — ff{t} df estdeclasse ¢l sur I,et F/ = f . C'est l'unique primitive de  f
o

qui s'annuleen .

Démonstration :

Soit g € I et h?é Otelque T+ A € I ParChasles, ona

Tg+ h
Flzx h) — Flzx
(zq + iz ( o)_f(%) =1 / (f(t) = f(=,)) dt.

To

Soit £>>0.Parcontinuité de f en Tg,ilexiste § >0 telque |f(t) — f(xy)| < € désque
[t —xg| £ &.Pour || < &, rinégalité triangulaire majore donc le membre de droite par € .
Ainsi, F' estdérivableen Tget F'(z)) = f(zy).




Si f estseulement continue par morceaux, F' reste continue, et méme lipschitzienne sur tout
segment. Cependant, elle n'est plus dérivable aux sauts de f comme le montre la figure ci-dessous. Aux
points de continuité de f,onaencore F/ = f .

2.0 1 —— f continue par morceaux B points anguleux de F
— F) = [ofit) de
1.5 1
1.0 e
0.5 A
0.0
—0.5 - . O

X

Soient [ continuesur I,et ;v dérivablessur J avaleursdans I .Alors

v(z)
G:r — f f{t) dt est dérivable sur J, et
u(z)

Méthode :

Etudier une fonction définie par une intégrale. D'abord, on détermine I'ensemble de définition :
le segment d'intégration doit rester dans un intervalle ou l'intégrande est continue. Ensuite, on
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introduit une primitive & de l'intégrande et I'on écrit  G(x) = #(v(z)) — #{u(z)) . On dérive
alors par composition. Enfin, pour les limites, on encadre I'intégrande sur le segment d'intégration.

ir
Soit G{;ﬂ} - fe—tz d# pour = € R.Llafonction § —y o—t2 estcontinuesur [R,donc

I
{7 est dérivable et G’{a:} — 2422 _g—x? pour x> 0, la décroissance de I'intégrande
sur [z, 2z] donne 0 < G{z) < £ e—%? . Parencadrement, G(x) — Oen oo,

VIl. Formules de Taylor globales

Les développements limités décrivent une fonction au voisinage d'un point. Les formules de Taylor
globales, au contraire, contrélent I'erreur sur tout un intervalle. Elles fournissent ainsi des inégalités
valables partout.

Théoreme :

Formule de Taylor avec reste intégral. Soit f declasse ¢n+1 sur I,avaleursdans K,
et a,r € I Alrs

n, 1B r—t)"
flz) = Z fk—!()($—a)k+f%f(n+l)(t) dt.




I
On raisonne par récurrence sur 7. Pour n = 0, laformule s'écrit f(x) = f(a) + f f’{t) df
a

: c'est le théoréme fondamental. Supposons-la vraie au rang . — 1 pour une fonction de classe
n+1 . Onintégre alors le reste par parties, en dérivant f'iﬂ) et en intégrant

o B e e o5
[ Crthe iy ar = o ey 4 [ B gy a

En reportant, on obtient la formule au rang 7.

Corollaire :

Inégalité de Taylor-Lagrange. Si [ estdeclasse (m+1 sur I etsi |f(”+1)| < Myt
sur I, alorspourtous a@,x € I :

1 k n4+1
foy= 32 E@ k| <o oot
! = Mntl !
k=10
En effet, il suffit de majorer le reste intégral par I'inégalité triangulaire, puisque
T
|z — & |z — ot . . \
— dt | = ————;— . La figure ci-dessous montre I'exponentielle et ses polynémes de
n! (n+1)!
e

Tayloren 0 :l'approximation est excellente prés de 0, puis se dégrade quand |:J:| grandit.
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8 -
exp
1
——- Ti(x)= D> xX/k!
| k=0
6 2
——- To(x)= 2 xMk!
k=0
3
44 === T3(x)= 2 x¥/k!
k=0
2 .
“\.
\‘_-‘
O -,-——'-- ‘f‘f.’
r”’ .—'”’
~~ ’_‘_-"'"
-2 -1 0 1 2

Pour tout réel -, la formule avec reste intégral a I'ordre 1 donne

T
cosT = l—f(a:—t:lcostdt.Pour z >0,0na (z—tlcost <z —t sur [0, x].
0 2
Par croissance de l'intégrale, on obtientdonc cosz > 1 — ‘% . Par parité, cette inégalité vaut sur

[

Le reste intégral est plus précis que l'inégalité de Taylor-Lagrange. En particulier, quand f'iﬂ‘l‘l:'

garde un signe constant, il donne le signe de I'erreur, donc une inégalité sans valeur absolue. C'est

2
la méthode de choix pour démontrer des inégalités comme ln{l + g;} > — ‘% sur R4,




Ce qu'il faut retenir

¢ Une fonction continue sur un segment est uniformément continue : c'est le théoreme de Heine, clé
de toute la construction.

¢ Une fonction continue par morceaux est encadrée d'aussi pres que I'on veut par deux fonctions en
escalier, ce qui définit son intégrale.

e L'intégrale est linéaire, croissante pour des bornes dans I'ordre, et vérifie la relation de Chasles.

b b
e L'inégalité triangulaire f fl < f |f| < (,5 — a}sup |f| est |'outil de base pour majorer.
a a

¢ Une fonction continue, positive et d'intégrale nulle sur un segment est nulle ; la continuité et la
positivité sont indispensables.

e Parité et périodicité simplifient les calculs ; la valeur moyenne d'une fonction continue est atteinte.

1
e Les sommes de Riemann %Z f(k/n) tendent vers ff ; C'est I'outil pour les limites de
0

sommes.
T ’U(ﬂ?:'
e Si f estcontinue, 1 — ff est la primitive de  f nulleen @ ; on dérive f par
d u()
composition.

e La formule de Taylor avec reste intégral donne des inégalités globales ; I'inégalité de Taylor-
Lagrange en découle.

Questions fréquentes sur intégration sur un segment

Pourquoi a-t-on besoin du théoréeme de Heine pour définir I'intégrale ?

La construction encadre la fonction par deux fonctions en escalier dont I'écart est au plus €. Pour une
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fonction continue, il faut un méme pas de subdivision qui marche sur tout le segment : c'est exactement la
continuité uniforme. Le théoreme de Heine la garantit sur un segment.

Une fonction positive d'intégrale nulle est-elle toujours nulle ?

Non, il faut aussi la continuité. Une fonction qui vaut 1 en un point et 0 ailleurs est positive, continue par
morceaux et d'intégrale nulle. En revanche, une fonction continue et positive d'intégrale nulle sur un
segment non réduit a un point est nulle.

Comment reconnaitre une somme de Riemann ?

On cherche a écrire la somme sous la forme (1/n) X f(k/n), avec k de 0 a n—1 ou de 1 a n. Il faut souvent
factoriser par une puissance de n. La limite vaut alors l'intégrale de f sur [0, 1]. Pour un produit, on passe
d'abord au logarithme.

Quand préférer le reste intégral a I'inégalité de Taylor-Lagrange ?

Le reste intégral est une égalité : si la dérivée d'ordre n+1 garde un signe constant, il donne le signe de
I'erreur et donc une inégalité sans valeur absolue. L'inégalité de Taylor-Lagrange ne donne qu'une
majoration de I'erreur en valeur absolue, suffisante pour des valeurs approchées.

Pour aller plus loin en maths sup

e Les énoncés : exercices de maths sup sur intégration sur un segment

A maitriser avant : Primitives et calcul intégral, Dérivabilité et convexité

Chapitre précédent : Groupe symétrique et déterminants

Chapitre suivant : Séries numériques

Le méme theme en L1 : intégration sur un segment, cours de maths en L1

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé


https://mathovore.fr/integration-segment-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/primitives-calcul-integral-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/derivabilite-convexite-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/groupe-symetrique-determinants-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/series-numeriques-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/integrale-riemann-primitives-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/qcm-maths-sup
https://mathovore.fr/maths-sup-cours-et-exercices-corriges-en-pdf
https://mathovore.fr/maths-spe-cours-et-exercices-corriges

