Corrigés des exercices de maths sup

Intégration sur un segment

Corrigé de I'exercice 1 : Continuité uniforme et théoreme de
Heine

1. Soient x,y = 0.Si = = y = 0, I'inégalité est évidente. Sinon, v& + y4 >0 et
VT — y7| € v + JF. Par conséquent,

& — yg|* < & — gl (v& + yg) = |z —yl.

Soitalors £>0 et § = ¢2.Si |z —y| <8, onobtient |vE — yg| < V& = £ .Donc la
racine carrée est uniformément continue sur [0, +co[ , bien qu'elle ne soit pas
lipschitzienne au voisinage de [.

2. Posons g = n _|_% et ¥, =" Alors =z, — Y, = % — (. Cependant,
;]:% — y% =2+ # = 2. Sila fonction carré était uniformément continue, on aurait

ﬂ?% - y% — U.Donc 1 — x2 n'est pas uniformément continue sur [.

3. La fonction est continue comme composée de fonctions continues. Posons ensuite

Tn = qom _1|_ no et v, = ﬁ ,quisontdans ]0,1] pour m > 1.0na
Tn =Y, — 0, alorsque sin(l/z,) —sin(l/y ) =1-0 =1 ponc
z — sin(1/z) n'est pas uniformément continue sur 0, 1] : I'intervalle n'est pas un

segment, et le théoreme de Heine ne s'applique pas.

4. D'aprés le théoréme de Heine, f est uniformément continue sur [0, 1] . Il existe donc  § > 0 tel

que |z —y| <& entraine |f(x) — f(y)| < . Choisissons 7 telque L < §, et posons

plzr) = f(%) pour g £ [%:%[,puis (1) = f(1).Pour 4 ¢ [%:%[,ona
T — %l < § . Ainsi @ esten escalieret |f(x) — ()| < ¢ pourtout = € [0,1].
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Corrigé de I'exercice 2 : Intégrales de fonctions en escalier

1. La subdivision {0,1,3,4) estadaptéea @ :lafonction est constante sur ]0,1[ , ]1,3[ et
13, 4[ . Par définition,

4
p=2x14+(=1)x2+3x1=3.
0

L'intégrale vaut 3 et la valeur moyenne vaut % .

2. La nouvelle fonction est encore constante sur les mémes intervalles ouverts, avec les mémes
constantes. Or l'intégrale d'une fonction en escalier ne dépend que de ces constantes. L'intégrale
reste égale a 3 : modifier une valeur en un point ne change pas l'intégrale.

3. Pour £ €[0,2],0ona x2? ¢ [0,4]. Ainsi | 2 | vaut 0 sur [0,1], 1 sur [1,¥v2[, 2
sur [V2,Vv3[, 3 sur [V3,2[,et 4 en 2.Lafonction estdonc en escalier, de subdivision
adaptée (0,1, vZ, V3, 2) . Par conséquent,

2
/Lxgjdx:(x/?—l)+2(\/3—\/§)+3(2—\/3)=5—\@—\/3
0

2
On trouve fLyEJdm = 5—-v2 -3 = 1,854.
0

Corrigé de I'exercice 3 : Encadrement de la fonction carré par

des fonctions en escalier




mim+1)(2m+1)
5 :

o
2. Chaque palier a pour longueur 1 . On utilise ensuite Z
=1

1
/’nz%E: __n%?l)/¢ %E: (muﬁﬂy
0 : :

La différence vaut # .4, carseulslestermes k — n et k — [ different. Ainsi

j(ﬁbn—@n:‘z%-
]

3. Par définition de I'intégrale, f@ < f;pﬁ dr < fﬁ;ﬂ.Or les deux bornes tendent vers

n —

_1
=3

L5 | o8]

1
Par encadrement, fg;g dr = %
a

Corrigé de I'exercice 4 : Partie entiere et partie fractionnaire

1. Sur [k, k+1[, la partie entiere vaut k . Par la relation de Chasles, on obtient

k+1

n
n—1 n—1 B
/|_$Jd:1:=2 kde = 3 k="
0 E=0 " k=0
¥ n(n—1)
Donc | z |dz = :
/ :

2. Sur [k, k—l—l[ ,ona {r} = x — k :larestriction est affine, donc continue et prolongeable par
continuité en k& 4 1 parlavaleur 1.Ainsi {-} est continue par morceaux sur tout segment. De
plus, |z +1]=1]=2]+1,donc {x+1} = {x}.Par périodicité, on a

n 1 mn
n(n—1 2
f{ﬁ}da: = nf;pd;p = %.Enﬁn,parlinéarité, fﬂ?dﬂ? = (2 j—l—% = %,cequi

0 0 0
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i

est cohérent. On trouve f{:l:} dr = %
0

3. Pour k > 2, étudions 9 en %.Si T tend vers % par valeurs inférieures, % tend vers k

par valeurs supérieures, donc g(a:} —+ 0. En revanche, par valeurs supérieures, }T: tend vers
1

= . Ell
L e
a une infinité de discontinuités, donc elle n'est pas continue par morceaux sur [0,1].

k par valeurs inférieures, donc  g{x) — 1. Ainsi g est discontinue en chaque point

Corrigé de I'exercice 5 : Majorations d'intégrales

1. Pour z € [0,1] ,ona |cos{nz)| < 1et 1+ £2 > 1.Doncle module de I'intégrande est
majoré par x™ . Par I'inégalité triangulaire,

1 1

z" cos(nx) n 1
1+ 22 de | < e dr = 9

Par encadrement, l'intégrale tend vers (.

2. La fonction exponentielle est convexe. D'une part, elle est au-dessus de sa tangente en [ :
e¥ > 14 w . D'autre part, sur [0, 1], elle est sous sa corde entre (0,1} et (1,€) :
e < 1+ (e — L)u.On applique ces inégalités 8 w = x2 € [0, 1], puis on intégre par
croissance :

1 1 1
/(1+$2)dx < /exzdx < /(1+(e—1)$9)d$.
0 0 0
1
On obtient % < feﬂ?z dz € %?, soit environ 1,333 < I < 1,573.
0
A e . : . eil |1
3. L'inéqgalité triangulaire vaut aussi pour les fonctions complexes. Or 1T tl =11 pour

t > 0. Donc



L'inégalité demandée est établie.

Point de méthode : pour majorer une intégrale, on majore le module de l'intégrande par une fonction
simple, puis on intégre. La convexité fournit souvent ces fonctions simples (tangentes et cordes).

Corrigé de l'exercice 6 : Fonction continue d'intégrale nulle

1. Lafonction {2 est continue, positive, et d'intégrale nulle sur [a, b] avec @ < b . D'aprés le
théoréme du cours, f2 = 0.Donc f = O sur [a,b].

1
_ _ : 1 1
2. Posons g(t) = f(t) —t . Elle est continue et g =5—75 = 0.Supposons que g ne
0
s'annule pas. D'apres le théoreme des valeurs intermédiaires, ¢ garde alors un signe strict

1
constant, par exemple g = 0. Ensuite, & est continue, positive et non nulle, donc f g>0,

]

]
ce qui est absurde. Le cas g < 0 est identique. Il existe donc ¢ € [0, 1] tel que f{c) =

3. Par linéarité, on développe :

1 1 1 1
(fg—f)2=/f4—2/f3+/f2=o,
0 0 0

La fonction {fg — f}g est continue et positive, donc elle est nulle. Ainsi  f(z) € {0,1} pour
tout .Enfin,si f prenait les deux valeurs, le théoréme des valeurs intermédiaires lui ferait

0

prendre la valeur % .Donc | est constante égalea (0 oua 1.

4. Prenons f égalea 1 en % etd 0 ailleurssur [0,1]. Elle est continue par morceaux, et

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

fg = f estd'intégrale nulle, car elle coincide avec la fonction nulle sauf en un point. Pourtant
f n'est pas nulle : la continuité est indispensable.

Corrigé de I'exercice 7 : Parité, périodicité et valeur moyenne

1. Lafonction 1 — 3 cog ¢ estimpaire et continue, donc son intégrale sur [—*rr, *rr] est nulle.
1

Ensuite, |:J::| est paire et 5 ax? est impaire. Par linéarité, on obtient gf rzdx4+0=1.

0
Les deux intégrales valent respectivement (J et 1.

2. Soit F' une primitive de f, qui existe car [ est continue. On a
4T

() = f f=Flz+T)- Fz) Donc < est dérivable et

T
#'(r) = flx +T) — f(z£) = 0 .Lafonction & est constante sur l'intervalle R,
T
égale a ff
0

3. La fonction |sin| est continue et T -périodique. Par Chasles et la question précédente,

1 kE+1)m

O ( ) 0

9
/ |sin t| dt = Z / |sin ¢| dt = 10 / sin t dt = 20.
0 k=0 knr 0

L'intégrale vaut 20 et la valeur moyenne vaut % =

362

T
_Q.La

.
4. Onlinéarise : gin< ¢ — PCTM . Donc f sin? tdt = E—T — %[sin{ﬁt]]g
0

valeur moyenne de gin? sur [0, 7] vaut %



corriaé de I ‘o8 :E le de | ¢ limit

1. La fonction continue f atteint sur le segment un minimum 1 et un maximum A4 . Comme
g=0,ona mg<=< fg< M g.Parcroissance de l'intégrale,

mfg::_:ffgngg.Si fg:[j,alors ffg:[jettout c convient.

Sinon, fg}[:] et le quotient f est compris entre . et MM . D'apres le théoreme
g

des valeurs intermédiaires, il est atteint par [ en un point ¢ £ [r:&, b].

—

2. Soit x € ]0,Z]. On applique la question 1 sur [z, 2] avec f = cos et g(z) = ; > 0.1

t
existe ¢, € [z, 2z] tel que

2z 2z
COSE 4t = cos( f dt — cos(c,) In 2.
£

X

Quand £ — 0F,ona ¢y — O parencadrement, donc cos(c,) — 1. La limite vaut
In 2.

3. On applique la formule avec  f = exp et g(t) = 2 sur [0, =] . On obtient
I

3 x
f tdet dt = e®c T avec ¢ € [0, 2] . Ainsi le quotient vaut %. La limite vaut % :
0

T

4. Posons #(x) = fe dt . Par le théoréme fondamental, < est dérivable et
0
1.

#'(0) = &0 = o) _ @(wi - f{m)

1.

Or est un taux d'accroissement. La limite vaut donc

Corrigé de I'exercice 9 : Limites de sommes de Riemann
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mn
1 1
1. On factorise par 4 au dénominateur: @yn = ® T, 71 -2 .C'estune somme de
= 1+ (k/n)

1
Riemann de la fonction continue * — litﬂ sur [D, 1] . Donc Gy — f dt _
0

NE

14 2

1 = kfn t
2. De méme, b-n =m

2 W La fonction £ — =3 est continue sur [0,1]. Donc

1
tdt 1
bﬂﬁfl_l_tz_glnﬁ-
0

3. Lafonction t — sin{m t) est continue sur [0,1], et €n en est une somme de Riemann. Donc

1
1
Cp —+ fsin(fr t)dt = [—WEEF ﬂ]ﬂ =
0

S

4. D'abord, % = H (n 4+ &) . Donc )

T
k
nlmn = H (1 + ﬁ) . On passe au logarithme :
k=1 k=1

7L
Ind, =+ Y In(1+
E=1

Sl

1
) —— [ In(1 +¢) d¢.
[

1
Une intégration par parties donne f ln{l + t} dif = [{1 + ﬁ)ln{l + t} — t]% =9n2-1.

Par continuité de I'exponentielle, d,, — e2ln2 —1 ponc Ay — % .

La figure ci-dessous rappelle le principe : I'aire des rectangles tend vers l'aire sous la courbe, ici pour la
somme Op .



1.2 1

te ! , aire =m/4=0,785
1+t?
1.0 1 .| somme a;p=0,760
0.8 A
0.6 -
0.4 -
0.2 1
00 I T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

Corrigé de l'exercice 10 : Vitesse de convergence de la
méthode des rectangles

b - Tht1
1. Par Chasles, ff - R, = Z f (f(t) - f{;nk}) dt . D'apres l'inégalité des
a E=0 T

accroissements finis, |f(t) — f(zy)| € M1 (t — ) pour T € [z, T5 (] Par linégalité
triangulaire,

b . Tr+1 2
n_
B2 My (b—a)
/f_Rn SE My f (t_$k)dt=”M17=1T‘
a ,I{',:O xk

La majoration est établie.

n—1
2. Pour fl{r) = & sur [0,1],ona M) =1 et anﬁ Zk:ng—;l.Donc
k=0
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_1l_n=l_ 1 @ M (b—a)? | iorati
ff — 5~ om = an . C'est exactement —— : la majoration est
optimale.
3.0na fI{ﬂ?} = 2z Posons ’t&{ﬂ?} = 2T Alors
' (1+ z2)? (14 =2)%
f 2(1 + 2) — 822 2(1 — 352)
U (aj) — 213 — N3
(14 z2) (14 z2)
. , 17 ouie déeraf - 1N _ 23 _ 9 _ 33
Ainsi % croit sur [0, 1J@] puis décroit, et son maximum vaut ”(ﬂ) =65 = 83— B
Donc M1 = 3"{_ r= (0,6495 . L'erreur est au plus 10—2 dés que 3"{_ < 10— 2, soit

n > 3248 Le choix n = 325 suffit.

Corrigé de I'exercice 11 : Développement asymptotique d'une

somme de Riemann

1 Tr1
1. Par Chasles, ff ~ R, = Z f (f(t} — f{g;k}) dt.Or f estdeclasse (71, donc
0 k T

ft) = flzy) = f f'(5) ds . L'égalité demandée en découle.
Tk

2. La fonction f’ est continue sur le segment [0, 1] . D'aprés le théoréme de Heine, il existe
>0 telque |s—s/| <4 entriﬁne |f’;|:s:| — f(s")| < e.50t n > }E.Pour
TpEs St Tpyg,0na |fg)—f'(xy)| < e. Parailleurs,

Trhal ¢ | !
'(z,)ds dt = f’ dg¢ = 1=
Ji(my)dsdt = fi(zy) (t — ) dt = 55
T Tk L

- . 1 / 2
En multipliant par 7 et en sommant, on obtient le terme n Z f (;r;k:l. L'écart restant est
n—1 1 .
majoré par 7 Z €53 = 7 L'inégalité demandée est vraie pour tout »n >
k=0

D=



n—
3. Le terme ﬁ Z f”{:t:k:l vaut % Rﬂ{f’} . C'est une somme de Riemann de la fonction

[

1
1
continue f’r , donc il tend vers f f” I: :I fO) . Avec la question 2, pour 7% assez
0

1
grand, n ff — R, | estamoinsde £ de cette limite. Donc
0

1
. ff_Rﬂ (k=8 (0]
0

4. Onécrit S, = % 1+ Y = Ry(f) avec f(z) = 1_|_ ,declasse 1 sur [0, 1]

.0Ona ff:lnj et ﬂl);fm):ugg_lz_éﬂonc n(lnﬁ—Sﬂj—;—é.Ainsi

S, = lnﬁ—i—%l—ﬂ—i—o(%)-

Corrigé de l'exercice 12 : Dérivée d'une fonction définie par une
intégrale

1. Lafonction ¢ —s g—t2 est continue sur R . Elle admet donc une primitive & de classe (1,
et Gir) = #(2z) — $(z). Par composition, (7 est dérivablesur R.Ona
G'(z) = 2e—%5? _g—a?,

2. Avec le changement de variable = —1u , on obtient
—2T
G{-gg} = f e—t? ds = fe 244 - Donc G est impaire.
—I I

3. Onfactorise : G () = e—7%2e—322 —1). Ainsi G'(z) > O siet seulement si
e—3z2 > % soit ¢4 < 11-132 Posons x5 = \/In2 /3 = 0,48 . Lafonction G croit
sur [0, o] apartirde G(0) = 0, puis décroit sur [z, +cof .

4, Pour >0 et t € [5,2x],0na 0<et? < e—=2. Parcroissance de I'intégrale (bornes
dans l'ordre), 0 < G(z) < (27 — x)e—=?.0r 5 e—x2 4 ( par croissances comparées,
Donc G(r) —+ 0 en +co, et par imparité en —co .
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La figure ci-dessous montre le graphe de (& : il est impair, de maximum atteint en %y, et tend vers
(0 aux deux infinis.

0.4~

sz e
0.3 - — G(x)=J, e dt

® extremumsen =\In2/3

0.2 A

0.1 4

0.0

_01 -

—0.2 -

_03 -

_04 ! T T T T T

Corrigé de I'exercice 13 : Etude compléte d'une fonction
intégrale

1. Lafonction ¢ —s IL est continue sur |0, 1[ etsur ]1, 4oo[ . Il faut que le segment
d'extrémités T et 42 soitinclus dans I'un de ces intervalles. Si 0 < = <1, alors
Ocz2«crx<l1.Si £>1,alors 1< < £2.Enrevanche, pour £ = 1, l'intégrande
n‘est pas définieen 1.Donc F est définiesur [0,1[ U 1, +oof .

2. Sur chacun des deux intervalles, soit & une primitive de ﬁ . Alors
F(z) = #(x2) — #(x) est dérivable, et
/ 2z 1 2z | R A B
F ($) In(z ) " Inzx — 2ln=zx Inz — In=x

—1

- lna:'

On a bien F'/ (@1



3.

1 . :
= g est continue et de signe
constant. De plus, elle a pour primitive * — 1n|ln t| . La formule de la moyenne, appliquée avec

f{t) = t, fournit €z entre = et 12 telque

Sur le segment d'extrémités T et 1<, la fonction g{t}

T2

2
F(z)=c, },J_illift"],J_:c$ [1n|lnt|]£ =c,In
x
X

21n z|
ln z| —

cpln 2.

Quand £ — 1,0na £2 —s 1,donc ¢, —+ 1 parencadrement. Ainsi F'(x) — In 2
quand  — 1.

. Prolongée par F'(1) = In 2, lafonction F' est continue sur |0, 400 . De plus,

Flz) = ﬁln_a:l sl quand £ — 1,car lnx ~ x —1.D'apres le théoréme de la limite

de la dérivée, F' est dérivableen 1 avec F’{l} = 1,et F' estcontinueen 1.Donc
F estdeclasse ¢l sur |0, +oo[ et F/(1) = 1.

En ot ipour O0<z<let t€[z ] ona [Int2 |Inzf donc g < g Par
— 73
l'inégalité triangulaire, |F'(x)| < $|1n,§| — 0.En +oo :pour £ € [z, z?],0na
1 1 i — g

Tt = In(z7) - Donc F(;r;} > Sn e —* oo par croissances comparées. Enfin, = —1 et
In £ ont toujours le méme signe, donc F/ = (1. La fonction F' croit strictementde 0 a

+oo sur |0, +oo[ , en passant par F(1) = In 2 avec une tangente de pente 1.

La figure ci-dessous représente F' prolongée, son point {1, In 2} et la tangente de pente 1 ence

point.
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x* dt
*Int
44 @ prolongement F(1)=In2

— Fx)=]

---- tangente de pente 1

Point de méthode : pour une intégrale dont les deux bornes tendent vers un point ou I'intégrande
explose, on isole une partie qui s'integre exactement et I'on applique la formule de la moyenne au reste.

Corrigé de l'exercice 14 : Intégrales de Wallis

il

1. Oona Wy =75e Wi= [—cos:n]gﬁ =1.sur ]0,7],ona O<sinz <1,donc
2in™ est continue, positive et non nulle: W, >0 . Deplus, gin™®tl ¢ < sin’ o sur
[D, E—T] . Par croissance de l'intégrale, W1 < W, : la suite est décroissante et
strictement positive.

g/ 2
2. On écrit Wpan = f sin™ 11 ¢ - sin © do - On intégre par parties avec 1, = gin™t1 et
0
v = —cos8,declasse (71 :

/2

+ (n + 1)/ cos?2 z sin" z dz.
0

/2

W9 = [—cos z sin™t! w]o



Le crochet est nul. Ensuite, g2 — 1 — gin2 donne Wain = (n + (W, — W10).
Donc (n+2)Wpin=n+)W,

3. Posons Uy = (n 4+ 1) W1 W, . Alors
Yntl = M+ WoiaWoir = (0 +10 W, Wyil = Uy . La suite est
constante, égalea uy = W1 Wy = ;—T

4. Par décroissance, Wnio < Wya1 < W, Endivisantpar W, >0, on obtient

n+1 Woat1 WWant1 g
f.r1+2 < T, < 1. Par encadrement, W, 1,donc W1 ~ W, . Alors
T= M+ Wyl W, ~ n W2 . Ainsi W2 ~ 5~ etcomme W, >0, onprendla

racine. On obtient W, rv '.-" ﬂ.

Corrigé de I'exercice 15 : Une suite d'intégrales et In 2

1. D'abord, Iy = [In(l + a:}]é =1In2.Pour z €[0,1] ,ona £7tl < £7,donc

Ipny1 < I, parcroissance. L'intégrande est positive, donc £, = 0. Enfin, lfl—n:r <z
Donc (I,] est positive, décroissante, et I, < n}l—l
1 1
2. Parlinearité, T, 4 Ipy1 = de:ﬂ = fg:ﬂd:r:.Donc fo+in = nL-I—l
0 0

3. Pardécroissance, 2Fp4] < Iy + Tpt1 = rﬁ_l,ce quidonne fnp41 < m,soit

In::_‘:Lpour n > 1.Deméme, 27, > T, +Tp41 = . Ainsi

in
1

1
. 1 n41
Mt D) = < I, < 5, et par encadrement 1 ~ on

4. Larelation JTp_q1 = é Iy permetunerécurrence.Aurang 1, In2=1Ig=1-17 :la

formule est vraie. Si elle est vraie au rang 7, on remplace [f,, = f.n%kl —Tpa1
i (=0 =D
— P A T G n—+1
In 2 = E : F t+oagr (1) In41.
k=1
1)3:' 1
C'est la formuleaurang 7 +1.Comme J[f,, — 0, on obtient 2 — In 2,

k=1
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La figure ci-dessous place les premiéres valeurs de I, entre les deux bornes : I'encadrement devient
tresserrédes n = h.

0.40 -
) 1
0.35 A — majorant%
0304 ® = minorant 2+ 1)
1 xn
0251 — — [ ] fn=f01+xdx
0.20 A °
0.15 A ,
®
0.10 A — s
- =

0.05 A el IS
0.00 - - - . :

1 5 10 15 20

n

Corrigé de l'exercice 16 : Lemme de Riemann-Lebesgue

1. Soit A = 0.On intégre par parties, avec f et ¢ _s _COSE‘ ) de classe ¢l :
b b b
. t At
f F(t)sin(A t) dt = —%} T %f £ (t)cos(A t) dt.
a a

Le crochet est majoré par w . Par I'inégalité triangulaire, la seconde intégrale est
b

majorée par f |f’| . La majoration en % est établie, et l'intégrale tend vers (.
[}



d
> Pour ¢ <d . ona fsin{}'a £ dt | = |cos(X c];-::c-s(}x d)| < %

C
]@j{: “Ij_|_1[ , pour une subdivision I:G&D, e flp:l , Chasles et la linéarité donnent

b

Si f vaut ©j sur

p—1
f(t)sin(X t) dt | < ZO el %
j':

a

Cette quantité tend vers (0 quand » — —co.

3. Soit & = 0 . D'apres le cours, qui repose sur le théoreme de Heine, il existe % en escalier avec
|f — | < . Parl'inégalité triangulaire,

b b
‘ / f(t)sin(At)dt | < (b—a)e + / p(t)sin(A t) dt

D'aprés la question 2, le dernier terme est inférieura &€ pour J assez grand. Ainsi l'intégrale
est majorée par (b —a + 1) pour X grand: elle tend vers 0.

Point de méthode : pour étendre un résultat des fonctions en escalier aux fonctions continues, on
approche a £ pres, puis on contrdle I'erreur par I'inégalité triangulaire. C'est la démarche méme de la
construction de I'intégrale.

Corrigé de I'exercice 17 : Formule de Taylor et exponentielle

1. Lafonction €XP estdeclasse ¢m+1 ettoutes ses dérivées valent £XP . La formule de
Taylor avec reste intégral en [ donne

X
L.k — )"
e*r—zmk—!: %etdt,
k=0 0

Si x> 0,ona et < e¥sur [0, x],donc le reste est majoré par
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I
r—1)" n+1
eirquicit:eﬂ?£ .Si £ <0,0ona et <1 sur [z 0], doncle module du

n! (n+1)!
0
, | t—o)" Kl
reste est majoré par —dt = m . Dans les deux cas, l'erreur est au plus
. n .
T
|$|ﬂ+1 T
(m+10°
n+1
2. Soit « fixéet o, = !:a:|+—l)l.Pour n+2 22z, ona ’”;:1 _ % < %_Donc Up tend
T . -

vers [J au moins comme une suite géométrique de raison % . Par encadrement,

nok
Zg—ke*ﬂ:_

k=0
1

1—1" . . . "
3. Pour x = 1,lereste / %et dt estl'intégrale d'une fonction continue, positive, non

0
g
nulle : il est strictement positif. La majoration de la question 1 donne (—n—i—l)!' Pour m = &,ona
3

71 < Epag ~ 6 X 107* . Enrevanche, pour n = 5,laborne =o5 3 4,2 1077 ne

()
] Ly
Il

—
[Ta]
o1
_\_\J
ba
e
—
]
—

suffit pas. Le rang 1 = § garantit la précision 10—3 :

n
1

1
4. Soit n > max(g, 2] et An = n!(e - Z @) D'une part, gle — % est un entier
k=0

1
car ¢ divise mnl.De plus, % est entier pour & < mn.Donc A, estun entier. D'autre part,
la question 3 donne 0 < A4, < ﬂL_H < % < 1 . Aucun entier n'est strictement compris
entre [ et ] :c'estabsurde, donc = estirrationnel.

. . , \ . , . _ & .
La figure ci-dessous compare, en échelle logarithmique, I'erreur réelle et le majorant 1 le seuil
(n41)!

10—2 est franchi par le majorant aurang 6.



—®- majorant ¢/(n + 1)!

10° 5
1071 ;
1072

n
—e— erreure— » 1/k!
k=0

........ seuil 103
10-3 _ .................................................................................... e e e e er et e e e oo re e e et r s ense e e
107* '
107> '
10°° '
1077

Corrigé de I'exercice 18 : Inégalités par la formule de Taylor

1. Soit flz) = n{l + z), declasse ¢ sur ]—1 +oo[.0na f/(t) = 1+t'
" _ _ 2 _ __ B
f {t:' (l—l—tjg’ f ': j-' (1—|—t)3 et f 'it:' (1+tj4 Soit « > 0 .Alordre
2, la formule de Taylor avec reste intégral en (0 donne
I

. z2 (z —t)° 9
Inl+z)=2z—-5+ 7 (1+2)°

- L 2,
L'intégrande est positive et les bornes sont dans l'ordre, donc  In(1 + x) > = — % .Al'ordre 3

—¥F
, le reste vaut f(a: 5 ) -(1+§)4 dt < 0, etleterme d'ordre 3 vaut %1:3 — %3 . Donc

2 r3
T — %-::_: n{1+a:j€_ig:—%—|-%pour r =0,

iy
2. Soit & > 0 . Alordre 1,ona cosz =1-— f (z — t)cos t dt . Comme
0 2
(x —t)cost < o —t sur [0,z], onobtient cosz > 1—% . Alordre 3, les dérivées

2
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de cos en 0 valent 1,0,-1,0, et ~ng(4) — 5. Donc

z 3
cosx—l—%—i—/ I_t)
0

X
Costdtgl—% / dt =1 - % + &
0

Les trois membres sont pairs en . L'encadrement vaut donc pour tout réel .

3. Pour £ =01,0na =z _%? = 0,095 et %3 = @ ~ 3,33 X 10—4% . Donc
0,085 < In{1,1) < 0,09534, encadrement d'amplitude inférieure a 4 x 10—%.

Corrigé de I'exercice 19 : Taylor-Lagrange et valeurs

approchées
1. Lafonction sin estdeclasse (7%° et |51n'i53'| = |.;;.:.5| < 1. Son polyndme de Taylor d'ordre
den 0 est ¢ — 5rﬁa,car sin([:]:] — sin”([]} — sin&j({]} =0. L'inégalité de Taylor-
5
Lagrange a l'ordre 4 avec Mty = 1 donne |sinr — _|_ < |1$2|D
2. Pour £ =01,0na x — %a =01 - % r2 0,0998333 . L'erreur est au plus
1107‘0 ~ 8,3 x 10—8 . Donc sin(0,1) =2 0,0998333 a moins de 10—7 pres.
1
3. Sur [0,x],0ona |f”(i:l| = Qi) < 1 pour f{t) = In{1 + £} . L'inégalité de Taylor-

Lagrange a l'ordre 1, appliquée sur l'intervalle [0, x], donne In(l + 2) — 2| < %}'
L'inégalité est établie pour = > 0.

%. ﬂln(l + ) -1 | < ﬁ . Donc ﬂln(l + %) —y 1. Par continuité

on obtient %
m
de I'exponentielle, (1 + %) — e:{p(n ln(l + %) e

4, Avec  —

Corrigé de I'exercice 20 : Probleme : concentration d'intégrales




Partie A.

1 1
1. Ona (ﬂ, + 1} +" d# = 1. Donc f{l} — {n + 1:1 +M f{l} d+ . Par linéarité,
o /
Tn- 1) = @+ [ £ (76) - FD)
0

2. On coupe l'intégraleen 1 — § par Chasles. Sur [0,1—4],0ona |f(£) — f(1)| < 2|f].Sur
[1—-6,1],0ona |f(t)— f(1)| < €. Par I'négalité triangulaire,

1-4

| T, — ()] < 2|f|(ﬂ+1)/ t”dt+s(n+1)/ t"dt < 2/7|(1— )" e
0 1-6

La majoration demandée est établie.

3. Soit £ >0 .Parcontinuit¢de f en 1,untel § existe.Ensuite, (1 — 5)”"’1 — 0 car
0<1—4<1.llexistedonc IV tel que 2|f|{1 — 5}”"’1 < g pour n = IN . Alors
|Jﬂ —f{1}| < 2e.Donc J, — f{l}

4. Si f estdeclasse (1, onintégre par parties :
1

1
To=[ep0)] = [ enh () de = p) = [ en 1 p(e) ae
sl - /

/

Le dernier terme est majoré en module par % .On retrouve J, — f(1}, avec cette fois
n

une vitesse en C(1/n).

Partie B.

1. La fonction f est continue en (1. Par définition de la continuité, il existe 1 >0 tel que
) — FO)] < € pour w € [0,7].
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1

2.0na K, — f0) = f (f{t”} — f{[j}) dt.On coupeen @ par Chasles. Sur [a, 1], le

0
module de I'intégrande est au plus  2|f| , car t™ € [0,1]. L'inégalité triangulaire donne la

majoration demandée.

3. Soit £ 0.D'abord, on choisit @ € ]0,1[ telque 2|f|(1 —a) < &.Ensuite, comme
a™ — 0 ,ilexiste IV telque a™ < 1 pour n > IN .Pour t € [0, a], onaalors
0<t" <a” <gn,donc |f(2")— FfO) < e.Ainsi |Ky,—f0)| <ae+e < 2.

Donc K, — f(0).

Partie C.

dr
14+ t"

1
1. Avec  flu) = 1_|1_u , continue sur [0, 1], la partie B donne f — F(0) = 1. Avec
0

1
f = exp, la partie A donne {ﬂ + 1}f +" et d# — e . Les deux limites valent 1 et
a

2.

1
2. Avec  f(t) = 1_}_—1: , la partie Adonne  (n + 1}flt—lf—ltdt — f(0) = %.Donc
0

Ty E(nl—l—lj .Comme 7 +1 ~ n,onretrouve 1, r ﬁ

Point de méthode : le poids {n —+ I}tn concentre sa masse pres de 1. On découpe donc l'intervalle
en une zone ou la continuité contrdle f et une zone dont le poids tend vers (0 . L'ordre des choix,
d'abord & ou @, puis 7, est essentiel.

Revenir aux énoncés des exercices
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Pour aller plus loin en maths sup

e Le cours : intégration sur un segment, cours de maths sup

Les énoncés : exercices de maths sup sur intégration sur un segment

A maitriser avant : Primitives et calcul intégral, Dérivabilité et convexité

Chapitre précédent : Groupe symétrique et déterminants

Chapitre suivant : Séries numériques

Le méme théme en L1 : intégration sur un segment, exercices de maths en L1

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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