Corrigés des exercices de maths en L1

Intégration sur un segment

Corrigé de I'exercice 1 : Intégrale d'une fonction en escalier

1. La subdivision (0,1,3,4) de [0, 4] convient. En effet, ¥ vaut 2 sur ]0,1[, —1 sur
J1,3[ et 3 sur ]3,4[.Donc ¥ esten escalier. Lavaleur (1) = 5 est prise en un point
de la subdivision : elle ne joue aucun role dans l'intégrale.

4
2. Par définition, fg; = 9w {1_[]}_|_|:_1}>< (3_1)_|_3>< {4_3} =92—24 3. Ainsi
0

4

3. Lafonction 10 est constante sur chaque intervalle ]k, k+1[ ,donc (0,1, 2,3, 4) Iuiest
adaptée. Cette subdivision est plus fine que (0,1, 3, 4} , donc elle est aussi adaptée & . On

4
obtient f@b:[j_|_1_|_2_|_3:6.Ensuite, @+ vaut 2, 0, 1 et 6 surlesquatre
0

4
intervalles ouverts successifs. Par conséquent f {fp + le} = 2404146 = 9.0n Vérifie
0

4

bien que f{fp+¢}:9:3+6.
0

4. Lafonction || vaut 2, 1 et 3 sur ]0,1[, J1,3[ et ]3,4[.Donc

4 4 4
f|g_:| = 924243 =7.0nabien ffp =3<7= f|fp| : I'inégalité est stricte,
0 0 0

car ¥ change de signe.
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Corrigé de I'exercice 2 : Intégrale de la fonction carré par

encadrement

E

1. Soit £ ¢ [ﬁ, % .Comme z > 0 et que la fonction carré est croissante sur [0, +co[ , on

2 2
a (k) <2< (}H‘l) .En £ = 1, les trois valeurs valent 1.Donc ¥, < f < "’F[’n

m 7]

sur [0,1].

2. Les deux fonctions sont en escalier, adaptées a la subdivision réguliére de pas % . D'une part,

L 1 1
= ;2 Lﬂ’_ 9 (n—1) n (2?1—1)‘

_ 6n 3

©
=
I
==
Sl
[
I
=
Ll
&5

D'autre part,

i1}
= L3 k2 = n(n+1)(2n+1)
T’Dn — nd ke = 6n3
0 E=1

b3
b= L

1
La différence ne garde que leterme k£ = n : f@ﬂ — (pn} = Tﬁ —
0

1
3.S0it e>0D et n > 1;’6 .Alors @ <f< T.bﬂ et f{wn — (pn} < ¢.D'aprés le critére
0

1 1
d'intégrabilité, f estintégrable. De plus, f@ﬂ < ff < f":'bn pour tout #1. Or les deux
0 0

bornes tendent vers % = % car leur numérateur équivaut a 92,2 . Par encadrement,
1
o _1
f:r: dr = 3
0

Point de méthode : pour une fonction monotone, les valeurs aux bords gauche et droit de chaque
intervalle fournissent directement une minorante et une majorante en escalier.



Corrigé de I'exercice 3 : Une fonction bornée non intégrable

1. Soit ¢ < f en escalier, adaptée & (IAD, .o Ty), devaleur Cg sur ]$k—1’ :J.?k.[ . Cet
intervalle ouvert non vide contient un irrationnel ¥, car R\ @ est dense. Donc
1
cr = () < fly) = 0. Parsuite fcp =Y ¢; (x4 - £,_1) < 0.Deméme,si
0

1 > f, chaque intervalle ouvert contient un rationnel 7, donc la valeur de 1 y est au moins

1
flr) = 1. Ainsi f»@ > Z (£ — ,_,) = 1.0nen déduit

— 0
I (f)<0<1<IT(f): lg n'estpasintégrable sur [0,1].

2. Soit € € ]0,1[ . L'ensemble des points L situés dans Je, 1] est fini, car il correspond aux
entiers 5 < &.Définissons % = 1 sur [0,¢] et ¥ = g sur Je 1].Sur Je, 1], la fonction
1 est nulle sauf en un nombre fini de points : elle est donc en escalier sur [0,1].0n a

1
0<g<,et f 1 = ¢ . La fonction nulle est une minorante en escalier d'intégrale 0 .
0

1
Donc 0< I (g) < IT(g)<e pourtout e.Ainsi J est intégrable et fg =0.
0

3. L'ensemble @ M [0, 1] est dense : il rencontre tout intervalle, et aucune fonction en escalier ne
peut 'ignorer. Au contraire, les points % ne s'accumulent qu'en [0 . En dehors d'un petit intervalle
autourde (J,iln'y ena qu'un nombre fini, et un nombre fini de points ne change pas une

intégrale.

Corrigé de l'exercice 4 : Une fonction monotone discontinue

: _ . g 1 1
1. Soit =€ J0,)et n=_|1/z]>1.Mors p <L, 41, cestadie ﬁe}n_—i—l’ﬁ]
. Cet entier est unique, donc  f est bien définie. Soit maintenant 0 <z <y < 1,avec # dans

l'intervalle d'indice 1 et ¥ dans celui d'indice 7. Comme :1_1: = % ona

m=|1fz]|>|1/y]=n,donc fl@) = % < % = f(y).Enfin
f{D} =0 < fl:y:l .Ainsi f est croissante. D'apreés le théoréme sur les fonctions monotones,
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f estintégrable sur [0,1].

2. Soit m = 2.0na f(%) — % Pour & & }%: ﬁ},ona flz) = ﬁ.Donc la limite a
droite en % vaut ﬁ ?é %.Par conséquent, [ est discontinue en chaque %, n > 2.

elle a une infinité de discontinuités.

3. Sur [ﬁ: } , la fonction f est en escalier, adaptée a la subdivision formée des points %
1< n < N+1.Dou

N
La seconde somme est télescopique. Ainsi f= Z # -1+ N+
1/ (N +1) n=1

1 - _ 1 1 e
4. Sur [D, N—I—l] la croissance donne 0 = f(0) < f < f(N—i—l) = 7y - Par positivité et

1/(N+1)

inégalité de la moyenne, [ < < 1 . Par Chasles,
= fs (V+1)*

1 1/(N+1) 1
ff = f+ f - Faisons tendre IV vers oo :le premier terme tend
0 0 /(N +1)

1~ 0,645.

1
md _ m?
vers [ etle second vers 6 — 1. Donc ff =% -
0

Corrigé de l'exercice 5 : Intégrabilité de sin(1/x)

1. Posons Ty = m et y = % pour 7 = 1.Ces deux suites tendent vers 0,
mais f(z,) =1 et f{yn} = 0.si f avaitunelimite £ en (0,onaurait £ — 1 et
£ = 0 .Donc f n'a pas de limite en (1. En particulier, elle n'est pas continue par morceaux
sur [D, ] , car une telle fonction a une limite finie a droiteen (.



2. Surle segment [g, 1], la fonction f est continue, comme composée de fonctions continues.
D'apres le cours, elle y est intégrable. Le critere d'intégrabilité fournit donc deux fonctions en

1
escalier ®; < f < 1) sur [g1] avec fw)l —p) <e
E

3. Posons ¢ = —let 1 =1sur [0,e[,puis ¥ = P1et ¥ =1 sur [g 1]. Cesontdes
fonctions en escalier sur [0, 1]. Comme |f| < 1,ona ¢ < f < 1. Deplus, par Chasles,

(Y —p) =2+ | (¥, —p,) < 3e.
=

Leréel € étant arbitraire, | est intégrable sur [0, 1].

E

1 1
4. Par Chasles, ff _ff = ff.Or | /| < 1, donc I'inégalité de la moyenne donne
0

& 0

E

7i<e

0

5. Soit f bornée par MM sur [a,b] etcontinuesur Ja,b].Soit £>0 et 1 € ]0,b—a[ tel
que 2Mn < e.Sur [a+m,b], f estcontinue, doncilexiste ¥ < f < 11 en escalier

b
avec f {?1.1’;1 — g::nl} < ¢.0n prolonge par —Af et M sur [a,a-+n[ . On obtient un
a+1

b
encadrement de f avec f@g — fP:' < 2Mn + ¢ < 2¢-Donc f est intégrable sur
)

[a,b] .

Point de méthode : un « mauvais point » isolé se neutralise en I'enfermant dans un intervalle de
longueur 71, sur lequel on encadre grossiérement par = A .

Corrigé de I'exercice 6 : Relation de Chasles et valeurs
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absolues

1. La fonction partie entiere est en escalier sur [D, 3] ,devaleurs 0, 1, 2 sur ]D, 1[ ,
15,2[, ]2,3[ .ParChasles, T =04+1+42,s0it I = 3.

2. La fonction est continue, donc intégrable. On coupeen 1,o0u x —1 change de signe:

1 3
J=/(1—$)dx+[(x—1)dx:[$—51:22]11+[$22—$]i

Le premier crochet vaut % — (—%) = 2, le second % — (—%) = 2.Donc J = 4.

Géométriquement, ce sont deux triangles rectangles isoceles de cotés 2, d'aire 2 chacun.

3.5ur [0,1[, | =] =0;sur [L,2], [ # ]| =1.Lesvaleursen un point ne comptent pas.
1 2

2
Ainsi f{:fgderf;rd;n:[%qL,d'ou k=3
0 1

3
4. Par convention, J, — _f |_ T J dr = —JF ,donc I = —3.Celane contredit pas la
0

positivité : celle-ci suppose les bornes dans I'ordre croissant, ce qui n'est pas le cas ici.

Corrigé de I'exercice 7 : Positivité et suite d'intégrales

1. Pour tout m, l'intégrande = — % est continu sur [0,1], donc T, existe. Ensuite
Ig = [ln{l—k:t:}]é,soit Ig=1In2.

1 1
T z™ (14 x) 1
2. Parlinéarite, I, + Ip4q = f1+—a: de = f;r;ﬂ de.Donc I, 4+ fpy1 = ntl
0 0
'J‘1+1 " a’_‘n+1 _ﬂ'_‘n . " 7
3. Pour = € [0,1],0na £ < o7, donc J— < 5 . Par croissance de I'intégrale,



Ipny1 £ I, :lasuite est décroissante. Par ailleurs, 1+ = 1 donne 0 < 1+ < zn,

Par positivité, 0 < 1,, < Par encadrement, f, — 0.

1
n+l
4. Multiplions la relation de la question 2 par (—1:1;’*’ et sommonspour 0 < k < n-1:

FL T ((—1)k Iy — (=1)F* fk+1) =Io—(=1)" I,

n—1 k
—1
La somme est télescopique, d'ou la formule Z % =In2-(-1)" I, .cComme

n ﬂ_}i?_[jljk
|(-1)" I,| = I, — 0, onobtient Z T~ In2.

Corrigé de I'exercice 8 : Encadrement et inégalité de la
moyenne

1. Lafonction 5 —s T2 estcontinue sur [EI, 1] , donc intégrable : I existe. Elle est croissante

sur ce segment, donc comprise entre 0 = 1 et ¢l = ¢ . L'inégalité de la moyenne donne
1< I <e.

2. Lafonction €XP est convexe, donc son graphe est au-dessus de sa tangenteen (0 :
et > 1+ £ . Elle est aussi en dessous de sa corde entre 0 et 1.Pour t € [0,1], on écrit
t =(1-1)-0+1%-1.Laconvexitédonnealors et < (1—t)el +tel =14 (e-1)t.
Ainsi 1+t < et <14 (-1t sur [0,1].

3. Pour z € [0,1],leréel ¢t = 2 estdans [0,1].Donc 1+ 2 < ex? <1+ (e-1)x2.
La figure ci-dessous montre cet encadrement. Par croissance de I'intégrale,

1+i<r<1+95hsoitd <1 <82

Onadonc 1,333 £ I < 1,573 environ, ce qui améliore nettement la question 1.
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2.75 1

—— 1+ (e — 1)x? (majorante)

2.50 { =— e*
— 1 + x? (minorante)

2

2.25 1
2.00
1.75 A
1.50 1

1.25 A

4. Lafonction g:x — eZ? est continue sur [D, 1] . D'aprés I'inégalité de la moyenne pour une
fonction continue, il existe ¢ € [0,1] telque I = (1 —0) g(c) = ec? Alors 2 — |p I, et

<2< In et2 ooit environ

la question 3 donne, par croissance du logarithme, 3

0,288 < c2 < 0,453 .

In3

Corrigé de I'exercice 9 : Inégalité de Cauchy-Schwarz

1. Les fonctions /F et % sont continues sur  [a,b] , car f > 0. L'inégalité de Cauchy-

b
/ﬁ

Schwarz donne

s
IA
-
X
k=



b b
Le membre de gauche vaut (b—a)g , d'oll ff y ‘/% > {b—a}g Si f = C est
t

o)
constante, les deux membres valent  C'(b—aj- ;a = (b— a}z Réciproquement, supposons

s 1 -
I'égalité et posons u = \/? U= ﬁ.Le trindme P{}l} — f(}l T — ,U:,E aun
o
discriminant nul, donc une racine réelle A . La fonction continue positive ':)‘*U u — 1-_.-}2 est alors

d'intégrale nulle, donc nulle. Ainsi  Ag \,’? = % ,soit  f = }%D . Donc I'égalité a lieu si et

seulement si | est constante.

2. Lafonction h:z — /1 + 3 estcontinuesur [0,1],et A > 1 surce segment. Donc

1
f . Ensuite, Cauchy-Schwarz avec la fonction constante 1 donne
0

1 1 1

5
fh 1 {1_|_$3:,d$xf1=@.Comme fh:_:[j,onconclutque
0 0 0
1

—

fxa"l—l—:t:3d$ﬂ_i§m1,118-
0

3. La fonction f’ est continue et f{0) = 0. Le théoréme fondamental donne donc
I

flz) = ff’r{t} dt pour x € [0,1] .Pour x>0, Cauchy-Schwarz sur [0,%] donne

T 2 T 1
e =1 rwa) s [ Ferace [ FoPa
0 0 0

La derniere inégalité vient de Chasles et de la positivité de  ( f }2 Le cas © = ([ estimmédiat.

Intégrons enfin sur [EI, 1] : comme f;]_’;d;]_? — =, on obtient ffg < f{f )2
0

Corrigé de l'exercice 10 : Fonctions continues d'intégrale nulle
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1. Raisonnons par I'absurde. Si & ne s'annule pas, le théoreme des valeurs intermédiaires montre
qu'elle garde un signe strict constant ; supposons g = U, I'autre cas étant symétrique. Alors &
est continue, positive et d'intégrale nulle, donc nulle d'aprés le cours. C'est absurde. Ainsi &
s'annule au moins une fois sur [a,b] .

1

2. Posons g(x) = flr) — =, continue sur [0,1]. Par linéarité, fg —i_1

5 = ) . D'apres la

1

2
0

question 1, il existe ¢ € [0,1] telque g(c) = 0, c'est-a-dire flc) = c.

3. Prenons A(0) = 1 et A{z) = 0 pour z € ]0,1].Cest une fonction en escalier, positive,
d'intégrale nulle, mais A ?é 0. Le résultat du cours ne s'applique pas, car /i n'est pas continue.

b
4. Prenons ¢ = |, qui est continue. Alors ffﬁ — (). La fonction fg est continue et positive,

a
donc nulle d'apreés le cours. Par conséquent, f est nulle sur [a,b] :

Corrigé de I'exercice 11 : Limites de sommes de Riemann

mn

1

1
1. On factorise par 2 au dénominateur: Sn = & W C'est la somme de Riemann
E=1
1

1 , .
Rl de = — T4o2  continue sur [0,1].Donc §,, — Y/% — arctan 1, soit
0

m . . /
S5, = 4 La figure ci-dessous représente .5'g : les rectangles sont sous la courbe, car la
fonction décroit.



—_— y=1/(1 + x?)
Sg (rectangles)

1.0 -

0.8 -

0.6 -

0.4 1

Sg=0,7535

0.21 /4~07854

00 I T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1~ 1
2. Deméme, 'y = ﬁz T+ kjn-avec = — l—I—La: continue sur [0, 1] . Ainsi
k=1

1
T, — fl':_l'_—‘ir,soit T, — In2.
0

3. Lasuite Uy estlasomme de Riemann Ry de x — sin(m ), continue sur [0, 1]. Donc

cos(m x)

1
1
Uﬂﬁfsin{ﬂa:}da::[— " } — L L ains Uﬂa%-
0

0

4. On écrit vk L /E Donc V¥ 5, estla somme de Riemannde = — T , continue sur

1
1
0,1 parconséaent ¥, — [ vz o = [2692] sot v, -
0
0

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Corrigé de I'exercice 12 : Sommes de Riemann et produits

1. Le produit est strictement positif, donc on peut prendre le logarithme :

n
In uy = %Z lﬂ(l + %) . C'est une somme de Riemannde = — In{1+x), continue sur
k=1

[0, 1] . Calculons I'intégrale par parties, avec u(r) = £ 4+ 1 et v(z) = In(l+z), de classe
clsur [0,1] :

1 1

/1n(1+$) dz = [(1+$)1n(1+$)][1) - f (14) 45 de = 2ln 2 — 1.

0 0

Donc In wuy, — 2In 2 — 1. Par continuité de I'exponentielle, wu,, — e2ln2—1 soit

Uy — % = 1,47

19~k K
2. Onécrit Wy = ﬁz m € fn,somme de Riemannde x — x %, continue sur [0, 1]. Par
k=1
1 1
parties, ‘/$5$d$‘ = [ﬂ:gﬂ']é—feﬂ'dj: = E—{E—l:l — ]1.Donc w, —+ 1.
0 0

1 1
3. On factorise g2 au dénominateur: Zp = ﬁE 1+ k;’njg . La fonction = — {1—|—:1::|_2

1
. . 1 P . 1
est continue sur [0, 1]. Par suite z,, — [—H_—J = —5 + 1. s0it z, — 3.

Corrigé de I'exercice 13 : Erreur de la méthode des rectangles

1 - (k+1)/n
1. Par Chasles, ff - R, = Z f (f(:];:, _ f(%))da: Pour g ¢ [%, #]
0 k=10 k/m
I'inégalité des accroissements finis donne f,iﬂ;:, — f(%) < Ml(ﬂg - %) . Donc chaque terme

est majoré en valeur absolue par



(k+1)/n 1/n

E) . . Ml,
M, (¢ —&)de =My | sds =51
kE/n
1
. I
En sommant les 7t termes, on obtient ,/f_Rﬂ < T
]

. Supposons f croissante. Sur [% k"'l] ona f( ) < f{ :, < f(k'H) En intégrant, chaque

terme de la somme précédente est compris entre (1 et % f(%) — f(%)) La somme de ces

majorants est télescopique. Donc () < f f - AR, < w . Le cas décroissant s'obtient

1
avec —f .Ainsi ff_Rn ::_‘:'ﬂlj;—fw.
0

—72 2
cona fl(z) = ﬁ,donc If'(2)| = glz) avec glz) = m sur [0,1]. Dérivons :

21+22)% =2z . 2(1422) - 2z 9 _ §y2
g'(z) = =it

(1+22)* ~ (1422)3
, 1 23 9
Ainsi g croit sur [ F] et decroit ensuite. Son maximum vaut g(() = @/3) = 273
343
ponc sup |f'| = B ~ 0,650
[0, 1]

1
2.La

1
i ff 4 La fonction f est décroissante sur [0,1], avec |£(1) — f(0)]
0

majoration monotone garantit une erreur ﬁ < 10—3 désque n > 500.La majoration ¢l

33 343
16n " 16
désque m > 325, contre m > 500 pour la premiére.

donne une erreur au plus % 1072 ~ 3248, Elle garantit donc la précision voulue
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Corrigé de I'exercice 14 : Primitives usuelles

/
1. Sur [D, E—T] cosz>0et . — _(CCG;S? . Donc
/4
In 2
f tan z dz = [~In(cos :t:jl]gr"h1 — _In¥2, soit a
0
[ 9 [
In
2. Onreconnait /v avec wu = In . Ainsi flnf de = [( 7 ) L , soit %
1
! 1
A 1w T 1 \
3. On reconnait 57w avec u = 14+ £2>0.Donc fm dr = I:EIHI:1+$‘2:|:|D , soit
0
In 2
2
4. Lafonction arcsin estune primitive de = — lia:? sur ]—1, 1[,qui contient [D, %}
1/2
A . v A
0
1
P 9 1 .2 1 Loe—l
5. On reconnait Eu*’e’“ avec g — r2.Donc T eldr = [EEJ: } , soit R
0
0
/2
-4 ki 2
6. On reconnait ;71,3 avec w4 = sin . Ainsi f gind rcog x dor — [%} , Soit
0
0
7.5ur ]l +eo[, lnz >0 et $111_l — = T% avec 4 = In.Donc z — In(ln ) estune

primitive sur cet intervalle.

Corrigé de I'exercice 15 : Intégrations par parties




Dans chaque question, les fonctions choisies sont de classe 1 sur le segment, ce qui justifie

I'intégration par parties.

1. Avec u/(z) = e®, ulz) =e® et vix) =z
1
f:r:e£d:1:: [ﬂ?E‘T]é—fﬁ‘md,ﬂ?:E‘—I(E‘—].:l-AinSi fa:eﬁda:zl-
0 0 0

2. Avec  wy(r) = E—E et v(z) =Inz, declasse ¢l sur [le] :

e e e
2 2 2 _
zlnrde =|ZIne| — [ £de = & — =1
2 1 2 2 4
1
[
2
Donc fa:lna:d:l: — 2 :1.
1
3. Avec v = sin et u(z) = T :
ury 2
/ kil
f rcos x dr = [zsin :t:]gm — f sin r dr = %—1 .Lerésultatest 5 —1.
Q0 a
4. Avec u(zr) = £ et v = arctan :
1 1
arctan r dr = [azarctan $]1 — Z_dr=r_1n2
a 0 1+x2 — 4 2
0 0
1
On a utilisé I'exercice 14. Ainsi fa,rcta,n rdr = f_l—r_ %
0
m m
5. Notons A = fe%ina:da: et B = feir-:os:t:da:.Une premiére intégration par
Q0 0 -
— B = — B . Uneseconde,

parties, avec — gin,donne A = [E*’Isin :E‘]U
m
aveCc v = cCo08,donne B = [e“’cos :t:]D + A = —e™ —1 4 A.Parconséquent
A=em4+1-A,don A4 =1

U = exp et y
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Point de méthode : on dérive le facteur qui se simplifie (polyndme, logarithme, arc tangente) et on
integre I'autre. Pour eTgin x , deux intégrations par parties font revenir I'intégrale de départ.

Corrigé de I'exercice 16 : Intégrales de Wallis

1. La fonction ¢ :u —¢ %— 1 estdeclasse ¢l sur [D, %] ,et gin™ estcontinue. Le

changement de variable t = ;—T — 1 donne

0 /2
* n
W, = sin (% — 'u,)(—du) = cos™ u du.
/2
/2
Ensuite Wy =35, W1 = [—cos t]gﬁ =1let W, = f 1_3{"5 2t 4y — % - Donc
0

2. Sur [D, a—r] , sin" est continue, positive et non identiquement nulle (elle vaut 1 en %).
D'aprés le cours, son intégrale n'est pas nulle, donc W, >0 . Deplus, 0 <sint <1
entraine gin™t1¢ < sin” £ . Par croissance de l'intégrale, W41 < W, : la suite est
décroissante.

3. Ecrivons gin™t2 ¢ — gin £ - sin™ 11 ¢. Intégrons par parties avec  u(t) = —cost et
v(t) = sin®t1 ¢, declasse ¢l :
/2
Wpio=[—cost sin™tl it]g/2 + (n—l—l)f cos2tsin” ¢ dt.
0

Le crochet est nul. Remplacons cos2 £ par | — gin2 £ : on obtient

Wyto = (n+D) (W, — Wpin). Ainsi Wyyg = z—ié wW,.

. / kil
4. Raisonnons par récurrence sur P .Pour p = 0, les formules donnent 7 et 1 :ellessont

2n+1
justes. Supposons-les vraies au rang F . D'une part, WZp—i—E = %ng. D'autre part, le

quotient des formules proposées aux rangs p+1 et P vaut



(2p+2)(2p+1)  2p+1 2p+1

4(p+1)° 2(p+1) 7 2p+2
R 2m4-2 . . .
De méme, Wogp43 = mwgp+1 , et le quotient des formules impaires vaut
4(p+1)* Dp+2 (2p)!

. Les formules sont donc héréditaires : ng = % et

(2p+3)(2p+2) — 2p+3
- 4P (ph?
2p+1l = (Gp+1)

4P (ph?

5. Posons ¢y = (n+1)W 11 W . D'aprés la question 3,
Cpgl = +2)W W1 = R+1D)W,, W41 = ¢y La suite est constante, égale a
cg = Wi1Wyp.Donc (n+L)W,p W, = % pour tout 1.

6. Par décroissance, Wn43 < Wyi1 < W, . Divisons par W, >0

nt+l _ Wat1 W nt+1
nt+3 < W, < 1. Par encadrement, W,

s ia
conséquent (n+L)W2 ~ (n+)W,, Wyt1 = 7 . Ainsi W3~ An+1) "~ 2m - Comme

— 1, C'est-a-dire Wn_|_1 ru Wﬂ Par

T ! . iy L )
W, >0, onconclut que W, r Yo Cela confirme la figure de I'énoncé : I'aire sous gjp "
tend vers 0.

Corrigé de I'exercice 17 : Changements de variable

1. Lafonction ¢ = sin estde classe 1 sur [D, %] ,avec (0) = 0 et gﬂ(%) =1.

L'intégrande est continu sur [—1,1] . Comme cost > O sur ce segment,

V1 —sin? ¢ = cos - Donc

1 /2
A .0 : w/2
f 1 —z?2dr = f cos? tdt = [%_'_5_111121:}0/ = jl—r
0 0
Le résultat est % , I'aire d'un quart de disque unité.

2. Onpose = = @ft) = t2,declasse ¢l sur [1,2],avec (1) =1et @(2) = 4 .Alrs
dr = 2tdt et 4+ vE = t2 4 ¢,car £ = 0. Ainsi
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4 2

d 2 3
fﬁ—f{@ = /t(tﬂ) dt = [2In(t+1)]] = 2In3;
1 1

Le résultat est an% )

3. On lit la formule dans l'autre sens avec ¢ = €XP , declasse ¢l sur [0,1], et
1 , e¥ /
flw) = {353 continue. Eneffet 1 —_52 = fle®) (eT) . Donc

der =

.
1+ 3255 = arctane — y

Le résultat est arctane — T_i—r

4, Avec u = x + 1, affinedoncdeclasse ¢?l,ona x = = — 1 etles bornes deviennent 1
et 4 :

3 4

4
/ r/r+lde = f (u3/2 — 41/2)du = [%u5/2 — %ugm}l‘
0 1
El’llle'i, e crochet vaut % _% — 111_2 ;en 1, ilvaut %—% = —14—5 . Le résultat est donc
E .

Corrigé de I'exercice 18 : Symétries et changement de variable

a 0 a
1. Par Chasles, f f= f f+ ff Dans la premiere intégrale, posons & = —u,
—a —a 0

changement de variable de classe 1 :



fleyde = [ f(—u)(—du) = | f(—u)du

—a a 0

a a
Si f estimpaire, ce terme vaut —f f etletotal estnul. Si f est paire, il vaut f f etle
a 0 0

total est Zf f.Dans I'exemple, £5 et gin & sontimpaires, et _3x2 est paire. Donc

0
1 1
f{:155—3:1:3—|—5'1na:}d1? = —Gfaﬁgd:t';.SOit -2
-1 0
. Soit F' une primitive de  f sur R, qui existe car f est continue. Alors
a+T
30 = [ = FatT)- P teéiabect #(@) = fE+T) - £o) = 0 por
¢ a+T’ T
périodicité. Sur l'intervalle [, < estdonc constante: f= ff pour tout .
o

. L'intégrande est continu sur [D,?r] ,car 14 cosdx > 1.Lechangement = = 7 —u
donne, puisque sin{m —u) = sinu et cos?(m —u) = cos u,

™ ™

I=/‘(ﬂ-_u)mnudfu:='ﬂ'J—IJ aveCJ=/Si¢du,

1+ cos2 u 1+ cos? u
0 0

T _ T — ol
+3 = 7 - Donc 2 = 7w J,dou

NE

1
_ . du
Pour J,onpose ¥ = Costu : J — f1+fu9:
—1

_ 72
I="7

. Sur [D, ;—T] , sinzx 4cosx = Jﬁsin(:ﬂ + g) > 0, donc les intégrandes sont continus.

/2

Notons f, — 08L&  J..Lechangement x = E—T— u échange sin et cos,
BIn T + cos x
0

]2
donc K = L.Parailleurs, g 1 1 — fld,ﬂ::%—r.Ainsi H:%.
0
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Point de méthode : quand un calcul direct semble impossible, un changement de variable qui « retourne
» le segment fait souvent réapparaitre I'intégrale cherchée.

Corrigé de I'exercice 19 : Fractions rationnelles

1. Ona z2—1= (z-1)(z+1) et ﬁ = %(ﬁ—ﬁ)ﬁur [2, 3] , les deux facteurs
sont positifs. Donc
; 3
de _ liy,z=1\" _ 1l{{,1 1
221 = 2[1ﬂm+1]2 = 2(1“2 - 1“3)
2

. 1, 3
Le résultat est 2ln2 .

2. Lediscriminantde x£2 4+ £ + 1 vaut —3 < 0. Sous forme canonique,

2
3 V3 -
24 4+1= (£+%) _|_E.Avec c=75 , on obtient
! 1
dz 2 2z+1 2/% 0w
———— = [ ZFarctan = —(— ——),
0
. o _ w3
Le résultat est = 9§
T i br 4 ¢ o .
3. On cherche G0 (z2+1) = 71 —+ 2+ En multipliant par & -+ 1 puis en prenant
o — —1,ontrouve g = _T Ensuite, en identifiant les coefficients de

. On

[ L

T = a{;t:g—i—l}—i—(b:t?—i—c}(;n—i—l} a4+ b=0e at+c=0.Donc p = ¢ =
vérifie le coefficientde £ : b4+ ¢ = 1. Ainsi
! 1
/ (—x dz y = —%ln 2 4+ %{%ln(l—l—azg) + arctan )= —% + % + 3

z+1)(z2+1
0

. T lnd
Le résultat est R 4



4. Le degré du numérateur dépasse celui du dénominateur. La division euclidienne donne

2342 =(z+)(z2 -z +1)+1,car (z+]){z?2 -z +1) = 3 +1.Donc

1 1

£3+42 1 1 _1
/Hl d:}::/(xg—x+1+£—ﬂ)d:&':g—§+1+ln2.
0 0

Le résultat est % +1n2.

Corrigé de I'exercice 20 : Pole double et substitution tangente

1. En multipliant par I puis en prenant 1 = [, on obtient &« = 1 .En multipliant par

(:1:-|-1j2 puis en prenant & = —1, on obtient ¥ = —1. Enfin, multiplions par x et faisons
tendre =~ vers +oo : 0= a4+ 5 ,donc £ = —1.O0n vérifie :
I:I‘—|-1:I2 — z(z+41) — x = 1. Ainsi
g 2
dr _ N 2,1 1,1
[ W = {ln r—In(z+1) + $+1L = (1113 + 3) — (ln2 + 2)‘

1

Le résultat est ln% — % ~ 0121 .

2. Posons & = pft) = 2arctant,declasse ¢l sur [0,1], avec o(0) = 0et () =7
2 dt 1—12 3 + 2

Alors dx = [y cosz = 1_l_?.On calcule 2 4+ cosx = s . Donc
/2 1
1
_dz  _ 2dt  _ | 2 B D
/ 2+cosz — /3 +t2 [Rarctanﬂ]o — /36
0 0

, o
Le résultat est 33

3. Posons x = tant,declasse ¢l sur [D, T_,_l—r].AIors dr = (1 +tan?t)dt et
1+4tan?t =

1
cog2 t Donc
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1 T /4

+ 4
_dz _ 2 _ [; s1n Qtrr/
11222 = cos=tdit = |5+ 4 :

0

Le résultat est % +

He

Corrigé de I'exercice 21 : Fonctions définies par une intégrale

. est continue sur I'intervalle ]I, +-00[ . Soit H une de ses primitives
Pour = >1,0ona x2> x> 1,donclesbornes sontdans cet intervalle, et

F(x) = H(x?) — H(z) . Par composition, F' est dérivable et

1. La fonction + — 11

/ . 1 1 2z 1 -1,
B (39) = 2 In(z2) T lnz — 2lnz Inz T Incz
Pour z > 1, numérateur et dénominateur sont strictement positifs. Donc  F/(x) = irn—_a:l ~ 0
et F' est strictement croissante.
2. Sur 1, 4oof , thl-lt — “avec w = ln>0.Donc
T2
1 .
f tfjntt = [In(In t}]i In(2ln £) — In(In ). soit In 2.
T

3. Pour t € [z, z2],0na £ << z2et
obtient —Z- < L

2
_z2
fInt =int S fing - -esbomes

U T |

tlnt}[j . En écrivant mi = t-ﬂnt,on

£ < 12 sontdans 'ordre croissant, donc la
croissance de I'intégrale et la question 2 donnent xln 2 € F(z) < z2ln2.Quand £ — 17+

, les deux bornes tendent vers 1n 2 : F(z) — In2.Quand = — +oo , la minoration donne
FI:ﬂ:‘:I — =00, La figure ci-dessous représente  F' entre ses deux bornes.



3.5 7

-—- x%In2 ,,-”
307 — F0) g
-~
—-—— F
25 - xin2 -,

0.0 I I T T T T T

xI xI
4. Parlinéarité, G{x) = :t?f flt)dt — f t f(t) dt.Lesfonctions f et t — t f(t) sont
0

continues. Le théoréme fondamental montre donc que les deux intégrales sont des fonctions 1
de x.Parproduit, (& estdérivable et

T T
@)= [ 10 at+ e fw) 1@ = [ 1) ar
0 0
A nouveau par le théoréme fondamental, ¢3! estdeclasse ¢l.Ainsi (& estde classe (2,
avec G'(z) = ff et G =7,
0

Point de méthode : quand la variable x figure dans l'intégrande, on la sort de l'intégrale avant de
dériver.
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Corrigé de I'exercice 22 : Lemme de Riemann-Lebesgue

L. Intégrons par parties avec (1) = ':':'S':m) et v = f,toutes deux de classe ¢l :
b b
f(t)cos(nt /
I,(f) = |—{Hecgst) 44 [ f'(t)cos(nt) dt.
a

Comme |c05| < 1, le crochet est majoré par w et l'intégrale par f |f’| . Donc

b
[T ()] :_:% |f{g}|+|f{b}|+f|f”| , qui tend vers 0,

2. Soit I:J?D, oy 1:}:::' une subdivision adaptée & f, de valeur €k sur ]$k—1’ 1:};[ . Par
Chasles,

P T P
7. Z:: { Cosrgnt)]rk_l < %kz_:l |Ck|

Le nombre P etles €k ne dépendent pasde 7.Ainsi F,(f) — 0.

3. Par linéarité et inégalité de la moyenne,
b
1) - 1@ = | [ (7 - @uingetyae| < [ 15—l 0"
o e
b

0 < f — < '-:,1') — (o, donc ce majorant vaut au plus f ':"3.9 — @, < ¢ . D'apres la question

oL
2, ilexiste IV telque |In(p)| <€ pour m > N .Pources n,ona |[I,(f)| < 2e.Par
conséquent, T,(f) — O pourtoute f intégrable, et de méme pour J,(f).

4. On linéarise : sing{nt} — I—%ﬂnt] . Donc

fefmng(ﬂt} dt = if et dt — %Jgn{exp} .Le lemme donne  Jo,(exp) — 0, d'oula

0

L — .
g 1 . Autrement dit, smg{nt} se comporte « en moyenne » comme la constante % :

2

limite



Corrigé de I'exercice 23 : Probleme : la constante d'Euler

1. La fonction + — % est continue et décroissante sur [R:, R:—i—l] . Donc kL—I—l < % < % sur ce
k41
segment de longueur 1 . Par croissance de I'intégrale, kL—i—l < % < % La figure ci-dessous

k
illustre cet encadrement : |'aire sous la courbe est prise entre deux rectangles.

1.2 1 -_—y=1/t
rectangles de hauteur 1/k

1.0 A rectangles de hauteur 1/(k + 1)

0.8 A

0.6 -

0.4 A

0.2 -

0.0 1 .

1 2 3 4 5 6 7

t

n+1
2. Sommons l'inégalité de droite pour 1 < & < n . Par Chasles, In{n+1) = f % < H,
h
Sommons ensuite I'inégalité de gauchepour 1 < k < n-1: H,-1< f% =lIlnn
1

Ainsi In(n+1) < H, <14Ilnn.Pour n > 2, divisonspar lnn >0 :
In(n+1) < Hy < 1 +1.0r ln{n—l—l} =lIlnn+ ln(l + %) , donc le quotient de gauche

Inm —=Inn —=Inn
tend vers 1.Par encadrement, H, ~ Inn .
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n-+1

3. D'une part, _ _ 1 _ dt , d'apres la question 1 avec — .. D'autre
p Upiq—Un = 517 - < 0.dap q k=n
n+2
1 dr .
part, w,_ g —vp = 7 — T >0,avec k =n+1.Donc (uy) est
n+1

décroissante et (v,) est croissante.

4. 0na 4, —w, = ln{ﬂ—I—]_:] —lnn = ln(l + %) —s (). Avec la question 3, les suites sont
adjacentes : elles convergent vers une méme limite ¥, et vy < 7§ < U, pourtout 7. En
particulier ¥y < ¥ = Ug,avec Hoy = %.Donc %— In3 <4< %— In 2, soit environ

0,401 < v < 0,807 .

5.0na Up Y S Up,donc 0 <y, — < Uy — Uy = 1n(1_|_%).0r Infl14+2) <z
pour x = —1, par concavité du logarithme. Ainsi (] <Uup—7<g7- Lerang n = 100

suffit pour connaitre ¥ & 10—2 prés. Ontrouve -~y a2 0,577 .
an 1
6. On écrit Z g = Hop— Hy = (ug, +1n(2n)) — (u, + Inn). Donc
k=n+1
an 1
I = g, —Up +102. Comme (ug.) et (uy,) tendenttoutes deux vers ¥,
k=n+1

cette somme tend vers In 2. On retrouve ainsi, par une autre voie, la limite de 'y, obtenue par
somme de Riemann dans |'exercice 11.

Point de méthode : la comparaison série-intégrale encadre une somme de valeurs d'une fonction
monotone par des intégrales. C'est I'outil de base pour étudier les séries a termes positifs en L2.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loinen L1

e Le cours : intégration sur un segment, cours de maths en L1

e Les énoncés : exercices de maths en L1 sur intégration sur un segment
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e A maitriser avant : Dérivation et accroissements finis, Fonctions usuelles et fonctions réciproques,
Polynomes et fractions rationnelles

Chapitre précédent : Systemes linéaires et calcul matriciel

Chapitre suivant : Equations différentielles linéaires

Le méme theéme en maths sup : intégration sur un segment, exercices de maths sup

Tester vos connaissances : QCM de maths en L1 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de maths de L1 a L3
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