Corrigés des exercices de maths en L2

Intégrales multiples

Corrigé de I'exercice 1 : Sommes de Riemann sur un carré

1. Chaque pavé a pour aire ﬁ . Donc

1
Z

Al

Le pas vaut ettendvers 0.Ainsi, S, —

2. Lafonction [ est continue sur le rectangle [D,l]2 . Le théoreme de Fubini s'applique, et la

1 1
. R . o 1 1 ;
fonction est a variables séparées : ff Ty = f T dr - fy dy =55 On retrouve bien

K 0 ]
1
-

. N . g
3. Pour @, on sépare la somme double : Z @ +j:' =n ZE tn ZJ‘ = n ':”‘|‘13'.

%41 z J
Donc §,, = ﬁ . nﬁ(n-|-1} = ﬂTH , qui tend vers 1 . Ensuite, par Fubini,

1 1 1
f (r+vy)dy |dz = f (:,[;‘ + % ) dxr = 1.Les deux méthodes donnent 1.
0 0 0

Point de méthode : une somme double de termes produits se factorise en produit de deux sommes
simples, exactement comme une intégrale a variables séparées.
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corriaé de I ice 2 : Calcul I tanal Eubini

Les quatre fonctions sont continues sur des rectangles fermés : le théoreme de Fubini s'applique dans les

deux ordres.

2
1. A x fixé, f{$y3+1}dy — x‘-%—kl — %+1.Ensuite,
1
f(%-pl) '6E_|_1 Donc I :15—3.
0
/2
2. Az fixé, f sin(z+y)dy = cosz — cos(a: + %) — cos £ -+ sin x - Puis
1]
/2
f (cosz +sinz)dr = 1+1-Donc Ia =12,
a
1 2
3. Comme Tt¥ — .z ¥, l'intégrale se factorise : Iq = fem dx | - Ainsi,
0
I3 = (e-1)%.

I
4. La fonction est continue, car 1 + % = 1 surle carré. On intégre d'abord en ¥, car Ttzy
1

est exactement la dérivée de y — In(1+xy). Ainsi, f

lfxy dy = In(14x) . Ensuite, une

0
primitive de In{14+x) est (14x)In{l14+x) — (14x) . Donc 14 =@n2-2)-{0-1),

soit f4 = 2ln 2 — 1. Dans l'autre ordre, il faudrait intégrer l-l-ary en I, ce quiest
nettement plus long.

Corrigé de l'exercice 3 : Un contre-exemple au théoréme de
Fubini




1. Par la formule de dérivation d'un quotient,
6( y )_($2+y2)—y+2y_ z? —y?
O y\ z2+y? (z2+y2)? (z2+y2)?

On obtient bien f{z,y) .

2. Pour z € ]0/1] fixé, la fonction vy — f(z,y) est continue sur [0,1] . D'aprés la question 1,
1

1
1 Ve
ff{i“,y:l dy = [ﬂ'—zf—yg]m = 1—4}:_',]:'2 . Par Consequent, I]. o flj—% — arctanl.,
0 0
kil
donc Iy = 2
y? — 12
3. On constate que  f{y,x) = o2y = —flz,y) . Ainsi, pour ¥ fixé,
TeTy

1
/ f{a‘,‘!y} dr = _f f{y,;p} dx . La question 2, ol I'on échange les noms des variables,
0 0

1 1
d , m
donne ff{y:l‘jﬂ dr = ﬁ.DOI’]C IE = —fﬁ , Soit IE = —@?é I]_
0 0

4. Le théoreme de Fubini demande une fonction continue sur le rectangle fermé [[1111]2 . Or

flz,0) = ﬁ tend vers +co quand £ — 0 .Donc f n'est pas bornée et ne se prolonge

pas par continuité en {D,D} . L'hypothése du théoreme n'est pas satisfaite : il n'y a aucune

contradiction.

Point de méthode : avant d'échanger deux intégrales, vérifiez toujours la continuité sur un domaine
fermé et borné. En troisieme année, le théoreme de Fubini-Tonelli précisera ces hypotheses.

Corrigé de l'exercice 4 : Intégrales sur un triangle

0<z<
1. Entype 1l: T:{,D£y§1—|$}'Entype2' _{

descriptions se lisent sur la figure de I'énoncé.

}.Lesdeux
1-y

2. Enintégrant d'aborden ¥ :

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

1
/ $—2x2+x3)d$=%(

[[ore [

0
L 2
s . 1— , A
En intégrant d'abord en I, on obtient f Y - ( yj , qui est le méme calcul avec la lettre
0
1

— 1.
— 24

=

_|_

koI
b=
IO

Y . Dans les deux ordres, on trouve —

2
1—x 1
\ - (1—x)? .
3. A =z fixé, {;]:—|—yj| dy = ;]:[i]_—;]::] + 5 . Ensuite, ;[:{1 ;]3:] dr = % et
1 ; 0
f (- ﬂ = % Donc f (z+y) =
0
1—x
4. A T fixé, f E‘T+y dy = EE(E]-_iF — 1) = ¢ — g% . Puis
0

Z(e—em}dxze—(e—l}.mnsi, foE”y:l.

Corrigé de I'exercice 5 : Aire et centre de gravité entre deux
paraboles

1. Pour = € [0,1], les deux membres sont positifs. Donc
z2< v & 2t <z & r(rd-1) <0, cequiestvraisur [0,1] . Le domaine D est
un fuseau entre les deux paraboles, qui se coupenten (0,0) et (11).

2. Par Fubini sur ce domaine de type 1, ,A(D} = f (Jf — ;]_‘;“2:] dr = % — % Donc

AD) =1

1

1
3. D'abord, ff,:n = /:r:{mff —zd)dz = f‘:fﬂgfg - z3)dr = %_
0 0

L

— % . Ensuite,

-



]

1 = 1
12 1 171 1 3 L
ffy: f[?} 2d;p:Ef{g:;—;t:‘ijd;p:§<§—5):2—.Lesdeuxmtegrales
D 0 g 0

g
valent 50 *

3/20 g _ 9

4. Les coordonnées de {(F sontles moyennes T — 1f_3 = 30 et ¥ = 20 - Donc

G = (%: %).Cette égalité s'explique par une symétrie. En effet, y > 2 o ¢ < U et
y < VT & x > y2 pour des nombres positifs. Ainsi, la symétrie (z,y) — (v,z) laisse D
invariant, et (& estsurladroite ¥ = I, comme le montre la figure.

— y=x2

—_— y=VX
axe de symeétrie y = x

1.0 -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Corrigé de I'exercice 6 : Inversion de I'ordre d'intégration

0<z<1
1. Le domaine est { _::j: : } : c'est le triangle de sommets (0,0}, (0,1}, (1,1).Entype
S

0
2, il s'écrit iy . La figure ci-dessous montre les deux lectures, par tranches verticales
O< z <y

puis horizontales. Comme {g;,y} — E’B‘Q est continue, Fubini donne

1 (v 1 -

— 2 qu = 29, e8] L e

I = /dx ed” dy /yey dy [2]0_ 5
010 0

Ainsi, T — 32;1

1.0 1.0 A
0.8 - 0.8 - /
//+ //+
0.6 - 3 0.6 - 3
>, B
0.4 A 0.4
tranches verticales : tranches horizontales|:
0.7 - x fixé, ydexal 072 y fixé, xde O ay
0.0 A 0.0 -
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0,50 0.75 1.00
X X
sin v

2. La fonction Yy — se prolonge par continuité en (I parla valeur 1 .Le domaine est

{0 < = < y < m} . Par conséquent,

w Y
sin

J = de |——~dy = [ sinydy = 2.

-]
-]
-]



Donc J = 2.

. [0=y0Ol
3. Pour z,y =0, ona y> v &z < yg . Ainsi, le domaine s'écrit 0< ¢ < yg . Donc
1 —_ —

1
3 e¥® : e—1
f{:fygﬁy dy:{BL,smt K =%

Point de méthode : quand l'intégrale intérieure bloque, I'échange d'ordre fait souvent apparaitre un
facteur qui est la dérivée de I'argument, comme ¥ devant Eyg :

Corrigé de l'exercice 7 : Premiers calculs en coordonnées
polaires

Dans chaque cas, on remplace dx dy par s dr d@ et on décrit le domaine par des bornes
constantes.

1. Ledisque D)p correspondé r € [0,1] et 8 € [0, 2m]. Donc
dir
ff (£24y?) = ffrg rdrdf = 2 - 5. Le résultat vaut E—T
Iy 0

2. La couronne corresponda T E 1,2 La fonction est continue sur ', qui ne contient pas
2

2
I'origine. Ainsi, ff dz dy f f% dr df = 24 In 2. Le résultat vaut 24]ln 2.
o 1

rity? T

3. Le quart de disque corresponda T £ [D,l] et 8¢ [D, %] Donc

/2 1
ff Ty = f cogfsind 48 - f rd dr = % . % . Le résultat vaut % .
o 0 0

a1
':1_’-’"2:'3"f2 ! ST p D
4. On calcule Ji—r2+drdfd = 29 —— | =5 Le résultat vaut 5 -
0

C'est le volume du solide situé entre le disque D)1 etlasurface z = /1 — £2 — y2, C'est-a-
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dire d'une demi-boule de rayon 1 . On retrouve bien % . 43—”"_

Corrigé de l'exercice 8 : Disque décentré en coordonnées
polaires

1.Ona z£24y2 < 2z & {35—1:12 +y2 < 1.Donc D estle disque fermé de centre
(1,0) et de rayon 1.

2. En polaires, l'inégalité devient r2 < 2rcosd . Pour + >0, elle équivauta = < 2cosf, ce

quiimpose cos@ > 0 ,donc @ € [ 5 2] Le point r = 0 est I'origine, qui appartient a
IJ . Ainsi, I estdécritpar & & [—% ;—T] et 0 < r < 2cosf.

T2 9058 /2
3. Oncalcule  A(D) = f f rdrdf = f Jcosid df = 2 - & .0n retrouve
—rf2 0 —r /2
I'aire 7 d'un disque de rayon 1.
T2 9cosd /2
4. Ona ffxf£2+y2— f f T‘Edﬁ“dﬁ':% f cos3d dg . or
—r /2 —r/2
/2
. 35 TTJl"IE a4
cos3d = cosf (1 - singuﬁ'} , donc f cos36 df = |:gin|9 — 5”'3‘ } P =3 Le
—ir
—r /2
résultat vaut %
g1/ 2

5. De méme, ff r = f cosd - BCQSBS d8 = f cosds d8. La lindarisation

—m /2 —frr,."E
cosdd = E + jcos 20 + Ecos 48 donne une intégrale égale a %’T . Donc ff r=m,
L

C'est cohérent : I'abscisse moyenne vaut % — 1, qui est I'abscisse du centre du disque.



Corrigé de I'exercice 9 : L'intégrale de Gauss

1. La fonction g(;]_?:ly} — e—T4 E_yz est continue et & variables séparées sur le carré ' . Par
K

E
Fubini, ffg = fe_ﬂ?g d:t:-fff_y2 dvy . On obtient F(R}E-
Cr 0 0

2. Enpolaires, AR corresponda r € [0,R] et 8 € [D, %] Donc

(2] = 31— %)

R
//g:%/e—ﬂfrdrzg 7 |
Ap 0

Ainsi, ff§=1—r(1—e_ﬁg)_

Ag

3.5 (zy) € Ag,alors © >0 et z2 < 2442 < B2 ,donc = < R ; de méme pour

Y.Donc Ap C CRr.Si (z,y) € Cg,alors z2 442 < 2R2,donc (z,y) € Agsg.
g = 0, l'intégrale croit avec le domaine. Par

La figure de I'énoncé illustre ces inclusions. Comme
. m _ 2 s _ 2
conséquent, E(l —e—H ) < F{H}g < 4—(1 —e—2H ) ,

4. Les deux bornes tendent vers T_i—r quand Jfi — oo . Parle théoréme des gendarmes,
> 0 etlaracine carrée est continue. Donc  F'(R) — ? . Par

I i
P(R)? - Z.or F(R)
+oo
définition, l'intégrale généralisée converge et f E—tg di = % .
0

Point de méthode : on ne peut pas passer directement en polaires sur le carré, car ses bornes en T
dépendent de @ de facon compliquée. L'encadrement par deux quarts de disque contourne cette

difficulté.

Corrigé de l'exercice 10 : Changement de variables affine

1. Les sommets sont les intersections des droites = + ¥ € {0,2} et = —y € {0, 2}. On trouve
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0,00, (1,1), (2,0) et (1,—1): D estun carré dont les cotés sontinclinés a 45°.

“_;” et ¥ = ﬁgw . Le jacobien vaut

_ | 1 1/2 _ 1 _1_ _1
=110 _1/2| T T4T4= 72

p

2. En additionnant et en soustrayant, & =

Donc |J| = % et drdy = %du dw . L'application linéaire (z,y) — (u,u) est bijective
etenvoie I sur A = [[],2]2, comme le montre la figure ci-dessous.

2.5
(1,1)
2.0 1 1.0
1 0.5 -
.15
|
N > 0.0
1 1.0 A=[0,2]
>
0.5 —0.5 1
—1.01
0.0 -
0 1 > 0 1 2
u=x+y X

1 1
3. Par la formule du changement de variables, A':D:' = ff 2 dudv = 5 4 L'aire vaut 2,
A

ce que confirme le c6té 2 du carré incliné.

4. La fonction s'écrit «; % . Donc
2

ff {:1:—|—y}em_y = %fudufeﬂ dv = %-2-(32—1).& résultat vaut -2 — 1.
I 0

0

5. Onfactorise 2 — y2 = (z4+y)(z—y) = wv . Ainsi,

—
'Cjc-._____:
s,
|
I:‘J:-E\\:'

2 2
zifudu/’ud’u:l-z-j.Lerésultatvaut 2.
0 0



Corrigé de I'exercice 11 : Aire et moments d'une ellipse

1. Le jacobien vaut

GS%%SQQ b_r%?;?:ions% ‘ = abrcos26 + abrsin“6 = abr

2
De plus, % + % — r2.Donc E corresponda r € [0)1] et 8 £ [0, 27], avec
dz dy = abrdr df.

2T
2. On calcule A{E = f f@br dr d8 = ab- 27 - % . L'aire vaut i ab.
0

2 1 Zar
3. 0na ffi?g: ffazrzcoszf} abrdrduﬁ'—aBbfTSdrfcoszﬂdt?:aBb-% T
K 0 n 0
frr:;3b

Le résultat vaut 7

29T
4. La fonction vaut 2. Donc l'intégrale vaut f frﬁ abr dr d8 = gb 29 - = . Le résultat
]

o ab - . - n y_z _ mab
vaut al On peut le vérifier avec la question 3 : par symétrie des roles, p2 — 4 et
madbh  mwab  mwab
gl + 4 — 2 7

Corrigé de I'exercice 12 : Un domaine limité par des hyperboles

1. Si (zy) € D,alors u = sy € [L,2] et v = ¥ € [1,3]. Réciproquement, soit
I:’i'_&,’i'_.':l € A.Si £>0et Y conviennent,alors ¥ = YT et 4 = yrd,donc
r = \/u_/*u et ¥ = vUT = VUV . Ces valeurs vérifient bien LY = U et % — .
L'application est donc une bijection de 1} sur A, de réciproque
(u,v) — ( v, Jﬁ) . Les deux applications sont de classe ¢l sur les ouverts ]D,—|—oo[2
concernés.

2. Onécrit 5 — 1/2,71/2 et y = w212 Alors
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J = %% %%y % -1/2,-1/2 %UI/Q,Ufl/Q n %UI/Q,UfS/Q . %ufl/Qvl/Q _ ﬁ + ﬁ
Donc J = Z‘L , qui est strictement positif.
23
3. Par la formule du changement de variables, _A{D} — f d—;" du =1- % . L'aire vaut
11
In 3

2

3
3ln 3
4. D'abord, fﬂ:y:f du-f ::%-m , donc ffi"y: 4 . Ensuite,
L
I 1
2 3
v o_ Ly _ 1.
[[5] Joho-non
11

|CL-
2

o]

¥
=1,

S

Point de méthode : quand un domaine est limité par des courbes de la forme f,c:'{;t:, :l = constante
et (r,y) = constante, posez u = ¢p(r,y) et v = 1Y{z,y) . Le domaine devient un rectangle.

Corrigé de I'exercice 13 : Volumes sous une surface

1. Lafonction 4 — x2 — y2 est positive sur le disque de rayon 2 . Le volume vaut donc

i/ @ — 22 — y2) dx dy surcedisque. En polaires,

T 2

4 —r2)rdr df = 2m(8 — 4). Le volume vaut 81 .

o 0
2. Lafonction £Y est positive sur [0,1] x [0,2] . Donc le volume vaut
1 2
fg;d;pfydy:%-Q.Levolumevaut 1.
0 0
3. Sur , 1—x —v = 0.Doncle vqume vaut
1 1 T

2
f f (1-z—y)dydz = / G Ej . Le volume vaut % . Ce solide est le

tetraedre de sommets &, (1,0, } (0,1,0), (0,0,1) ; on retrouve la formule « base fois

hauteur sur trois », avec % . % ..



Corrigé de I'exercice 14 : Tétraedre et intégrale triple

() € T,

, ou est le triangle de I'exercice 4. Par la
JJEEE1_$_|y} T g

1. Le tétraedre s'écrit {

méthode des piles, Vol(V') = f (1 -2 —y)dr dy e calcul de I'exercice 13 donne

R

Vol(V) =

r = 0,
2. pour z € [0,]] fixé, ¥V, =<¢,y>0, . C'est un triangle rectangle isocéle de
1*1-; +1+ y ‘E 1l -z

Y
coté 1 — z , d'aire @ ;jj . Par tranches,

1—2)?
/// =‘/z*%dz=%(%—§+%})=i‘

v
_ 1
Ainsi, 2 .
%
3. La cote moyennevaut z = {,.f_ﬁ = % .Or V¥V estinvariant par toute permutation des

— Z.Le centre de gravité est (< — ( %1 %: %) .

=4l

coordonnées. Donc T =

3
4. Par linéarité et par la méme symétrie, ff ':17 + Y+ 3:' =3 fff # = 71 Le résultat
¥ vV

vaut % .

Corrigé de l'exercice 15 : Coordonnées cylindriques et bol

parabolique

1. En cylindriques, =2 + yz — 72, La condition devient 12 < z <1,cequiimpose 7 < 1.
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Ainsi, V corresponda & € [0,27], re[0]] et r2 < 2 <1.

2
2. Le jacobien vaut . Donc VOI(V:I = f
0

B2
|-I‘-"-Il—l

) . Le volume

1
f{l—rg}rdrdﬁ' = Z?r(
0

XTE

vaut = .

1
R , . _1—r4 .
3. Onintegred'abord en % : zdz = . Ensuite,

2
1 r?
kil
z = 2 1- rdr—?rl L) — T ponc fff’zzﬁet
2 6 3
0 ¥
o % = % Le centre de gravité est plus pres du bord supérieur, la ou le bol est le plus large.

4. Pour z € [0)]],lasection ¥ estledisque 2+ y2 < z,derayon vz etdaire T z.
1

Donc VOI(V} — fﬂ' = d = .0n retrouve
0

T

Corrigé de I'exercice 16 : Coordonnées sphériques, boule et
cornet

1. Laboule corresponda r € [0,R], ¢ € [Oyr] et & € [0,247], avec le jacobien r2sing.
m

R T 2
3
Donc VOI{B:I — f 2 dr Siﬂf{;‘ df{J f dfd = RT .9 .94 . Le volume vaut %ﬂ' HB .
0 0 0

R
2. La fonction vaut 2. Ainsi, fff {;1:3-|_y3_|_2:3) — fri dr -2 - 94 . Le résultat vaut
E 0

4m R°
5

3. La boule est invariante par permutation des coordonnées. Par le changement de variables

correspondant, de jacobien 4 1,ona ff/ r? = f/f Fg = f/f 2"2. Leur somme
B B B
4 RO
vaut QTTTRE.Donc ff‘/ﬂ: 15 .
E




4. La condition z > \/xdty2d s'écrit rcosp > rsing . Comme sing > 0, elle équivaut a

i , , .
P e [D, -’-l_] . La coupe verticale ci-dessous montre le secteur obtenu. Par conséquent,

or 7/4 R
3
VO](I{)Z///TQSiHQDdeQOdQ=2ﬂ-.(1_§).%‘
0 0 O
Le volume du cornet vaut M;M .
1.0 -
05 7 ;"J“ \\\
/4
N : :
0.0 ; ,'L
_05 7 \\\ ;,"
-~ sphérer=R
—1.0° e céne ¢ = /4
—-1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0

\V x? + y? (coupe verticale)
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Corrigé de I'exercice 17 : Longueurs d'arcs

1.ona /(t) = (1 —cost sint),donc |f}rf|:t:||2 = 2 —2cost = 451112% .Sur [0,27],
2ar
sin% > 0,donc |y/(t)| = Esin%.Ainsi, L= [—-‘-lu:os% L = 4 4 4 . La longueur
vaut §.
2. Ona Ti{t:l - {_SCOSE tsin 2, , donc |f}rr’(t}| = 3|sin tcos t| = E|gin 21| . Sur une période
3sin? tcos £) 2

de longueur % f|gin 21| dt = 1.Donc I, = 3

5+ 4. La longueur vaut 5.

1
3.0na ~r'1_|_5}12;p:.;;h$,car ch z > 0.Donc L:/ghﬁdx.Lalongueurvaut
0

sh 1.

4. Ona «/(t) = (—sin t,cos ¢,1), de norme 3. La longueur vaut 23 . Autrement dit,
en déroulant le cylindre, le tour d'hélice devient la diagonale d'un rectangle de cotés 24 et Z2ar

Corrigé de I'exercice 18 : Formes exactes et chemins

1. Posons P = 3z2y +vy et @ = x3+ 2 +2y ,declasse ¢1l.0na
dy P =3z2+1 = 0,@Q . Donc ¥ estfermée. Comme R2 est convexe, donc étoilé, le
théoreme de Poincaré assure qu'elle est exacte.

2. Onintégre P en z: Flry) = o3y + oy +cly) . Puis Oy F = 3 + o +¢/(y)
doit valoir €, donc ¢/(y) = 2y . Un potentiel est F(r,y) = w3y + zy + y2.

3. Directement,avec x = ¢, ¥ = 2, dx = dtet dy = 2d¢ :
1
/wl_/ 613 + 2t) —|—2(t3+5t / 8td +12t)dt =2+ 6 = 8.
0
Avec le potentiel, F(1,2) — F(0,0) = 24 2 4+ 4 = 8 . Les deux calculs donnent 8.



4. Pour un chemin fermé, le point de départ et le point d'arrivée coincident. L'intégrale vaut donc
F{A} - F{A} = 0.
1

5. Le long du segment t — (%,t) : f{tg +¢)dt
0

5

=5 Le long de la parabole

_|_

Il
Ll
[l |

1
t — (£,t2) /(té_m-gt}dt = %4_% =
S _ 25,2
& — 307 307
Oy(y?) = 2y differede J,(xr) = 1,donc ™5 n'est méme pas fermée.

. Les deux chemins ont les mémes

==
':.F[l'LCI

extrémités, mais Donc 75 n'est pas exacte. On le voit aussi directement :

Corrigé de l'exercice 19 : La forme angle

o T
1. Posons P = W et & = $—g+yg,de classe 1 sur TJ.Oncalcule

opP _ —(z24y3) +2y? _ 4222 0Q _ (z24y?) —222 _ 42— 32
0y ™ (2442 T (a24yD)? 0T T (224427 T (a24y2)°

Les deux dérivées sont égales : ' est fermée sur .

2. Onparameétre C' g par £ = Rcost, y = Hsint, t € [0,27]. Alors
—ydr +zdy = (R%in? ¢ + R2cos2£)dt = R?dt, et £2 4 y2 = R?.Donc
w = 2T

Cr

w = dt lelong du cercle. Ainsi,

3. Si w était exacte sur TJ, son intégrale sur tout chemin fermé de TJ seraitnulle. Or C' g est
un chemin fermé de [7 etl'intégrale vaut 24 . Donc ' n'est pas exacte sur [T, bien
gu'elle soit fermée. Ce n'est pas contradictoire : TJ n'est pas étoilé. La figure ci-dessous montre le
champ (B @), qui tourne autour de I'origine.
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cercle Cg : 5ﬁw =2
2_////‘,‘_,‘__1_1_1-.‘-‘.&\‘\*\
~ NN NN
1/ S NN
/ o/ / <
; - AU S
o \ b oA
>,
JIRN i
VoV N
SN N ftt
- VA
14 VN NN —
—2 -1 0 1 2
X
4, Sur H, F estdeclasse ¢71.0n calcule 6‘$F:1;?2Tf12:¢2__|_yyg=13et

1/x T .
S‘y F = Ry = PN = (J.Donc F' estun potentiel de w sur M .

5. Pour tout chemin de H allantde (1,—1) a (1,1}, I'intégrale vaut

FOL)-F(L,-D) =7 - (—E—T) _Elle vaut 7. C'est I'angle balayé par le rayon vecteur, d'ol
le nom de forme angle.



Riemann

1. On parcourt les cotés dans le sens direct. Enbas, ¥ =0, wvade 0a 1: P = (Det
dy = 0, la contribution est nulle. Adroite, = =1, ¥ vade 0a 1: dx = 0 et
€ =1, lacontributionvaut 1.Enhaut, ¥ =1, z vade 1 & 0 :onobtient

0
f;]_’; dr = _% .Agauche, £ =0: dxr = 0 et & = 0, la contribution est nulle. Au
1
_ 1
total, ji( W= n,

g D

2.0na 0,0 -0y P =2r —x = x .Donc ffﬂ;‘dﬁdy:fﬁdﬁ-l:%.Les
I

deux membres de la formule valent % .

Corrigé de l'exercice 21 : Aire par une intégrale curviligne

1. Quand f croit, le point tourne dans le sens direct, comme sur un cercle. Avec x — gcoz? ¢ et
y = asin®t,ona zy/ = 3a2costtsin?t et —yx/ = 3a2sin? tcos? t . Leur

dar
. . 2, .
somme vaut 3a2sin? tcos? ¢ l:-:r::us2 £ 4+ sin? t) = E‘%smg 2¢.0r f sin2tdt = 7.
2 2 0
Donc A = % : % . qr . L'aire de I'astroide vaut E"”TT“ , soit les trois huitiémes du disque de

rayon @, comme l'illustre la figure.
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S
- -

a- S I ---- cercle de rayon a

2. Pour laisser le domaine a gauche, on parcourt d'abord le segment de (0,0} a (2, 0}, puis
l'archede ¥ = 2@ a % = 0 .Surlesegment, ¥ = 0, donc la contributiona — yda

est nulle. Sur I'arche parcourue a I'envers,
0 2T 27

— | y(t)z!(t)dt = f (1 —cos t)Q dt = / (1 — 2cost + cos? t) dt = 27 + 7.
2m 0 0

L'aire sous une arche de cycloide vaut 34 , soit trois fois I'aire du cercle qui I'engendre.

Point de méthode : choisissezentre « dy, —i dz etla demi-somme selon les morceaux du bord :
ici, —1 dz annule la contribution du segment.



Corrigé de I'exercice 22 : Green-Riemann autour d'une

singularité

1. Surlecotédroit, r =1 et ¥ vade —1a 1 : dx = 0, donc la contribution vaut

1
d'y T Ay 2 N .
_ T =1 T -1:
Thy? = 2 Sur le cété haut, W et vade 1 a -1 :onobtient
—dzr il A _ s _ .
— = .Surlecété gauche, = = —l et ¥ vade 1 a -1 :onobtient
142 2
1
-1
—dy — T Enfin, surlecoté bas, ¥ = —l et £ vade —14a 1 :onobtient
1+'y2 2 ! ’

%

dr fqm = 2
f Trsd = . Au total, .
| I

B3

2. Le domaine IJ est compact et ne contient pas l'origine. Donc P et €} sontdeclasse (71

[

sur l'ouvert R2 '\ {(0,0)} , qui contient D . La formule de Green-Riemann s'applique. Comme

w est fermée, d,. & —dy P = 0.Donc w=0,
o L

3. Choisissons & == 0 tel que le disque fermé E({},E] soit contenu dans l'intérieur de 7. Le
domaine D, = D\ D(C\e) ne contient plus I'origine. Son bord orienté dans le sens direct se
composede & 17, parcouru dans le sens direct, et du cercle C'¢ , parcouru dans le sens
indirect, pour laisser IJ. & gauche. La formule de Green-Riemann, appliquée a L., donne

j!gm—jgw—[] Par I'exercice 19, jgm:zﬂ'.Donc jgm:ﬁﬂ.Pourlecarré
-1

Ce g D
1] , qui contlent I'origine dans son intérieur, on retrouve bien le résultat de la question 1.

4. Le long de l'ellipse, —y dzr + xdy = {rssbsin2 t + abcos? t) dt = abdt. Deplus,

w2 4+ y2 = acosd t + blgin? t L'ellipse est parcourue dans le sens direct et son intérieur
2ar

ab df
aZcos? t + b2sin? ¢

contient l'origine. Par la question 3, f — 924 . Endivisant par gf, on

0
_ 2w

{ adcogd £ + bg sin?t  ab’

2ar

obtient
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Point de méthode : pour une forme fermée avec une singularité, isolez-la par un petit cercle. L'intégrale
sur le bord ne dépend alors que des singularités entourées.

Corrigé de I'exercice 23 : Probleme, le demi-disque homogeéene

. B
1. En polaires, D corresponda r € [0,R] et & € [0,m]. Donc  A(D) = ffrdr dé .
0 0

2
L'aire vaut %
qT Py
3 3
2. On calcule ff y = fginﬁ' ds ffrﬁ dr = 2. RT — % . Par ailleurs,
0 0

3
ff T = f cosd d@ - RT = 0, ce qu'annoncait la symétrie par rapport a I'axe  C'% . Donc
0

— == .Le centre de gravité est &G = (D, % ) , SOit environ

0,42 A au-dessus du diamétre.

2
3.Avec p— L et @ =0,declasse 1 sur R2,ona d,Q —dy P = . Donc
-yﬂ
¥ = de | Le bord direct se compose du diameétre, parcouru de (—A,0) a
D 3D _
(R,0), puis du demi-cercle t — (Rcost, Rsint), t € [0,7].Surle diametre, v = 0 :
la contribution est nulle. Sur le demi-cercle, dx = —Hsin £df, donc
0y T
R%sin’ ¢ ’ R*[ in3:4: = B 4_ 2R
/— 5 — (—fRsint)d _2/ n®tdt =5 -3 =43
0 0
3 i m
4R .
On retrouve ffy = 73 .0Ona utilisé f51n3tdt = [ cost —|—“:'S t} = %
L 0 0
m R
4 4
4. En polaires, I = f f:rﬁ crdrdf = - RT . Le moment d'inertie vaut % .
]

5. Lesolide TV est I'ensemble des points (x, pcosa, psina) avec (x,p) € D et
o € [0,27] . Le jacobien de (z,p,&) — (z, pcose, psina) vaut



1 0 0

0 cosa —psino = p.
0O wva [\rhrho?]cosc

29T
Donc Vol(W) = f ff pdzdp )dﬂ’ = 2w ff y dx dy , enrenommant £ en Y.

2R o
3

Avec la question 2, Vol {W} — On retrouve gﬂ' B3, volume de la boule.

Point de méthode : le résultat de la question 5 s'écrit Vol(W ) = 277 - A(D). Cette relation,
connue sous le nom de théoreme de Guldin, est hors programme mais se redémontre en deux lignes
comme ici.

Corrigé de l'exercice 24 : Probleme, intersections de cylindres
et de spheres

Partie A.

1. Alacote z € [—R,R], les conditions deviennent x2 < R2 — z2 et y2 < R? — 22 La

section est le carré [_\;’RE — 72 VR2 _ zﬁ]g, de c6té 9,/ g2 _ ,2 et d'aire
4(R? — z2) .Pour |z|> R, la section est vide.

2. Par la méthode des tranches, Vol{Vlj = 4{R2 — 2:2:1 dz = 4(233 % ) Le

e

3
volume vaut % .

3.5 22 4+ y2 422 < R?,alors 224 22 < R? et y2 4 22 < RZ :laboule est bien
contenue dans  ¥'i .Alacote =z, sasection estle disque de rayon /g2 _ ,2, inscrit dans le

carré précédent, comme le montre la partie gauche de la figure ci-dessous. Le rapport des aires vaut

(B2 — 22) P , .
el oy — g @ chaque hauteur. Par conséquent, le rapport des volumes vaut aussi
4( R4 — z2)

4 R3[3 ,JT
16R3/3

m o
4 :on vérifie que
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|
1.0+ ---- disque x* +y?=4
27 — D:x+y?=2x .
0.5 - section a la hauteur z : s “
carré de coté 14 / N
e — ! A
2VR? =27
> 0.0 > !
0+
]
v r=2cos f
\‘ f
_05 T _1 _ \\ /f
—=1.0 A . . . . -2 AL S o
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -2 -1 0 1 2
X X
Partie B.

1. Pour (z,y) € D,ona = <2 ,donc £2+y2 < 2z < 4.laquantité 4 — o2 — y2 est
donc positive. A (z,y) € D fixé, z décrit Mintervalle | /4 — 22 — y2, /4 — 2% — 2.

Par la méthode des piles, Vol(Vg) = fo V4 —z? —y2drdy,
b

|

2. On utilise la description polaire de 17 obtenue & I'exercice 8. A § fixé,
2cosh 2cosf
_.2)3/2  (Aeia2p13/2 aleie a3
/ Vi —r2pdr = l_% _ 8 (451311 g) _ 8 8|§1119| ‘
0

0

g/ 2 g/ 2

Ensuite B 38 — - 3 a2 _ 4 .

, sinf|°df = 2 [ sin°0dd = 2- 5 = 7 - Parconsequent,

—ir /2 0

Vol(V )_m r_4)_ 167 _ 64
2/ — 3 3/~ 3 9

32 rs 33,5 de

3

64

— 73 ~ 9,64.Cenombre est bien inférieur au volume

169

Le volume vaut 3

la boule.

Point de méthode : attention a la valeur absolue dans {511‘125‘}3-"‘.2 = |gin5'|3 . L'oublier donnerait une

intégrale de gjp3g nulle sur [—;—T! %] , donc un résultat faux.



Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L2

Le cours : intégrales multiples, cours de maths en L2

e Les énoncés : exercices de maths en L2 sur intégrales multiples

A maitriser avant : Différentiabilité, formule de Taylor et extrema

Chapitre précédent : Formes quadratiques, coniques et quadriques

Chapitre suivant : Variables aléatoires a densité

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3
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