Exercices de maths en L2

Intégrales généralisées

Exercice 1 : Calculs directs par primitive

Pour chaque intégrale, précisez la ou les bornes impropres, puis déterminez sa nature en revenant a la
définition. En cas de convergence, donnez sa valeur.
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Déterminez la nature des intégrales suivantes, en utilisant une intégrale de Riemann comme référence.
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1. Montrez que f%‘f d+ est faussement généralisée.
1]

1
2. Montrez que v, dt est faussement généralisée.
0

1

3. Justifiez la convergence de f ¥ |n £ df et calculez sa valeur en travaillant sur un segment

0
[z, 1].



Exercice 4 : Primitives et intégrales de Bertrand

A l'aide d'une primitive, déterminez la nature et, s'il y a lieu, la valeur de :

4o
dr
L f tlnt
2
4o
dt
& f t (In t)?
2
1/2
3. f at
t (In £)?
0
+oo
4 Int ¢

1]

Justifiez la convergence, puis calculez les intégrales suivantes a I'aide du changement de variable indiqué.

dt
1. f m,avec 0= Et.
0

f d_t , avec t — Singg' 8 E ]D] ﬂ'/ﬁ[ .
0

dr
3. —=——, avec — 29,
[ PV =1 U t 1
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Exercice 6 : Une intégrale impropre aux deux bornes

_|_

lece
On considere J — _dt

VE(L4+1t)°
0
1. Expliquez pourquoi il faut étudier séparément le comportementen ([ eten —oo.

2. Montrez que I converge a l'aide d'équivalents.

3. Calculez I avec le changement de variable ¢ — ;2.

Exercice 7 : Une famille a parametre

+oo
Pour a £ [, onpose JI:.;‘,E:] = f
0

tll
1+t2dt'

1. Déterminez I'ensemble des réels o pour lesquels J{e) converge.
2. Calculez  J(0) .

3. Pour o dans cet ensemble, montrez que J{o) = J{—a) a l'aide du changement de variable
uw=1/t.

Exercice 8 : La fonction Gamma




+co
Pour = € R, onconsidere ['(x) = f tT—1e—t dt .
0

1. Montrez que cette intégrale converge si et seulementsi = == 0.

2. Soit x == 0. Enjustifiant une intégration par parties sur ]D, —|-CCI[ , montrez que
Mz +1) =z I'(z).

3. Calculez I'(1),puis I'{n +1) pour n € N.

+oo
4. Montrezque I'(1/2) =2 [ e—u?du.
0

Exercice 9 : Intégrale du logarithme du sinus

/2 /2
Onpose | — f In(sin £) dt et J = f In{cos ¢) dt-
] 0

1. Montrez que I converge. On pourra écrire In(sin ) = In ¢ + ln(s—lil t) :

2. Montrez que J convergeetque J = I.
ki

3. Montrez que fln{sin wydu = 27 .
0

4. En calculant f + J al'aidedelaformule gin 2¢ — 2sin f cos £, déduisez-en la valeur de
I.
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Exercice 10 : Intégrales de Bertrand en zéro

1/2

Pour &, 5 € R, on étudie Ko, B) = f t“ﬁf—tﬂﬁ
n

1. Al'aide du changement de variable u = 1/%, transformez K (e, ) en une intégrale sur

[2, +oo[ .

2. Déduisez-en, grace au théoréme sur les intégrales de Bertrand, les couples {r:r, ,3:1 pour lesquels
Ko, ) converge.

1/2 1/2
i In t[?
3. Application : nature de di et de f |_ .
f t/JIn ¢ 7 dt
0 0

Déterminez la nature des intégrales suivantes a l'aide d'un développement limité ou asymptotique de
I'intégrande.

+oo
f %—smt dt.
1
oo
2. fln(cos%)dt-
1
+oo ;
s [ ((141) —e) e
1



Exercice 12 : Convergence absolue

Montrez que les intégrales suivantes sont absolument convergentes.

+oo
1. f m;‘fdt
1
+oo
gin t
2 f sint gy
0
+oo
3. f Cﬂs(i:;lntdt
1
+oo +oo

4, / e—! cos t dt . Calculez de plus sa valeur, en passant par f g(_l + )t df.
0 0

+oo
1. Montrez par une intégration par parties sur  [1, =] que f S—”; Y 4t converge.
1
2. Vérifiez que [sin t| > sin2 ¢ pour tout réel £, puis que sin2¢ — L— <082t '52'35 at
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+oo +oo
3. Montrez que f wigt di converge, puis que f
1 1

|sin t|

dt diverge.

+oo
4. Concluez sur la nature de f Tt dt .
0

Exercice 14 : Regle d'Abel

“+oo

1. Soit o => 0. Montrez que / Cigt d+ converge. Montrez qu'elle converge absolument si et
1

seulementsi o >=1.

+oo
2. Montrez que —f + est semi-convergente.
2
+co
3. Montrez que f sm{t} sin ) dt est semi-convergente. On admettra l'inégalité
1

sinz > 3—1-,1? pour = € [0, 7/2].

Exercice 15 : Euivalence sans signe constant

. . .
Sur [1, —I—CO[ , 0N pose f{t} = % et g(j:] = % + S“} fla figure ci-dessous représente

ces deux fonctions.



1.5
—— f(t) =sin(t)/Vt

1.0 1 —— g(t) = f(t) + sin? (t)/t

0.5 1

0.0 v v v \:/ %

—0.5 1

5 10 15 20 25 30 35 40

+co
1. Montrez que ff converge.
1

2. Montrezque g = f (1 +¢€) avec &(t) —+ 0 en 400, autrementdit g r~v f.

+oo
3. Montrez que f g diverge.
1

4. Quelle hypothese du critére d'équivalence n'est pas satisfaite ici ?

Exercice 16 : Critere de Cauchy et fonctions décroissantes

+oo
Soit f continue, positive et décroissante sur [0, +oo[ , telle que f f converge,
Q0

1. Montrezque f tendvers 0 en —co.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

I
2. Montrez que % f':it?:' < f f{ﬁ:' di pour x == (J. A 'aide du critére de Cauchy, déduisez-en
/2
que z f(z) = 0.

1
tlnt

3. Montrez que la réciproque est fausse, en étudiant f{t} = sur [2, —|—r:o[ .

Exercice 17 : Comparaison série-intégrale

i)
1
Soit  f(t) = ; lln o sur (2, +oo[ .Onpose Sp = L1 & - La figure ci-dessous représente la
k=12
courbe de f et les rectangles de hauteur  f{k) .
0.8
f(2) — y=1/(tint)
0.71 rectangle [k, k + 1] de hauteur f(k)
0.6 1
0.5 1
0.4 1
3
0.3 "
0.2 1 f(4)
15 e
0.1 f(7) f(8) f9) f10) A1)
0.0 = | | | | | |
2 4 6 8 10 12
t

1. Montrez que f est décroissante sur [2, +oo] .

2. Montrez que In{Infn+1)) —In{ln 2) < 5, < f(2) + In(ln n) — In{ln 2) pour n > 2.



et I'équivalent Sy ~ In{ln n).

3. Déduisez-en la nature de Z o —

1
4. Par la méme méthode, montrez que Z 2 (In ﬂ)g converge et que son reste

1
Rp,= Y 3 vérifie R, ~o ——.
k}nk“nkj n Inn

Exercice 18 : Intégration des relations de comparaison

+oo

1. Justifiez la convergence de f E—tz di.Pour x >0, montrez a I'aide d'une intégration par
0

parties que
+ 00 + 00
/e 2 gt = f et at.
— 2.1: +2
T I
+ oo

2. Déduisez-en que fe—tg
I

di
In

I
3. Pour z > 2,onpose L{x) :f Montrez que L{x) — oo, puis que
2

Liz) ~

lna:

Exercice 19 : Intégrales de Fresnel

+oo
1. Montrez que f Slj%“ dw converge.
1
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+oo
2. Déduisez-en que f sin{tg} di converge.
0

3. Montrez que £ — sin{£2) n'a pas de limiteen 0o .

+oo
4, Montrez que f gin{tﬁ} dt n'est pas absolument convergente.
0

+co
5. Montrez que f t sin(t%) dt converge, alors que £ — ¢ sin(£%) n'est pas bornée.
0

La figure ci-dessous montre les oscillations de sin{tg}, de plus en plus rapides.

1.5
—— y =sin(t?)

A A A AL
AR

0 1 2 3 4 5 6
/

Exercice 20 : Intégrales de Frullani

Soient @ et b deuxréelsavec O <a<b.



+oo

—ai — g—bd
1. Montrez que F — f eafedt converge.
0

2. Pour 0 <& < X , montrez que

X be bX
e—0l _ o—b1 e~ e— U
T dt = BT du — BT du.
£ ag aX

3. Encadrez chacune de ces deux intégrales, puis montrezque F — |p % :

+co
f arctan(bt} — arctan(at)
0

dt converge et vaut E—T In

4. Par la méme méthode, montrez que % :

Exercice 21 : Probleme, valeur de l'intégrale de Dirichlet

+oo
On admet (exercice 13) que [ = f 51;‘ £ 1t converge. On se propose de montrer que I = % .
0

sin((Zn+ 10t L
1. Pour n € N et t € ]0, /2], montrez que H =1+2 Z cos(2kt) . En
/2 -
dédui sin((2n+1)t) o
éduire que f = dt =1
0

2. Lemme de Riemann-Lebesgue. Soit ¥ de classe (1 surunsegment [ex, 5]. Montrez que

B
f @(t) sin(X ) dt — 0 quand A — foo.

o}

3. Onpose ¢ft) = %— $ pour ¢ € |0, /2] et (0) = 0.Montrezque ¢ estde classe
cl sur [0,7/2].
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/2
4. Déduisez-en que f
0

sin((2n+1)1)

. il
: dt%%,pmsque D=g5.

Exercice 22 : Probleme, intégrale de Gauss

+oo
Onpose F = f E—tg dt , dont la convergence a été établie a I'exercice 18. On note
0

g1/ 2
Wn = f cos™ g 4@ lesintégrales de Wallis, et I'on admet I'équivalent W, v d%.
0

1. A l'aide de I'inégalité ln{l + u:l < u pour wu > —1,montrezque pourtout N > 1 :

VitelOo,m|,
2’!1 2
j(l—%) < et etVi>0,

et (148)

7
n
2 :
2. Montrez que f(l—tﬁ) dt = vit Wop41,avec t = ymisinf .
W]

(]

—n
2
3. Montrez que f (1_|_%) dt = vim Woq,_n,avec t = vt tand.
0

_|_

4, Déduisez-en I'encadrement v Waon+1 < G < v Wiy, puislavaleur G = %

5. Déduisez-en I'(1/2} , avec les notations de I'exercice 8.



Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en L2

e Le cours : intégrales généralisées, cours de maths en L2

A maitriser avant : Séries numériques & termes positifs

¢ Chapitre précédent : Séries a termes quelconques

e Chapitre suivant : Valeurs propres et diagonalisation

¢ Le méme théme en maths spé : intégrales généralisées, exercices de maths spé

¢ Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr/integrales-generalisees-corrige-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/integrales-generalisees-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/series-termes-positifs-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/series-termes-quelconques-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/valeurs-propres-diagonalisation-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/integrales-generalisees-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/qcm-maths-l2
https://mathovore.fr/licence-l2-maths-cours-exercices-corriges
https://mathovore.fr/licence-cours-maths
https://mathovore.fr

