Cours de maths en L2

Intégrales généralisées

I. Définition des intégrales généralisées

L'intégrale de Riemann du premier semestre porte sur une fonction continue par morceaux sur un
segment [a, ] . Cependant, de nombreuses questions font intervenir un intervalle non borné, comme

[0, +00[ , ou une fonction non bornée, comme ¢ — 1/VE sur |0, 1]. L'idée est simple : on intégre
sur un segment, puis on fait tendre une borne vers I'extrémité problématique. Ainsi, I'intégrale généralisée
est d'abord une limite.

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle de [ et les fonctions sont a valeurs réelles ou complexes.
Une fonction est dite continue par morceaux sur [ sielle I'est sur tout segment inclus dans I .

Définition :

Soient @ € R, b € RU {400} avec a <b,et f continue par morceaux sur [a, b[ .0
b

n
I
pose F(r) = ff{t:] dt pour = € [a, B[ . On dit que I'intégrale généralisée ff(t} dt
o e
converge si F' admet une limite finie en { . On note alors

Dans le cas contraire, I'intégrale diverge. On définit de méme l'intégrale sur ]a, &] par une limite en
a.
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Pour un intervalle ouvert |a, &[ , les deux extrémités posent probléme. On coupe alors I'intervalle en un
point < quelconque.

Définition :

| |

Soit f continue par morceaux sur Ja, b[ et ¢ € la, b[ . L'intégrale ff converge si les

o
C

b b c b
deux intégrales ff et ff convergent. On pose alors ff — ff + f f- Cette
C oL e C

o
définition ne dépend pas du choix de ¢, grace a la relation de Chasles sur les segments.

H |

[l faut deux limites indépendantes. Par exemple, f tdf = (0 pourtout I, etpourtant

+oo T
t dt diverge, car ft dt = £2/2 tend vers +oo.
—o0 0

T +oo
Pour £ = 0,ona f e~tdt =1—e~%, quitendvers 1.Donc e—t gt converge et
0
+ooD

—+

I
vaut 1.Enrevanche, f% = In z tend vers —oo : l'intégrale f d? diverge. De méme,
1 1

/

= 2.

Sle
w

1
— 9 _9y% tendvers 2 quand £ — QT donc f
0




La figure ci-dessous illustre le premier exemple. L'aire comprise entre la courbe de ¢ — e—t et |'axe,
sur [D, :J:] ,vaut 1 — e~ . Lorsque I grandit, cette aire se rapproche de 1, alors que le domaine
devient infini.

1.0 1 — y=e’'

o aire [e7tdt=1—e7*
0.8 1 +oo

reste [ e tdt=e*

0.6 -
0.4 -
0.2 1
0.0

1. Premiéres propriétés

Les propriétés de I'intégrale sur un segment passent a la limite. En effet, une somme de limites finies reste
une limite finie.

Soient [ et g continues par morceaux sur [a, b et A € C.

b b b
1. Linéarité : si f f et f g convergent, alors / {f + X g:l converge et vaut
o & s
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b b
2. Positivité : si [ est réelle, positive, et si f # converge, alors f=0
i

a

3. Reste : si ff converge, alors ff converge pour tout = [rx, b[ et ff —s (1 quand
v I I

T — b

4. Une fonction complexe a une intégrale convergente si et seulement si ses parties réelle et
imaginaire en ont une.

Si f est continue sur [a, b[ avec p fini et admet une limite finie en &, on la prolonge par

continuité en § . L'intégrale converge alors vers l'intégrale du prolongement sur le segment [a, b] .
1

On parle d'intégrale faussement généralisée. Par exemple, f %"L dt converge, car

. 0
sn;t_k]_ en 0.

Il. Critere de Cauchy et parallele avec les séries

Le point de vue « limite » rapproche fortement les intégrales généralisées des séries. D'un c6té, la somme

by
n
partielle Sp = Z U1 dépend d'un entier. De l'autre, I'intégrale partielle F(;p} = ff dépend
k=0
&

d'un réel. Par conséquent, on retrouve les mémes outils : critere de Cauchy, comparaison, convergence
absolue.



Théoreme :

b
Critere de Cauchy. Soit f continue par morceaux sur [a, &[ . L'intégrale f # converge si et

o)
seulement si

Ve>0,
3 ¢ € [a, b],

Vx, y e lc bl f(t)ydt | <e.

X

I

y
Notons  F(z) = ff.Ona f = F(y) — F(x)- D'abord, si F' aune limite finie £ en

T
b,ilexiste ¢ telque |F'(z)— £| < e/2 pour z > c.L'inégalité triangulaire donne alors
[F(y) - Fl@)| < e.

Réciproquement, supposons la condition vérifiée. Soit  {x,,) une suite de [a, B[ quitend vers
b.Alors (F{xy)) estune suite de Cauchy, donc elle converge, car R et © sont complets.
Ensuite, la limite # ne dépend pas de la suite : en effet, si deux suites donnaient deux limites, la
suite entrelacée serait de Cauchy mais divergente. Enfin, la caractérisation séquentielle des limites

montre que F{zr) — £ quand = — b.

Ce critéere sert surtout en théorie. Il permet notamment de démontrer que la convergence absolue entraine
la convergence. En pratique, on |'utilise aussi pour obtenir des informations sur f a partir de la
convergence de son intégrale.
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1. Une différence importante avec les séries

Pour une série convergente, le terme général tend vers [J. Pour une intégrale, ce n'est plus vrai. En effet,
une fonction peut présenter des pics de plus en plus fins sans tendre vers 0.

Pour m > 2, placons en chaque entier 7t un triangle de hauteur 1 et de base 2/n3 , et
posons f = O ailleurs. La fonction [ est continue et positive. L'aire du 7 -iéme triangle vaut

I

1/n? . Donc ff < Z 1/n? pourtout «, et lintégrale converge. Pourtant, f(n) =1
0 n > 2

pourtout 7 = 2 :lafonction f netendpasvers 0.

La figure suivante montre ces pics. Leur hauteur reste égale a 1, mais leur largeur diminue assez vite
pour que l'aire totale soit finie.

—— f: pic de hauteur 1 et de base 2/n? en n
L.25¢ f(n) =1 : fne tend pas vers 0
1.00 === e [ e
0.75 - h “

aire 1/4

0.50 - aire 1/9

[
0.25 - aire llils
0.00 ! ! L ! .

0 2 4 6 8 10



+ oo
Enrevanche, si f admetune limite # en —oo etsi f f converge, alors £ = 0.En

v
effet,si £ > 0 parexemple,ona f > £/2 auvoisinage de 0o, et I'intégrale diverge. Nous

verrons aussi que la conclusion f — 0 vaut pour une fonction positive décroissante.

2. Comparaison série-intégrale

Le lien entre séries et intégrales devient une égalité de nature lorsque la fonction est monotone. C'est un
outil central, car il fournit de nombreuses séries de référence.

Théoreme :

Soit f continue par morceaux, positive et décroissante sur [1, —|—0-O|: . Pour tout entier k& > 2,
ona

flk) < [ F(t)dt < f(k=1).

k—1

+oo
Par conséquent, la série Z fln) etlintégrale f f sont de méme nature.
1

Sur [k—1, k], la décroissance donne  f(k) < f(t) < f(k—1).On intégre sur ce segment de
n

longueur 1.Ensommantpour & de 2 a n,ilvient 5, — f(1) < ff < §,,_1.Deplus,
1
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T
T — ff est croissante, car f > 0. Ainsi, lasuite {Sy) est majorée si et seulement si

1
I'intégrale partielle est majorée, ce qui conclut.

La figure ci-dessous représente ces encadrements pour f{t} = l/tg. Les rectangles sous la courbe ont
pouraire  f(k), ceux au-dessus ont pour aire  f{k—1}.

1.0- — y=1t
rectangles d'aire f(k), sous la courbe
0.8- —— rectangles d'aire f(k — 1), au-dessus
0.6 -
0.4 1
0.2 -
'-=~_-_—__
—
0.0 . . !
1 2 3 4 5 §) 7

Ill. Intégrales de fonctions positives

Lorsque [ est réelle et positive, I'intégrale partielle F' est croissante. Or une fonction croissante
admet toujours une limite, finie ou égale a oo . Ainsi, tout se rameéne a une question de majoration.

Théoreme :




b
Soit f continue par morceaux et positive sur [a, b[ . Alors f f converge si et seulement si la

o)

I I
fonction 1 — ff est majorée sur [a, B[ . Sinon, ff — +oo.
2} )

Théoreme

N
’
-a

Comparaison. Soient f et § continues par morceaux sur [a, o] avec 0 < f < g au
voisinage de b .

b

b
fg converge, alors ff converge.
e} e}
b b
ff diverge, alors fg diverge.
e

v}

Deplus,si f = O(g) en b,avec g = 0, laconclusion 1 reste vraie. Enfin,si f r~ g en
b etsi @ estde signe constant au voisinage de &, les deux intégrales sont de méme nature.

N
.
|

Demonstration

Soit ¢ telque 0 < f < gsur [¢,b[.Pour # > ¢ ,ona ff{fg{fgdansle

cas 1. L'intégrale partielle de f est donc majorée. Le cas 2 est la contraposee Si f G{g} on
a |f| < M g présde b, etl'onserameéneaucas 1. Enfin,si f ~ g avec g>0,0na

% g < f < 2¢g presde &, d'ou le résultat dans les deux sens.
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Le critere d'équivalence exige une fonction de signe constant. Sans cette hypothese, il est faux,

. . . 2
BINE o gind + % traité en exercice.

comme le montre I'exemple classique
P e T Vi

1. Intégrales de Riemann

Pour comparer, il faut des références. Les plus utiles sont les puissances de % .

Théoreme :

Soit «» £ .

+co
1. f d—;* converge si et seulementsi o > 1.
1

—

1
2. f f—g converge si et seulementsi & < 1.
0

Démonstration :

5
I
=]

_ 1—o —
Pour r:x?él,ona ft @ dt = %ﬂl.ouand £ — 400, la limite est finie si et
1

1
seulementsi 1 —a < 0. De méme, f T = Tﬁ a une limite finieen 0 siet
—
I

seulementsi 1 — a > 0. Enfin, pour o = 1, laprimitive |n £ tendvers —+co en oo et




I vers —o2 en [J :les deux intégrales divergent.

Comme le montre la figure ci-dessous, les courbes se croisenten ¢ = 1.Presde 0, une petite
puissance donne une courbe plus basse, donc une aire finie. Pres de oo, c'est I'inverse : une grande
puissance décroit plus vite.

— o =1/2 : converge en O, diverge en +x
- a=1:divergeen 0O eten +w
— o =2 :diverge en 0, converge en +x

(—df v converge si et seulementsi @ < 1. Il suffit de
F—1¢

(e8]

b
Plus généralement, pour § fini, f

poser 1w = b — ¢ . Parailleurs, f e—Aldt = % pour A >0, autre référence fréquente.
0
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2. Intégrales de Bertrand

1
tlnt

Lorsque la comparaison aux puissances échoue, par exemple pour , on utilise une échelle plus fine.

Théoreme :

+oo

Soient ¢, 5 € R. L'intégrale de Bertrand ud—tﬁ converge si et seulementsi o >>1,0u
t“(In t)

a=1e B>1,

Démonstration :

1 1
_ L 7. = — 0
Si o =1, choisissons ¥ avec 1 <y < a.Alors £ (In t]ﬁ £~ 7 (In t)ﬁ , par

croissances comparées. Donc I'intégrande est un o(1/%7), et I'intégrale converge. Si o < 1, on
prend o < ¥ <1 :cettefois ¢7 fois I'intégrande tend vers oo . L'intégrande dépasse donc
1/tY présde oo, et lintégrale diverge.

T In x

Enfin,si o = 1,onpose w = In ¢ :on obtient fL = d—“.On conclut avec les
. t(In t)ﬁ | uf

intégrales de Riemann.

Méthode :

Pour déterminer la nature d'une intégrale généralisée :

1. Repérer les bornes impropres, et couper l'intervalle s'il y en a deux.




2. En chaque borne, chercher un équivalent simple de I'intégrande, ou un développement
asymptotique.

3. Si I'intégrande est de signe constant, comparer a une intégrale de Riemann ou de Bertrand.

4. Sinon, étudier d'abord la convergence absolue, puis, si elle échoue, chercher une semi-convergence
par intégration par parties.

+oo

Etudions f int_ dt.En O, l'intégrande est équivalenta |n ¢, de signe constant. Or
0

142

vV |ln ¢ — 0, donc nt| = g(t_lfg} : l'intégrale convergeen (.En —co,ona

tE;'E CAnt
14 t2

converge. Le changement de variable w = 1/t montre d'ailleurs qu'elle est nulle.

— 0, donc l'intégrande est un 0{1_3!@) : convergence. Ainsi, l'intégrale

IV. Convergence absolue et intégrabilité

Pour une fonction de signe quelconque, on commence par étudier sa valeur absolue. En effet, |f| est
positive, et les outils précédents s'appliquent.

Définition :

b
On dit que ff est absolument convergente si f |f| converge. On dit alors que [ est
o

intégrable sur l'intervalle, et 'on note  f € L1(I).
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Théoreme :

b b
Une intégrale absolument convergente est convergente, et f fl < |f| .
¢}

a

Démonstration :

v v b
Pour = < % dans [a, b[ ,ona ff < f |f| . Or f |f| vérifie le critere de Cauchy.
I I o
Donc le membre de droite est inférieura £ désque I et ¥ sontassez prochesde § . Ainsi,
b

f f vérifie aussi le critere de Cauchy. L'inégalité s'obtient en passant a la limite dans I'inégalité
o

sur les segments.

t 1 : . :
Pour ¢t = 1,0na sz | < o Par comparaison avec une intégrale de Riemann,
+oo
f %zt d+ est absolument convergente, donc convergente.
1

L'ensemble des fonctions intégrables sur I est un espace vectoriel. De plus, la comparaison s'étend : si
|f| < g avec 7 intégrable, alors | estintégrable. Ce réflexe « majorer le module » régle la plupart
des intégrales avec des sinus, des cosinus ou des exponentielles complexes.

V. Intégrales semi-convergentes et regle d'Abel




La réciproque du théoréme précédent est fausse. Une intégrale convergente mais non absolument
convergente est dite semi-convergente. Ce phénomene est I'analogue des séries alternées : les
compensations de signe assurent la convergence.

Théoreme

N
’
|

Regle d'Abel. Soient [ declasse (1, positive et décroissante sur [a, +oo[ , avec
T

_lﬁﬂ f =70 et g continue sur [@, +oa[ . On suppose que Giz) = fg est bornée par

“+oo 4

une constante M . Alors f f(t) g(t) dt converge.

Déemonstration

N
| Q

Une intégration par parties sur [a, =] donne

/fg = f($)G(x)—/f’(t) G(t) dt.

D'abord f(x) G(x)] < M f(z) — O.Ensuite, |f' G| < -M f,car f/ <0.0r

f{ f } = f{a} f(a:} < f{a) I'intégrale de —f converge. Par comparaison,

f f (G converge absolument. Par conséquent, ffg admet une limite finie.

| Q

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

+oo
L'intégrale de Dirichlet Tt t est semi-convergente. D'abord, elle est faussement impropre
0
en 0.Ensuite, sur [1, +oo[ , on applique la régle d'Abel avec f(t) = 1/t et g = sin, car

I

fsin tdt| < 2.Enrevanche, sur [k, (k+1)w],ona t < (k41)r, donc

(k+1)m (k+1)m

S0 ¢ 1 : _ 2
I dt 2 T |SlIl tldt = (k—i—l)ﬂ'
km km

nir

_ |51n |
En sommant, on minore

dt par une somme partielle de la série harmonique. Ainsi,

I'intégrale n'est pas absolument convergente.

La figure ci-dessous illustre ce mécanisme. Les aires des arches successives alternent de signe et
décroissent en valeur absolue, comme les termes d'une série alternée. Leur somme converge vers /2,
mais la somme des valeurs absolues diverge.

1.00 - 1 arches positives
arches negatives
0.75 - — y=sin(t)/t
-——- y==%1/t
0.50 1
0.25 1

0.00 Y R e

—0.25 -

4 5m oer



Méthode :

+co
Pour étudier une intégrale semi-convergente du type f f(t} sin £ df ou

oo
f f{t) et 4, avec f décroissante vers () :

[r)

1. Intégrer par parties en dérivant f et en primitivant la partie oscillante.

2. Vérifier que le terme tout intégré a une limite, puis que la nouvelle intégrale converge absolument.

3. Pour la non-convergence absolue, minorer |sin t| par sinz i = I_Eﬂ , ou découper en

intervalles de longueur .

VI. Intégration par parties et changement de variable généralisés

Les deux outils de calcul du premier semestre s'étendent aux intervalles ouverts. Cependant, il faut
toujours justifier I'existence des limites.

Théoréme :

Intégration par parties. Soient et u declasse (1 sur |a, [ . On suppose que le produit
o b

uY admet des limites finiesen @ eten § . Alors fuf y et fu wf sont de méme nature

o [}
et, en cas de convergence,
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w/(t) u(t) dt = | uv ]b — | () v(t) dt,

ou [uv]i:liﬁuﬂ—liyluﬂ.

Démonstration :

Surun segment [z, y] C ]a, b , la formule usuelle s'écrit

o i
f whow = u(y}ﬂ(y} — u{x)ﬂ{f} — f w ol . Le terme tout intégré a une limite finie quand
I I

x — a et y — b.Parconséquent, I'une des intégrales a une limite si et seulement si I'autre en
a une.

+oo
Calculons 1,, = f " e—1 d¢. L'intégrale converge, car ¢m+2 .—t _y 1 donne

0
t"e—t = o(1/t2) . Posons wu(t) = —e—t et w(t) = t7*+1. Leproduit —gntle—t
tendvers 0 en 0 eten —+oo.Ainsi, Iny1 = (n+1) T, .Comme Ig = 1,onobtient
I, =nl

Théoreme :

Changement de variable. Soit ¢ : o, 5[ — ]a, & une bijection de classe ¢'1, strictement

b B
croissante, et f continue sur |a, &[ . Alors f F(t) dt et f Fleo(w) @ () du SOntde
il o}

méme nature et égales en cas de convergence. Si % est décroissante, on échange les bornes.




+oo
Pour ﬁ ,onpose t = y2,avec u € |0, +ool. Alors df = Zu du et
0 +oo
I'intégrale devient f % = 2. % — 4. De plus, le changement de variable prouve la
0
convergence en méme temps que le calcul.

Méthode :

Pour justifier une intégration par parties sur un intervalle ouvert :

1. Vérifier que les deux fonctions sont ¢l sur I'intervalle ouvert.

2. Calculer les limites du terme tout intégré aux deux bornes, et vérifier qu'elles sont finies.

3. Conclure que les deux intégrales ont méme nature. Il suffit alors de montrer la convergence de
I'une d'elles.

A défaut, travailler sur un segment [%, ], puis passer a la limite.

VII. Intégration des relations de comparaison

Enfin, on souhaite souvent comparer non seulement les natures, mais aussi les vitesses. Par exemple, a
quelle vitesse le reste d'une intégrale convergente tend-il vers [0 ? Le résultat suivant répond a cette
question, comme pour les séries.
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Théoreme :

Soient [ et g continues par morceaux sur [a, b[ ,avec g = 0.

b b
1. Cas convergent. Si fg convergeet [ = ol:g:l en §,alors ff — 0 fg quand
X I

1)

b b
x — b.ldemavec .Si f ~ g,alors ffmfg.
T X
b T T
2. Cas divergent. Si fg divergeet f = o{g) en b, alors ff = 0 fg quand
i o o

I

T
£ — b.ldemavec &.Si f ~ g, alors ffmfg.
o)

o

Démonstration :

Traitons le cas convergentavec ¢ .Soit &> 0 .llexiste ¢ telque |f| < &g sur [c,b[. Donc
b b b

ff converge et, pour & = ¢, ff <€ f g.C'est la définition de
I I I

b b

f f=o f gl

X I

c

I I I
Dans le cas divergent, on écrit ff < ff + € fg. Or fg — oo, doncla
2} ) c 2}
I

C I I
constante ff est inférieure a Efg pour X prochede § . Ainsi, ff < ngg
)

e oL o
.Enfin, le cas ™ s'obtient en appliquantlecas ¢ a f —g.




+oo
Cherchons un équivalent de R,@} — f tgdj_l.On a t%i—l r tl—g fonction positive d'intégrale
+oo *
convergente. Donc R{ﬁ) iy f f_‘é — ;1_1: . On le vérifie directement :

I
R(g) = § —arctanz = arctanz ~ .

Remarque :

4o
Ce théoreme se combine souvent avec une intégration par parties. Par exemple, pour f e—1t2 ¢
I

g—

xrl L L
TR plus un reste négligeable. Ainsi,

, une intégration par parties fait apparaitre
+oo

f e—t2 di ~u E;ﬂ . Le détail figure dans les exercices.
X

I

Ce qu'il faut retenir

¢ Une intégrale généralisée est une limite d'intégrales sur des segments ; sur un intervalle ouvert, les
deux bornes s'étudient séparément.

* Le critere de Cauchy caractérise la convergence et prouve que la convergence absolue entraine la
convergence.

¢ Contrairement aux séries, une fonction d'intégrale convergente ne tend pas forcément vers [J.

 Pour une fonction positive, la convergence équivaut a la majoration des intégrales partielles ; on
compareavec <, &, @ ou ™.
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+ 1
Références : f +~ @ converge si et seulementsi @ > 1 ; f +~ @ converge si et
1 0

seulementsi @ < 1 ; Bertrand pour les logarithmes.

L'équivalence ne permet de conclure que pour une fonction de signe constant.

Une intégrale semi-convergente s'étudie par intégration par parties ou par la regle d'Abel.

Intégration par parties et changement de variable s'étendent aux intervalles ouverts, sous réserve
de limites finies du terme tout intégré.

e Lesrelations @, (& et ™ s'intégrent: surles restes en cas de convergence, sur les intégrales
partielles en cas de divergence.

Questions fréquentes sur intégrales généralisées

Si l'intégrale de f sur [a, + [ converge, f tend-elle vers 0 ?

Non, contrairement aux séries. Une fonction positive formée de pics de hauteur 1 de plus en plus étroits a
une intégrale convergente sans tendre vers 0. En revanche, si f admet une limite en oo, cette limite
est nulle. De méme, une fonction positive décroissante d'intégrale convergente tend vers 0, et vérifie
méme =z f{z) = 0.

Peut-on conclure avec un équivalent pour une fonction qui change de signe ?

Non. Le critére d'équivalence exige une fonction de signe constant au voisinage de la borne. Par exemple,
sin & sint | sin?¢
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convergente. Pour une fonction oscillante, on étudie d'abord la convergence absolue, puis on intégre par

sont équivalentes en 42, mais seule la premiére a une intégrale

parties.

Comment justifier une intégration par parties sur un intervalle ouvert ?

On vérifie que les deux fonctions sont de classe ¢7'1 sur l'intervalle ouvert et que leur produit admet des
limites finies aux deux bornes. Les deux intégrales sont alors de méme nature, et il suffit de montrer la
convergence de |'une. En cas de doute, on travaille sur un segment [, ] puis on passe a la limite.



Quelle différence entre intégrale convergente et fonction intégrable ?

Une fonction est intégrable lorsque I'intégrale de sa valeur absolue converge. L'intégrabilité entraine la
sin
t
n'est pas intégrable : on parle de semi-convergence.

. L . . il
convergence, mais la réciproque est fausse. L'intégrale de sur ]D, —|—r::cu[ converge et vaut &,
gin &
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Pour aller plus loin en L2

e Les énoncés : exercices de maths en L2 sur intégrales généralisées
A maitriser avant : Séries numériques a termes positifs

e Chapitre précédent : Séries a termes quelcongues

e Chapitre suivant : Valeurs propres et diagonalisation

¢ Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et |a licence de maths de L1 a L3

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr/integrales-generalisees-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/series-termes-positifs-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/series-termes-quelconques-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/valeurs-propres-diagonalisation-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/qcm-maths-l2
https://mathovore.fr/licence-l2-maths-cours-exercices-corriges
https://mathovore.fr/licence-cours-maths
https://mathovore.fr

