Corrigés des exercices de maths spé

Intégrales généralisées

Corrigé de I'exercice 1 : Intégrales de référence

1. Lafonction + — $— % estcontinuesur [1, +oof .Pour a ?é let z>1,0na
iy

— l—o —
ft s = %ﬂl.Si a>1,alors pl—a _s ( etlalimite vaut ﬁ.Si o <1,
1
alors xl—o 3 oo, Enfin, pour o = 1, l'intégrale partielle vaut 1n x , qui tend vers
—+co . L'intégrale converge si et seulement si o > 1, et vaut alors ﬁ .

2. La fonction est continue sur 10, 1]. Pour &£ let 0<x <1,ona

1

ft_ﬂ dr = Tﬁ .Si o <1,alors zl—a _s 0 quand £ —s Q7T .Enrevanche, si
—

T

o >1,alors zl—@ 4 1eoo.Pour o = 1,onobtient —Inz — +co . L'intégrale

converge si et seulementsi o <1, et vaut alors I i

I

— p—Aar
3. Pour a ?‘é g, fe_ﬂt dt = 1+. Si a =0, cette quantité tend vers é Siom <0,

0
elle tend vers —+co . Pour a = O, l'intégrale partielle vaut . L'intégrale converge si et

seulement si a > (1, et vaut alors % .

+00 1
4. L'intégrale f +~ © d¢ adeux bornes a probléme. Elle converge si et seulement si f et
0

oo 0

convergent. Or cela exige a lafois o <1 et @ == 1, ce qui est impossible. Donc

?—g diverge pour tout réel .

4
[
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Corrigé de I'exercice 2 : Calculs directs par primitive

I
1. La fonction est continue sur [0, +co[ . Pour z >0 di [—Lr —1-
. 1 ' ! I:1+i':|2 14t 0 - 14z
0

quitendvers 1.Ainsi, 4 = 1.
. " (14 . 1 1 1 o
2. La décomposition en éléments simples donne HerD) — il Une primitive sur [1, —I—-::o[

estdonc t — In ﬁ . Cette primitivetend vers [n1 = 0 en o0 etvaut ln% en 1.

Par conséquent, B = ( — ln% =Iln2.

I
3. La fonction est continue sur [0,1[.Pour 0 <z <1, f J% = arcsin £ . Quand
0

+ —s 1 ,cette quantité tend vers % par continuité de arcsin en 1.Donc € = g .

4.0na t2 492t 42 = {t-|-1:|2 + 1 = 0, donc la fonction est continue sur [£. Une primitive est
T — a,ru:ta,n(t—l—l} , qui tend vers ;—T en oo etvers —;—T en —oC0 . Ainsi, les deux

0 +oo
intégrales f et f convergent. Finalement, I} = E—T— (—%) = .
—o U

Corrigé de I'exercice 3 : Exponentielles complexes

1. Pour ¢ > 0,ona |e—2 = e—al quiestintégrable sur [0, +oo[ car a > 0.Donc
I

— p—2r
+ — e—#l estintégrable. Ensuite, comme =z ?é 0, /e_zf dt = 1+ . Or
+oo 0
—ZT| — a—ax % - 1 a—zsb
le=%%| = e — 0. Par conséquent, f e=#tdt = 3 = 3 b3
0

2. Ona e~ #t = e—at cog(bt) — ¢ e~ 4% gin(ht) . Ces deux fonctions réelles sont dominées par
s—al, donc intégrables. En identifiant parties réelle et imaginaire, on obtient :



400

o0
—at — —at —_ b
e—al cos(bt) dt = - + 3 p? / e—al gin(bt) dt = SRy
0 0

+

]
3. Avec o = h = 1, on trouve f e—tsintdt = %.Ensuite,avec a=1e =29,
+oo 0
on obtient f a—t gog(gt} df = % Les deux valeurs sont % et
0

o

Point de méthode : passer par I'exponentielle complexe évite deux intégrations par parties successives.

Corrigé de I'exercice 4 : Comparaison de fonctions positives

1. Pour £ > 1,ona $2 > #,donc —t2 < —¢. Comme I'exponentielle est croissante,
+oco

o—t2 < e—t.0r / e—t d¢ converge. Par comparaison de fonctions positives,

+oo 1

f e—tz d+ converge. De plus, sur le segment [U, 1] , il n'y a aucun probleme. Donc
1
joce]

_|_
f a—12 44 converge.
0

+oo
2. Pour £ 2>1,0na 0 < Sm £ < tlz Or f ? — 1 (Riemannavec a = 2).Par
1

comparaison, l'intégrale converge et sa valeur est au plus 1.

“+oo

3. Pour t>1,0ona 0<lnt<t,donc ﬁ}%}[}.Or f%diverge.Par
2

T+

comparaison de fonctions positives, f li—tt diverge.
2
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1
4. Sur [0,1], la fonction est continue et majorée par 1, donc fi— < 1.5ur [1,4oo[,on
0
oo
1 L dt
a 0< 1143 13 4= . Ainsi, l'intégrale converge et vaut au plus
1
1 4
1 +t3=73

Corrigé de I'exercice 5 : Intégrabilité par équivalents aux

bornes
, _ vt : L 5
1. Lafonction f(t) = Y est continue et positive sur [0, +oo[ . Le seul probléme est en
1/2
+oo . La, f{t} ru tt_ﬂ = % , qui est intégrable car % > 1 . Donc l'intégrale converge.

-+ —

2. Lafonction ——— est continue et positive sur |0, 7].En 0, sint ~ t,donc S
1 gin gl I
Or i n'est pas intégrable en ([ . Par équivalence de fonctions positives, l'intégrale

diverge.

3. Lafonction f(t) = 3 e—VT est continue et positive sur [0, +0o[ . Posons s = % . Alors
12 f{t} = 5 e—VT = sl0e—s, qui tend vers [ par croissances comparées. Donc
f(#) = o(1/t2) en +oo . Par conséquent, I'intégrale converge.

4. La fonction est continue et positive sur [0, 1[.En 1, on factorise :
A | .
1—t3 = (1-t)(1 + ¢t +£2) ~ 3(1-1) . Ainsi, it~ B a_oil? intégrable en 1

car L < 1. L'intégrale converge.

2
5. La fonction f(t) = lnT; est continue sur 0, 1] et négative. On a
34 7(6)] = /4 ln# — 0 en 0.Donc |f(¢) = O,:l/ﬁf‘i} intégrable car > <1
= . = , z<1.

Ensuite, la dérivée de  F(t) = 2vilnt — 4/% vaut h-th + % —% = f(t).or

— 4,

1
F(l) = —4 et F(t) = Oen 0. Ainsi, th =
0



Corrigé de I'exercice 6 : Fonctions intégrables et espace L

1. Lafonction A f 4+ g est continue par morceaux. De plus, |A f =+ g| < |A||f] + |g] . etle
majorant est intégrable par linéarité de I'intégrale des fonctions positives convergentes. Par
comparaison, A f 4 g € LI(I, C) : c'est un sous-espace vectoriel.

2. D'apres l'intégrale de Riemann sur ]D, 1], ﬁ est intégrable car % < 1. Enrevanche, son carré
% ne I'est pas. Donc Ll{]D, 1]) n'est pas stable par produit.

3. Sur [1, —|—co[ ) tl_z est intégrable car 2 =1, alors que % ne 'est pas. Une fonction de

carré intégrable n'est donc pas forcément intégrable.

4. Soit MM unmajorantde |f| sur I.Alors |f3| = |f]-|f] £ M |f]. qui est intégrable. Par
comparaison, fg est intégrable sur 1.

1 1 . 1 1 N I
5. Pour n > 2 ,ona n3 < E,donc les intervalles [ —an + E] sont deux a deux disjoints

et inclus dans [1, —I—m[ . Sur chacun, le graphe de f est un triangle de base % et de hauteur

n, d'aire %-%-n = ﬁ.Soit z>1let N =|z]|4+1.Comme f > 0,onobtient
7 Wi 1 +oo 1

f f< 22 n < ! - L'intégrale partielle d'une fonction positive est donc majorée, et
1 n= n=

f estintégrable. Cependant, f{n} = n — oo .Ainsi, j est intégrable mais ne tend
pas vers 0 ; elle n'est méme pas bornée.

Corrigé de I'exercice 7 : Intégration par parties et factorielle

1. La fonction + — #™ e—1t est continue et positive sur [EI, —|—r:o[ . De plus,
$2.¢" e—t = $n+2 o—t _y ( par croissances comparées. Donc t" e—t = of1/¢2) en
+co . Par conséquent, [f, existe.

2. Posons u(t) = t" 1l et () = —e—t, declasse 1 sur [0, +oo[ . Le produit

uu(t) = —t"tle—t vaut 0 en 0 ettendvers 0 en —oo. Le théoréme d'intégration
par parties s'applique donc, et les deux intégrales convergent d'apres la question 1 :
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+00 N oo
ool
i1 = / tntle—t dt = [ —tntl e—t] + (n+41) f t" et dt.
0 0 0
Ainsi, Tni1 = (n+1) I,

+oo
3.0na Iy = e—t dt = 1.Parrécurrence immédiate, I, = n-(n—1)...1-Ip.Donc

0
I, = n! pourtout n & N.

4. L'application 1 — & estune bijection ¢l strictement croissante de [0, +oo[ sur lui-

+oo +co
méme. Avec t = g et df — ‘%‘ , on obtient f " e—al df = f “;: —u &%
0 0

+oo
Finalement, f " a—at d¢ =
0

n!
an+1’

Corrigé de I'exercice 8 : Intégration par parties sur 10, 1]

1. Lafonction In estcontinuesur ]0,1],et vE[ln¢[ — 0 en 0.Donc |In¢| = g(l/tlﬁ} ,

intégrable en 0. Une primitiveest £ — f£lnt —f,quitendvers 0 en 0 etvaut —len 1
1

. Ainsi, flnidt = 1.

0

2. Pour t € ]D 1] ona [t"In#| < |ln#|,donc J, converge. Posons u(t) = Int et
,U( :1 — =——. Le produit *.'-_,,;q_,l(t} — 7+ In ¢

tendvers 0 en [0 etvaut 0O en 1.Par
m+41
|ntegrat|on par parties :

1 1
[ entlin e 1 gntl _ 1
Jn_[ n+1 ]0_[n+l‘tdt_ n—+1 t" dt.
0 0
D Tp= -
onc <n (nt1)? "

3. La fonction ¢ {ln tjg tendvers [J en [ :c'estun faux probléme, et K converge. Posons



u{t} = {ln t}g et {t} — = . Le crochet tendvers 0 en 0 etvaut 0 en

1 . On obtient alors

+2 (In )4
2

2
K=—[% 2t gqs = — [ tIntdt = —J,.

Corrigé de I'exercice 9 : Changements de variable

1. La fonction est continue, positive et majorée par e—t, donc intégrable sur [0, oo .
L'application # —s at est une bijection gl strictement croissante de [D, —|—r::o|: sur
[1, +oo[ .Avec y — et ,ona d¢ = d—“,d'ou

400 —+0o0
du du _ m® =,
et+e uo— 1 4+u2 = 2 4

0 1 1

La valeur est g .

2. Lafonction g —s gin2 @ est une bijection (1 strictement croissante de |0, %[ sur ]0,1[ .

Ona dt = 2sinfcosddfd et \ft(l—t) = sind cos 8, car sinus et cosinus sont positifs
a2

sur cet intervalle. Ainsi, I'intégrale devient f 5 d8 » qui converge. D'aprés le théoreme, les deux

0
intégrales sont de méme nature. Donc l'intégrale converge et vaut .

Questions 3 et 4

3. Lafonction 1; — 2 estune bijection (1 strictement croissante de [U, —I—r:o[ sur lui-
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+oo
méme. Avec + — y2,ona df = 2u du , etl'intégrale devient 2 e T Udy = 92 Iy,

0
avec les notations de I'exercice 7. La valeur est 2.

4. L'application 1 — 1 + w2 estune bijection ¢l strictement croissante de [0, +oo sur
1, oo .Avec £ =1+ %2, onobtient df = 2udu et tVi-1 = (1+u?)u.

+oo +oo
L'intégrale devient donc ddu_ qui converge et vaut 2 - Z. Ainsi, _dt = .
0 1

Point de méthode : le théoréeme de changement de variable donne a la fois la nature et la valeur ; il
suffit donc de vérifier la convergence de I'intégrale la plus simple.

Corrigé de I'exercice 10 : Une intégrale nulle par symétrie

1. Lafonction f(t) = lliig est continue sur |0, +co[ .En 0,

)] < lint] = o(L/£/%) intégrable. tn +oo, /2 |F(8)] ~ Bz — 0, donc
fit) = o{lj‘tgfg), intégrable. Ainsi, [ est intégrable sur |0, oo .

2. Notons I lintégrale. L'application 4, — % est une bijection (1 strictement décroissante de
10, +oo[ sur lui-méme. Avec ¢ — %,ona dt = —%, Int = —Inwu et
2
142 =Y u—g L En échangeant les bornes, on obtient
—+ 00 —+ 00
T = —Inwu-u?2 du _ Inw_ g, — _7
14+ u? ©u? 14+ u? '
0 0
Donc 1 = (1.

3. Avec t = @ u, bijection (71 strictement croissante, ona di = a du et
a? +t2 = a2 (1 + u?). Ainsi,



]

_dnt _1 Ina +1nu _1 s
/a2+t2dt_a/ 1+ u2 du_a(lna +O).
0 0

La séparation est légitime, car les deux intégrales obtenues convergent. La valeur est % .

Corrigé de I'exercice 11 : Intégrales de Bertrand

1
1. Lafonction f(t) = F est continue et positive sur [e, +-co[ . Soit 7y € 1, &f . Alors

% (In t)
tT f(t) = =7 (1o )f - Comme & — > 0, cette quantité tend vers (0 par croissances

comparées, quel que soit le signede 5 .Donc f(t) = o(1/t7),avec 7 >1.Par
comparaison, J{(&, 3) converge.

tl—o
2.Si a<l,alors tf(t)= (In 1) — 0O par croissances comparées. Il existe donc A tel
n
+oo
que f{t} > % pour £ = A . 0Or f % diverge. Par comparaison, J{oe, ,8} diverge.
A

3. L'application ¢ — ln # est une bijection (1 strictement croissante de [e, +oo[ sur
4o

[1, 4+oo[ ,avec du = % .Donc J(1, B} ala méme nature que f d—; .Ainsi, J(1, 5)
i)

converge si et seulementsi 5 > 1.
4. Enrésumé, J(x, 5) converge sietseulementsi o >1,0u o =1et S>1.Lla

figure ci-dessous représente cette zone : un demi-plan ouvert, auquel s'ajoute une demi-droite
verticale.
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@ 0
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convergence : a>1
_> divergence : a <1
mmm 0 =1etf>1:convergence
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(04

Corrigé de I'exercice 12 : Convergence selon un parametre

1. La fonction est continue et positive sur |0, +co[ . En 0, elle est équivalente a tl'“ , intégrable

sietseulementsi @ < 1.En —oo, elle est équivalente a tul-l— 1, intégrable si et seulement si

& + 1 >=1.L'intégrale converge si et seulementsi 0 < <1.

2. La fonction est continue et positive sur [0, +co[ .En 0, arctant ~ t,doncelle est

équivalente a tu%l , intégrable si et seulementsi & —1<1.En 4oco, arctant — E—T ,

donc elle est équivalente a % . tl'“ , intégrable si et seulement si o >> 1. L'intégrale converge

sietseulementsi 1 <o <2.

1

3.En 0, t%e—t ~ % = e intégrable si et seulementsi —a <1 .En —co,

i+ 22—t _y [, donc la fonction est intégrable pour tout . L'intégrale converge si et
seulementsi o > —1.

4, Par quantité conjuguée, i+l — Vi = m , qui est strictement positif et équivalent a

W Par conséquent, la fonction intégrée est positive et équivalente a oo 1o/2" Elle est

intégrable sur [1, —I—CO[ si et seulement si % > 1. L'intégrale converge si et seulement si



o 2.

Point de méthode : on étudie chaque borne séparément, puis on prend l'intersection des conditions
obtenues.

Corrigé de I'exercice 13 : Le sinus cardinal n'est pas intégrable

1. Lafonction f est continue sur |0, ] ettendvers 1 en 0. Elle se prolonge donc par
continuité sur le segment [0, 7] . Ainsi, [ est intégrable sur |0, ] : c'est un faux

probleme.
(k+1)r
1 1
2. Pour t € [km (k+1)m], ona § = (11 Deplus, f lsin t|dt = 2. par -
k
(k+1)m g
ériodicité de |sin| . Donc jsin ¢] 2,
ki
(n+1)ar +1
i
3. Ensommant pour k de 1 a 7., on obtient f f| > % Z %.Or la série harmonique
T k=2

diverge, donc ce minorant tend vers —co . L'intégrale partielle de |f| n'est pas majorée. Par
conséquent, [ n'est pas intégrable sur [m +oo[ , nisur ]0, +oof .

gin
1','3 2

4, Pour £ = 1,0na
sur [1, +oof .

< ﬁ , intégrable car %}1 .Donc ©t — % est intégrable

Corrigé de l'exercice 14 : Série et intégrale de 1/(t In t)

1. Sur [2, +oo[ , les fonctions t et ln ¢ sont strictement positives et croissantes. Leur produit
est donc strictement positif et croissant. Ainsi, [ est positive et décroissante sur [2, —|—00[
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2. Ladérivéede t — In{lnt) est T Donc ff In(In £) — In(In 2}, qui tend vers

+ao
+co | L'intégrale f f diverge.
2

3. Soit k = 3.Pour t € [k—1, k], ladécroissance donne f(t) > f(k), et pour
E+1 k

€ [k, k+1], f(&) < f(k).Enintégrant, f f< k)< f f - En sommant de
k k—1

n+1
) = 3 a n,onobtient I'encadrement demandé. Donc f F<8, - f@, < ff . La

figure ci-dessous montre les deux familles de rectangles.

4. L'encadrement s'écrit In In {n—I—l} In34+f2) <5, <lnlnn—-Inln2+ f(2).or
IH{H—H.:I =Ilnn + 11‘1!{1 + ﬁ:l ~ |n 7 . Donc In I'll:ﬂ—|—]_jl “lalnn = In 1n(’.r1+1:' 0.

Inn
Les deux bornes valent ainsi Inlnn 4+ G(1),et lnlnn — +co. Par conséquent,

Sy ~ In(In n), et la série Z

o diverge.

5. La fonction g{t} = w est positive et décroissante sur [2, —|—r::o[ , pour la méme raison.

R 1 1 1 1 A
Une primitive est i’ donc f =179 Inz *Ina L'intégrale converge. Par
2 1
comparaison série-intégrale, E n—“n my converge.




0.8 1

1
0.7 1 — = dnt
k
0.6 - flk) < fk_lf(rectangles sous la courbe)
k+1
0.5 - - fk ' f < flk) (rectangles au-dessus)
0.4 -
0.3
0.2 1
0.1 L
O 0 e _I _____ :
o2 8 10

Corrigé de I'exercice 15 : Equivalents de sommes par

comparaison série-intégrale

1. La fonction racine carrée est croissante sur [0, +co[ . Pour & > 1, on adonc
k+1

fﬁdtﬂ_ﬁ@i‘: fﬁdt.Ensommantde 1an:

32 < 3 vk < 3((nr1)¥/2 - 1),

3?‘1
k=1

Or {n_|_1:|3f2 33@ (14 }Bf@ 33@ Les deux bornes sont donc équivalentes a

3 HBIE Par encadrement, Z vk ~ 3 3’@
EF=1

2. Lafonction % — 12 est décroissante sur  [1, +oo] . Pour & > 2, 0nadonc
k+1

|$'-‘l-
%]
|$l-

k
t ;_;L f 5 -Ensommantde %k = n & IV, puis enfaisant tendre IV vers
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+co +oo
-+, on obtient f d—g < A, <
T

|5
=
-
o
=
[
e
=}
[
o
o
3
3
D
¢
Y

—+
%]

t

=y

on conclut que R, ~

T
3. Ona lﬂl:ﬂ!:l = Z In &k Lafonction In est croissante, donc pour k = 2,
k=24
k1 n n+1

f Intdt <lnk < f In £ d¢ . En sommant, flntdt < In(n!) < f Intdt.
E—1
Avec la primitive £ In £ — ¢, la borne inférieure vaut m lnn — n 4+ 1. De méme, la borne
supérieure vaut (n+1)In(n+1) — (n+1) + 2 — 21n 2. Toutes deux sont équivalentes &
nlnn,car n=omnlnn). Donc Infn!) ~nlnn.

Corrigé de I'exercice 16 : Equivalent d'un reste de Riemann

1. Quand £ — 400, 3 {I— L~ tl_a fonction positive et intégrable sur [1, +oo[ . D'aprés le
théoreme d'intégration des relations de comparaison (cas intégrable), les restes sont équivalents. Or
+ao +co

di — 1 ponc di . 1,
13 Qa2 td 41 dx
X T

+oo
r tﬁl,-fz' positive et intégrable. Or f 1_5*'@ dt = %a:—B,IE . Ainsi,
I

4o

VE 2
f P19t~ 2 e
I

“+oo
1 1 - . dt 1 - -
3. Ona 21t 120 donc le reste est équivalent a f 2= Pour vérifier, on écrit

4o *
1 __1__1 ... dt T 1
FE+1) T F T , d'ou f 4L = [111 m} = ln(l + E) . Cette valeur exacte
T
X
1 1

est bien équivalente a Le reste vaut ln{l + E:' N %

E .



Corrigé de I'exercice 17 : Equivalent d'une intégrale partielle

divergente

4 1

1. Pour £>0, () — e _e _ ¢ 1 — 1) . Donc cette dérivée est équivalentea & en
t P2 % t t

4o . La fonction E’? est positive et non intégrable sur [1, +-co[ , puisqu'elle tend vers

L . gl ety et
oo . Le théoréme (cas non intégrable) donne alors T df T dit = 5 —e.

1 T 1
Enfin, % — 4o, donc la constante est négligeable. Ainsi, f?dt o %
1
t N mmt—1_ 1 1 1 1
2. Pour t>=1, (m) = (In tjz =1t _(ln t)g ~ D'apres l'exercice 4, ot est

t
r
o - dt & 2
positive et non intégrable sur  [2, 40o] . Par conséquent, ni™ nz—In5 comme
2

I
T dt
nz +oo , on conclut que fl_
2

Point de méthode : on devine I'équivalent en dérivant le candidat, puis on integre la relation .

Corrigé de I'exercice 18 : Reste de l'intégrale de Gauss

1. D'aprés I'exercice 4, ¢ —s g—t2 estintégrable sur [0, +oo[ , doncsur [z, +oo[ . Ainsi,
R(r) existe pour tout = > 0.

—2te—1? .9 — 3 e—1? 2 =¥ 2
2. On calcule @f{t} — el = —p— 1 — T Donc —fp*’{tj ~ a— 1% en
400, et o—t? est positive et intégrable. D'aprés le théoréme (cas intégrable), les restes sont
+oo
équivalents:  g(y f — o (#7dt = wlr) — lim @ -O0r ¥ tendvers 0 en —oo.
(z) ~ / /() dt = p(z) - lim ¢

Donc F(r) ~ g%
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3. Onécrit e—t2 = = .9¢ e—1? Posons u{t) = = et w(tj — —e—t% |eproduit uv tend

- Qt
vers 0 en oo, arlntegratlon par parties sur [:r: —I—m[ ;
—+ 00
2 2
e % e
T
N L . N e—I'j 1 1
La derniere intégrale est positive, d'ou 7y . De pIus pour t > x, 52 < Spd
-y I:J:':I g—xd

donc cette intégrale est au plus . Ainsi, R{a:} 14+ 2 5 TR On obtient

I'encadrement demandé.
4, Pour £ = 3,o0na EB;Q ~ 2,0568-10~° et 145 18 — %g La borne inférieure vaut donc

environ 1,9485 - 1075 Ainsi, 1,94 -10—° < R(3) < 2,06 - 1075, La figure ci-dessous
montre le rapport  F(x) / @(x) , coincé entre les deux bornes et tendant vers 1 .

e
, —

0.6 - /, rapport R(x)/ X

7/

/ -—- minorant ————
0.54 /7 1+1/(2x2)
,/ --+=== majorant 1
0.4 T T : r .
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
X

Corrigé de I'exercice 19 : Comportement en 0 d'une intégrale
partielle




1. Quand ¢ —s 07T, ':':'ts £

théoreme d'intégration des relations de comparaison (cas non intégrable, appliqué a la borne (1),

1 1 L
on a f'wftdtmf%z—lﬂiﬁ'l)onc f%‘fdtm—ln,ﬂ:-
T I +

o % fonction positive et non intégrable sur |0, 1]. D'apres le

1
2. De méme, :—2 o tl_z en (], positive et non intégrable sur ]D, 1]. Par conséquent,
1 1
1 . s
f:— df ru f% — %_ 1. Comme % — oo on obtient I'équivalent %
T T
2 -
3. On écrit %“L — t_|_':'55t cost—1 o ot _1 _%,donc %1 —3 0 en 0. Cette
fonction est prolongeable par contlnuité donc intégrable sur ]D 1] Posons
1
cog b —
C = f — L 4¢ . Alors — —lnx _|_f'3'5” 1dt et la derniere
0

intégrale tend vers (' . Ainsi, cos t

= -Inz+C+o(l)-

[
[+

Corrigé de I'exercice 20 : Une intégrale de type Frullani

1. Notons  f(¢) = el — e~ ontinue et positive sur |0, 4+co[ , car e—t > e—2t En 0,

et —e—2t = ¢t 4 0o(t),donc f(t) — 1 :cestun faux probléme. En oo,
0 < f{(t) < et pour £>1.Donc f estintégrablesur |0, +cof.
g

, , —1 —21 L
2. Soit £ > 0. Les fonctions ET et *4— sont intégrables sur [e, +oo[ , car elles sont

majorées par ET_i . On peut donc séparer l'intégrale. Ensuite, avec . = 2t , on obtient
+oo +oo e
e—21 e—u . g —1
f T dif = f =5 du . Par la relation de Chasles, la différence vaut f ET d+ -
2e E

L'égalité demandée est établie.

2t
3. Pour t € [£,2¢], ona & < % < % En intégrant, et puisque fd? — In 9., 0n

—+

obtient
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—+ 00
e 2€1n 2 < f f(t)ydt < e€1ln 2.
=

Quand & — 0, le terme central tend vers I, car l'intégrale converge. Par encadrement,
I =In2.

4, Le méme raisonnement, avec 1 = at et 1 — bf,donne
+oo

be
E_-—GH: —_ E—Eﬁ'i g U s . b
— df = = dwu - Cette quantité est comprise entre e—be|n g et
E +00 dE

—ai _ g—b1
e—agln%.Donc f“%dtzln%-
0

Point de méthode : on ne sépare pas l'intégrale sur ]D, —|—r:o|: , car chague morceau diverge en [J
on coupe d'aborda &.

Corrigé de I'exercice 21 : Fonction intégrable décroissante et
limite de x f(x)

by

1. Posons F'(r) = ff.Comme f estintégrable, F'(x) tend vers une limite finie L quand
0

X
T — +oo . 0r f f = Fz) - Flz/2) et F(x/2) — L également. Donc

. /2
ff{t}dt—;»L—Lza_
/2

2. Pour t € [51 %], la décroissance donne  f() > f(x) . En intégrant sur un intervalle de

T
longueur %,on obtient / =z %f{ﬂ?} .Deplus, f(z) = 0. Ainsi,
/2



I

0< =z flr) <2 f /', etle majorant tend vers 0. Par encadrement, x f{z) — O,
x/2
c'est-a-dire f(z) = o(l/x).

3. Lafonction f de I'exercice 6 est continue, positive et intégrable sur [1, +-0o[ . Pourtant,
n fln) = n? — +co . Sans décroissance, la conclusion est donc fausse.

+oo

4. D'apres l'exercice 14, f 1 = 1 — [ . La réciproque
2

tlnt In t

dt ;
P diverge, alors que ¢ -

est fausse : fl::t?:l = ol:l/:t::l n'entraine pas l'intégrabilité, méme pour une fonction
décroissante.

Corrigé de l'exercice 22 : Intégrale du logarithme du sinus

1. La fonction est continue sur ]D, %] et négative. En (0, lnl:sin t} =Int+In %"L , etle
second terme tend vers In1 = 0 .Donc In(sint) ~ Int.Or In | = o{l/tljgj est

intégrable en 0. Par équivalence, t — In(sint) est intégrable sur 10, 7].

2. L'application £ — 7 — % estune bijection (1 strictement décroissante de [0, [ sur

]D, E:| . De plus, sin{% - t:l = o8 1 . Le changement de variable donne donc la convergence
/2

et I'égalité. Ainsi, 5 — fln{cost} d# -
0

Questions 3 a5

3. En m, sinwu = sin{m —w) ~  — u , donc la fonction est aussi intégrable prés de . Par la

relation de Chasles, on coupe en 5. Sur [57 [, le changement de variable 1 =  — v donne
iy 2 iy
f In(sin w) du = f In(sin v) dv = I.Donc fln{sin wydu = 27T .
a2 0 0
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4. En ajoutant les deux expressions de I, on obtient, par linéarité :

/2 /2
27 = f In(sin t cos t) dt = f In(sin 2t) dt — é—r In 2.

/2 T
Ensuite, avec u = 2%, f In(sin 2¢) dt = iflﬂiﬂiﬂ u)du = 7 - Ainsi,

0
2r=1 —E—Tln 2. Finalement, I = —

algébrique correspondante.

—

EE

In 2 . La figure ci-dessous représente I'aire

5. L'application § — sin 8 est une bijection 1 strictement croissante de |0, %[ sur |0, 1] .

Avec t = sinf,ona dtf = cosd df et 1 — 2 = cgs @ . L'intégrale devient
g/ 2

1
f In(sin 6) dg . qui converge. Donc {J% di = —
0

In 2.

e

— teIn(sint)
--- teInt, équivalenten 0

aire algébrique —gln 2= —1,089

0 /4 /2

Corrigé de I'exercice 23 : Probleme, intégrales de Wallis et




intégrale de Gauss

Partie A.

1. Ona Wo=7et Wi= [sin.ﬂ]gfz = 1.Pour 8 € [0,5],ona 0 < cos8 <1,donc
0 < cog?tlg < cos™ § . Par positivité de I'intégrale, 0 < W41 < W, . Deplus,
cos™ est continue, positive et non nulle, donc W, >0 . La suite (W, ) est strictement
positive et décroissante.
/2
2. On écrit Wy = f cog®t1l 8. cos8dg. Posons ¢ = cos?tl et w = sin. Le

crochet [cos”"‘l & sin 5']5”@ est nul. Donc
/2
Wpio = (n+1) [ cos™ @ sin?60do = (n+1) (W,, — Wi9),
0

en utilisant gin2 — 1 — cos? . Ainsi, (M+2) Wiy = (n+) W, .

3. Posons g = (n+1) W1 W, . Alors
Up 1= M+2) Wpan Wea1 = n+1) W, Wat1 = Uy, . La suite est donc constante,
égalea ug = W1 Woq Pourtout n, (n+1) W1 W, = %

4. Par décroissance, Wpya < Wyi1 £ W, Endivisant par W, =0, on obtient

ntl _ Wag1 ~ .
nt2 < . = 1.Parencadrement, W41 ~ W, | Ensuite,

r
5=+ Wep1 W, ~ n W2 Donc W32 ~ % ,etcomme W, >0,
T

W, ~ o

Partie B

Partie B.
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1. Lafonction Afu) = e¥ —1 —u apour dérivée e™ — 1, négative sur |—oo, 0] et positive
sur [0, 4+oo[ . Son minimum vaut A{0) = 0,donc 1+ u < e%.Avec . — _%‘j‘,on
obtient 1 _ % < o—t3/m pour t € [0,vm], les deux membres sont positifs, et = — £

. . 2 A
est croissante sur [0, +oo[ . Donc (1 — %}ﬂ < e—t2.De méme, avec ., — tﬁg ,ona
0<1+ tn_-? < etzf'-”«. En élevant a la puissance 71, puis en passant a I'inverse, on obtient
se ”
e—t? < (1 _|_tﬁ:, " pourtout t > 0,

2. L'application § — y71 sin 8 est une bijection (1 strictement croissante de [0, %] sur
[0,v7] .Ona dt = vAicosddf et | _ %‘j‘ — cog2 g Donc l'intégrale vaut
/2 7
. t2.m
cosd® § - ¢71 cos § d - Ainsi, (1-%) dt = v Wapt1-
0 0

1
14 2

. ST . t2.m 2. —n
3. D'abord, I'inégalité de Bernoullidonne (1 4 3)" > 1 4 ¢2.Donc 0<(1475) = <

, qui est intégrable : I'intégrale converge. Ensuite, § — 7 tan & est une bijection ¢l

. . T i
strictement croissante de [0, 5[ sur [0, +oo[ .Ona df = —5-df et
o/ 2
2 _ 1 ' 7 . JT
1+ tan48d = 0l 8" L'intégrale devient f cozidn g . g~y dg - Donc
+co 0

e
(14+%) "dt = vm Won_y-
0

4. En intégrant les inégalités de la question 1, et puisque a—t2 > 0 sur [m, —|—CO[ , on obtient

V1L
M Waopt1 < fe_tz dt <G < vwm Wa,_o.
0

SIS

D'aprés la partie A, v7t Want1 ~ | #% , qui tend vers . De méme,

o
i Wy g m — ETT Par encadrement, (3 = e—t2dt = ? La figure

_I_
!

ci-dessous montre, pour 1. = 4, les deux fonctions qui encadrent g—t<.



1.0 1

0.8

0.6 1

0.4 -

0.2 A

— (1 + t?/n)~" (au-dessus)
t2

— QT

— (1 —t?/n)" sur [0,V n] (au-dessous)

t=vA=2

0.0
0.0

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
t(icin=4)

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths spé

3.5

Le cours : intégrales généralisées, cours de maths spé

Les énoncés : exercices de maths spé sur intégrales généralisées

A maitriser avant : Séries numériques et vectorielles

Chapitre précédent : Fonctions vectorielles d'une variable réelle

Chapitre suivant : Convergence dominée et intégration terme a terme

Le méme theme en L2 : intégrales généralisées, exercices de maths en L2

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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