Corrigés des exercices de maths en L2

Intégrales généralisées

Corrigé de I'exercice 1 : Calculs directs par primitive

1. Lafonction + _y ¢ e—t2 est continue sur [D, —|—CO|: seule la borne oo est impropre. Une
x
primitive est —5€ .Pour x= > 0, onadonc te dit = 5 l—e , qui tend
1 1 0
vers 5. L'intégrale converge et vaut 5 -

2. L'intégrande est continu sur [U, 1[ et non borné presde 1 :laborne 1 estimpropre. Pour
I

I
€ [0,1[,ona -J% = [ —W1—t¢ L — 2 — 2¥1 — x . Cette quantité tend vers 2
0

quand 1 — 1.L'intégrale converge et vaut 2.

= arctan o — 2

X
3. Les deux bornes sont impropres. On coupe en [J. D'abord, f 12—
0

o]
quand x — o0 . Ensuite, flftg — —arctan — % quand £ — —ooO . Les deux
6o
intégrales convergent. Donc di — ar-.
1+¢2 "

g

T
4. Pour © = 0 ,o0na de = ln{l + :E:I,qui tend vers oo . L'intégrale diverge.
0

5. Pour x > 0,ona fcos tdt = sin £.0r sin o n'apasdelimiteen oo :en effet,

0
sin(2nm) = 0 et sin(m/2 4 2nw) = 1. L'intégrale diverge, sans tendre vers l'infini.
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Corrigé de I'exercice 2 : Comparaison avec les intégrales de

Riemann
+co
[H A H H 1 L @
1. L'intégrande est continu et positif sur [1, +oo[ . Deplus, 0 < T <3.0r f "
1
converge, car 2 =1 .Par comparaison, l'intégrale converge.
+oo
2. L'intégrande est positif sur [1, +oo[ et fﬂ—:-lB 1 en “+co.Or d? iverge. Les
1
fonctions étant positives, le critere d'équivalence s'applique. L'intégrale diverge.
3. La seule borne impropreest 0.En 0,ona & = o{vVi),donc ¢+ Vi ~ VT et
1
1 r L1 Or t_lfrg df converge, car lc;:l L'intégrande étant positif, I'intégrale
t+ vt Vi ' 2 ' '
0

converge. Ensuite, l'application ¢, —s 1,2 est une bijection ¢71 strictement croissante de
10,1] sur ]0,1]. Avec ¢ = 42 et dt = 2u du, on obtient

dt 2udu 2
T i

_at e GU
e = | S 2du — 91n 2.

d
+
L'intégrale converge et vaut 2In 2 .

1
4.sur 10,1, sint>0, et ﬁ %en 0.0r /“% diverge. Par équivalence de fonctions
0

positives, I'intégrale diverge.

5. L'intégrande est positif. Par croissances comparées, avec s — 7 ,0na

2=Vt — 54 —5 s gquand ¥ — +o0 . Donc e—VE = o(tl—g) . Par comparaison a
+co

fft l'intégrale converge.
1



Point de méthode : pour une exponentielle décroissante, on montre que 2 f{t} — 0 ; on obtient
ainsi f = o(1/%2) sans chercher de primitive.

Corrigé de I'exercice 3 : Intégrales faussement généralisées

1. Lafonction + — %‘f est continue sur |0, 1]. or %‘f

prolonge donc par continuité en [ parla valeur 1 .L'intégrale est faussement généralisée,
donc convergente.

— ] quand ¥ — O .Ellese

2 —
2. Le développement limité cost = 1 _% + o{tg} donne lt+3t = % + C'I:l:l. Ainsi, la

fonction se prolonge par continuité en (1 par % . L'intégrale est faussement généralisée.

3. Par croissances comparées, i lnt — 0 en 0 :l'intégrale est faussement généralisée, donc
convergente. Pour le calcul, on intégre par parties sur [z, 1], avec = € ]0,1[.On dérive In ¢
et on primitive f :

1 1
1

2 2 — 12
ftlntdt:[%lnt] —/5dt=—%1nx—1 L=,

I e X

1

Quand £ — 0,ona z2lnr — 0.Donc fﬁlntdt:—%.
0

Corrigé de I'exercice 4 : Primitives et intégrales de Bertrand

1. Sur [2, +oo[ ,lafonction In ¢ est strictement positive. La dérivée de In(ln £} est tllm
T

Donc f " fl_f : = In(In £} —In{In 2), quitend vers +0co . L'intégrale diverge.
2

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

I

o

2. La dérivée de 1 est —1 Ainsi at _ 1 1 ui tend vers 1
' TInt t(nt)2 M f Yn2 T 2 g In2’
L'intégrale converge et vaut ﬁ .
3. Sur ]0,1/2], In¢ <0 etlaborneimpropre est 0 .La méme primitive donne, pour
r € ]0,1/2] :
1/2
_dt 1 .1 _ 1, 1,
2 — — —
t (1n t) In(1/2) In z In 2 In x
X
Quand =z — 0, lnx — —oo,donc ﬁ — 0 . L'intégrale converge et vaut ﬁ
4. On intégre par parties sur [E, :r:] , en dérivant |n ¢ et en primitivant t1_9 :
T T
In t Int]” dt 1 1,1 1
n n nxT .
t—dt:{_T} + | 2 =—"% tete—=z
c
c c

2-7] o]

Quand T — Hoo, lnT*T — [ . L'intégrale converge et vaut

Corrigé de l'exercice 5 : Changements de variable

1. L'intégrande est positif et inférieura ¢—1 , dont I'intégrale converge : I'intégrale converge.

L'application + — gl est une bijection {j"]— strictement croissante de ]D, —|—CCI|: sur

1, +oo[ .Avec 4 = et,ona gt = d—“,d'ou

—+ o0 —+ o0 —+ o0
et 4 e—t U + u +1 =
0 1 w(utd) 1

L'intégrale vaut f_l—r .

2. Les deux bornes sont impropres. En (I, I'intégrande est équivalent a t—lfg ;en 1, ilest



équivalent a (1 — j}_l»‘@ . Ces deux références convergent, donc I'intégrale converge. Ensuite,
8 —s sin2 @ est une bijection (1 strictement croissante de 0, /2[ sur ]0,1[ .Ona

dt = 2sinf cosd df et ft{1—t) = sinf cosf, car ces deux nombres sont positifs. Par
conséquent,

1 m/2

dt _ _
= [ 2dé=n

L'intégrale vaut 7.

3.En 1,0na #v#d —1 = ¢JEF 1VE —1 ~ V3V — 1 . L'intégrande est donc équivalent a

%{t — 1)—1,.’2 : convergenceen 1.En —oo, il est équivalent a tl_ﬂ : convergence. Ensuite,

t — £2 — 1 estunebijection ¢71 strictement croissante de |1, +0o[ sur |0, +oo[ . On

a 12:1_|_u2,donc tdt = udu et f—i:?gdszliﬂﬂg.Ainsi,

—+ 00 —+ o0

dt T,
tVt2 —1 1 +u2 ™ 2

L'intégrale vaut E—T .

Corrigé de I'exercice 6 : Une intégrale impropre aux deux

bornes

1. L'intégrande est continu sur ]D, —I—CO[ .l n'est pas borné pres de [, et I'intervalle n'est pas

1 +oo
borné en —co . Par définition, I converge si et seulement si f et f convergent. Les
0 1

deux bornes doivent étre étudiées séparément.

2. L'intégrande est positif. En 0, il est équivalenta ;—1/2, et % < 1 :convergence. En oo, il

est équivalentd ;—3/2 et % > 1 :convergence. Donc I converge.
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3. L'application 1, — w2 estune bijection ¢l strictement croissante de |0, 4+co[ sur lui-
méme. Avec + — y2, df = 2u du et I = w,on obtient

—+ 00
0

|
.

7y = Q[arctanu]
Ainsi, I = .

La figure ci-dessous représente I'intégrande. L'aire hachurée, infinie en largeur et en hauteur, vaut
pourtant exactement 1T.

4.0

aire totale =n
3.5 1

y:
3.0 VE(1+1t)

---- @équivalenten 0 : 1/\f?

---- équivalent en 4+ : t73/2

Corrigé de I'exercice 7 : Une famille a parametre

1. L'intégrande est continu et positif sur ]D, —|—r:':::u[ .En 0, il est équivalenta % = tl—u ;



convergence si et seulementsi —ea <1 ,s0it a > —1.En —oo, il est équivalent a

$a— 2 —

= ;3 : convergence si et seulement si 2 — & >1,soit & <1.Donc J{o)

converge si et seulementsi —1 <o < 1.

+oo
ar

2. Ona J{D} = f lftﬂ = lim arctan z .Donc J{D:' =g
0

r — +oo

3. L'application % — 1/ estune bijection (1 strictement décroissante de |0, +oo[ sur lui-

méme. Avec t = 1/u,ona dt = —% , et les bornes s'échangent :

—+ 00 00
e

u—“ du
J(Ct’): 1—|—u_2+u2= u2+1du+
0

Ainsi, J{o) = J{—a) pour —1 <o <1.

Corrigé de I'exercice 8 : La fonction Gamma

1. Lintégrande ¢z—1 z—t est continu et positif sur 0, +oo[ .En 0, il est équivalent &
1

Donc f converge si et seulementsi 1 —x < 1,s0it £ >0.En —4co,on

0
tT¥+1le—t _ (g, par croissances comparées. L'intégrande est donc un

+r—1 —

tl—=x

a fd.3x—1lpg—t —
+oo

x>0
2. Soit £ >0.Posons u(t) = —et et w(t) = t7,declasse 1 sur 0, +oof . Le
produit oy = —¢* e—t tendvers 0 en 0O,car = >0,etvers 0 en —o0.Lethéoréme

d'intégration par parties généralisée s'applique donc. Les intégrales
+oo oo R R

f ul v = f T e—t ¢ et f wul = —;r;f +T—1 g—1 4+ sont de méme nature.
0 0 0

0
Or elles convergent d'aprés la question 1. Ainsi, I'(z+1) = 0 —0 4 = I'(z) . Donc
IMe+1) =z I'z).
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+oo
3. Ona P{l} = f e—t d+ = 1. Ensuite, une récurrence immédiate donne

0
I'fn+1) =nIn =nh-1...1-I'(1). Ainsi, I'n +1) = n! pourtout n € N.

+oo
4, Ona 1"{1/2} = f t—lf? e—t dt . L'application 1, —s 2 est une bijection (71
0
croissante de |0, +oo[ sur lui-méme. Avec ¢ = 42, onobtient ¢ 1/2 — L et
+co
dt = 2u du.Donc ['(1/2) = Ef e—u? gy
0

Corrigé de I'exercice 9 : Intégrale du logarithme du sinus

1. Lafonction ¢ — ln(sin ) est continuesur |0, /2] et négative. Or

ln(Sh; t) —~Ilnl=0en 0,tandisque Ilnt — —oo.Donc In{sin £) ~ In £. De plus,
Vi |ln t| — 0, donc |1n j| — O{t—lﬁ} . Par comparaison de fonctions de signe constant, I

converge.

2. L'application £ — 5 — % estune bijection (1 décroissante de [0, w/2[ sur ]0, /2],
Comme -::05( ;—T - u) = sin u , le changement de variable t = % — u transforme J en

T . Ainsi, J convergeet J = I.

3. Oncoupeen /2. .Sur [w/2 o[ ,onpose u = m —v,avec v € |0, 7/2]. Comme
m m

sin{m — v) = sin v, on obtient f In(sin w) du = I ponc fln{sin w)du = 27 .
0]

/2
4, Pour t € ]0,m/2[,ona In(sin t) + In{cos £) = ln(Sil:l?—Et) = In(sin 2¢) —In 2. Par
g1/ 2
linéarité, f 4+ J = f ln(sin Zt} dt — gln 5 . Ensuite, avec u = 2%,
0

g/ 2 -
f In(sin 2¢) dt = %f In(sin w) du = I-Ainsi, 2I =T - 31n 2. Donc

Q0



Corrigé de I'exercice 10 : Intégrales de Bertrand en zéro

1. L'application % — 1/u estune bijection ¢'1 décroissante de [2, +oo| sur ]0,1/2].

Avec ¢ =1, ona dt= —i—g , +% = y— et [Inf| = Inu . Les bornes s'échangent,
d'ou
+00 400
K ue — *
(e (In u) uz — 111 )P
2 2

Les deux intégrales sont de méme nature.

2. Le théoreme des intégrales de Bertrand s'applique aussi sur [2, —I—m[ , car seule la borne +co
compte. La convergence a lieu si et seulementsi 2 —a >1,0u 2 —a =1 et 5 >1.Donc
Ko, B) converge si et seulementsi o <1,0u oo =1 et §>1.

1

3. La premiere intégrale corresponda o = 1 et £ = 5 < 1 : elle diverge. La seconde s'écrit
1
£1/2 In t|_5 Loy = % < ] et ,3 = —5 . Elle converge.

Corrigé de I'exercice 11 : Nature par développement
asymptotique

13 De plus,

) 3 1 .1
1. Posons ;p:%_Hj.Comme gln;p:;p_%+o{$3},ona {—sIng ~ 23

+oo
sinx < x pour x = 0,doncl'intégrande est positif. Par comparaison a f t—3 4%,
1

I'intégrale converge.
2. Pour t =1, % £ :|[j|J 1] , donc Cos% c ][jJ 1[ et I'intégrande est négatif. Ensuite,
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2 2 . .
ln(cos ;]::] = 111(1 — % + 0{1’;2}) P —% . Ainsi, ]n(cos%) . —ﬁ , de signe constant.

L'intégrale converge.

3. Ona 1(1—|— ) (% t2+{}(%))— —%+G($J.Enprenant

I'exponentielle,
t
(1+%) = ewexp( 21:"'0(%)) = _i+0(tl_2)*

+oo
g

Donc l'intégrande est équivalent a — fonction de signe constant. Or f dt
1

+ diverge.

L'intégrale diverge (vers —o2 ).

2 2 -
4, En 0O,ona gint — t(l _%_Fg(ti}),donc $ — %(1 _|_%_|_,5.(12:,).A|n5|,

1 1

ST 5 + o(t) — 0. L'intégrale est faussement généralisée, donc convergente.

Point de méthode : on pousse le développement jusqu'au premier terme non nul ; c'est lui qui fournit
I'équivalent et donc la nature.

Corrigé de I'exercice 12 : Convergence absolue

gin
rd

1. Pour t =1, < é , d'intégrale convergente. L'intégrale est absolument

convergente.

2. Deux bornes sont a étudier. En 00, 113% o tllﬁ , qui est positif et intégrableen 0.En oo,

gln t 1 .., 3 -
_tafﬂ < t—am , intégrable car 5 = 1 . L'intégrale est absolument convergente.
cos(t)ln ¢ In t 3/2 Int _Int Int =33y s
3. Ona —5 < t—E.Or g =g 0, donc 2 = o(t ). L'intégrale

est absolument convergente.

4. D'abord, |e~tcost| < et donc I'intégrale converge absolument. Ensuite,



1

B : (=14+v)z '
8( 1+z)tdt:€ _1_'_% lu’[ﬂ'—}—l‘DO]_l%:}zz

+oo

La partie réelle de l'intégrande est e—tcoz #. Donc f e~ lecogtdt =
0

[Nl

Corrigé de I'exercice 13 : Semi-convergence de l'intégrale de

sin(t)/t

1. Sur [1, $] on dérive % et on primitive sint en —cost :
xT x
sin t . COS T cos t
/ 7 dt = cos 1l — == — 2 dt.
1 1
D'abord, [<°5% _ 1 ensuite, |<2%£] < L donc la derniere intégral
abord, "=l o L _, g Ensuite, | =57 [ < 3, doncla derniére intégrale converge
+aco

absolument. Ainsi, f Tt f+ converge.
1

2. Comme |sint| < 1,ona sin?t = |sin £| - [sin ¢| < |sin tg. De plus,
cos 2t = 1 — 2sin? ¢ . Donc  [sin ¢| > sin? ¢t = 1—?3& .
3. La méme intégration par parties, avec la primitive Smg—gt donne
Eiy x +oo
f%ﬁt dt = % _5132 + f Sijtgt dt, qui converge. Par I'absurde, si f il
1
oo !
convergeait, alors f fj— — f f ":O,jft convergerait, ce qui est faux. Donc
+oo L +co
sint , , " |51n |
Y diverge. Par comparaison de fonctions positives, dt diverge.
1 1
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+oo

4. Sur ]D, l], I'intégrale est faussement généralisée (exercice 3). Donc f %“L converge.
0

+oo
glnm t
Cependant, f | | diverge d'apres la question 3. L'intégrale de Dirichlet est semi-
]

t

convergente.

Corrigé de I'exercice 14 : Regle d'Abel

1. Lafonction f(t) =t “ est (1, positive et décroissante vers 0 sur [1, +oo[, car
x

a = 0. De plus, f costdt | = |sinx —sin 1| < 2 . La régle d'Abel donne la

1
|cos &

convergence. Ensuite,si @« >1,ona = : convergence absolue. Si 0 <a < 1,o0n

1
i_l:!
[

+ 1A

minore |cos t| > cos?t = H%ﬁ. or f C;ift converge par la régle d'Abel, tandis que
+oo 1

+aoo
. 2 .
f i—i diverge. Donc f %nt diverge. L'intégrale converge pour tout o« >> 0,
1
absolument si et seulementsi o > 1.

2. Lafonction £ — ﬁ est (1, positive et décroissante vers (0 sur [2, +co[ . De plus,
X

f sin t dt | < 2. Parlarégle d'Abel, I'intégrale converge. En revanche, Int < £, donc

|sin t| _ [sint

— — dont I'intégrale diverge (exercice 13). L'intégrale est semi-convergente.
nt =

—

3. Pour1 t 3_21 1, : € ][]! 1] - [[]! ﬂ'/g]. La fonction f{t) = sing est (1, positive, de dérivée
—;2C05% < 0 ,ettendvers (.Llarégled'Abelavec ¢ = sin donne la convergence. Ensuite,

5 |sin ¢
L

l'inegalité admise donne | gip ¢ | sin% = A . Or l'intégrale du minorant diverge.

m
L'intégrale est semi-convergente.



Corrigé de I'exercice 15 : Equivalence sans signe constant

1. Lafonction ; _, t—lf? est (1, positive et décroissante vers 0, et les intégrales

T +oo
f sin t dt sont bornées par 2. Par la régle d'Abel, f # converge.
1 1
sim gin t nt
2. On factorise :  g(t) = (1 + 5 ).Posons e(t) = T Alors  |e(t)| < 7 0.

Donc g—f{l—l—e}avec e—=0: gm f.

- 2
3, 0na 80°t _ 1 cosdb o econdterme a une intégrale convergente (exercice 13), le

t 2T At
+oo +oo
: 2
premier une intégrale divergente. Donc f %"L diverge. Si f g convergeait, alors

+oo +co +oo

f f(g f} convergerait. Donc fgdlverge
1

1 1

4. Les fonctions f et g sontéquivalentes, mais leurs intégrales n'ont pas la méme nature.
L'hypothése manquante est le signe constant : | change de signe sur tout intervalle

[k, (k+2)].

Corrigé de I'exercice 16 : Critere de Cauchy et fonctions
décroissantes

1. Lafonction f est décroissante et minorée par 0, donc elle admet une limite £ > 0 en —oo0
iy

.Deplus, f = £ sur [0,+oo].Si £>0,alors ff > £ — 400, ce qui contredit |a

convergence.Donc # = (J.

2. Pour t € [x/2, x], la décroissance donne  f(t) > f(z).En intégrant sur un segment de

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

I
longueur % on obtient % f':it?:' < f [ . Ensuite, soit &= 0 . Le critére de Cauchy fournit ©
/2

b2 8

tel que F| <& pour u,¥ = ¢.Pour £ = 2c,ona = ¢, donc

B —

0 <z flz) < 2e . Ainsi, z f(z) = 0, autrement dit f(zr) = o(1/z).
3. Lafonction #ln ¢ est croissante et strictement positive sur [2, +oo[ , donc  f est continue,

(exercice

+oo
positive et décroissante. De plus, ¢ f(t) = 1  — 0. Pourtant, f
2

4). La condition z f(z) — 0 n'est donc pas suffisante.

Corrigé de I'exercice 17 : Comparaison série-intégrale

1. Lafonction ¢ — ¢ln¢ apourdérivée lnt+1>0 sur [2, 400 [ EIIe est donc
strictement croissante et strictement positive. Par conséquent, { —

+
2. Pour k> 2 et te€ [k k+l],ona f(t) < f(k),donc f < f(k) - En sommant de
K

n41 k
k =2 a n,onobtient 5, > f f - De méme, pour k>3, f{ﬁ;} < f f . dou
2 E—1

S < f2)+ f f . Comme une primitive de f est In{ln ), on obtient
2
In(Infn+1)) —In{ln 2) < 5, < f(2) 4 In{ln n) — In{ln 2).

3. La minoration montre que 5, — —+co : la série diverge. Ensuite,
In(n +1) = Inn + ln(l 4 % ) ~ lnn »donc In{In{n+1}) = In(ln n) 4 o(1). En

divisant I'encadrement par In{ln n) — 400, les deux bornes tendent vers 1 . La série
1 .
Z —i., divergeet S, r In(In n).

oo

: _ 1 L Lo 1
4. Lafonction A(t) = f (In £)? est positive et décroissante sur  [2, +oo , et / h =15
2



(exercice 4). Par comparaison série-intégrale, la série converge. Ensuite, pour & > n +1,0ona
k41

k

f h < h(ﬁg} < f h .Ensommantsur k& > n +1,ilvient
E—1

—+ 00

+00

—1 = | h<R,< | h=1

In(n+1) — = “'n = — Ilnn
n+1 n

Comme In{n +1) ~ Inn , on conclut que R, ~ ﬁ

Corrigé de I'exercice 18 : Intégration des relations de

comparaison

1. Pour t>1, 2> ¢,donc 0 < e—t4 < e—t . L'intégrale converge donc. Ensuite, on écrit
1

e—12 — (_gt e—t2 ) . (_E) Posons u{t} — e—1t2 et w(t} — —% , de classe (71

tend vers (0 en —co. De plus,

e

sur [z, +ool . Le produit 1y = — oF

+co +oo
{2
f wul = f % d+ converge, car l'intégrande est majoré par % . L'intégration par
T

parties généralisée donne alors
+o0 400 400

42 — 2 —$2
e—t?dt =0 — u(z)v(r) — / 62;2 dt = 62;: - / 62;2 dt.
T T

X
C'est la formule annoncée.

— = o( g—12 ) . La fonction —t2 est positive d'intégrale convergente. Par
+co

intégration des relations de comparaison (cas convergent), f “32_—: dt = ,5.( R(a:]) , oU
+oo *
—r
R(r) = f g—t? d¢ . La formule précédente s'écritdonc  R(z) (1 + o(1)) = €="  Ainsi,
I
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+oo
— 14

&
I

3.Pour £ > 2, 0<lnt < £,donc ﬁ:_:%et L{z) > Inz —In 2 — +00. Ensuite, on
1

N | 5 o1
intégre par parties sur [2, x| , en dérivant 7 dedérivée — (i

T

T

t 1" dt 9 dt

L) =lmily+ | frp = ws w2+ | ey
2 2

I
Or (1n1t]|2 = 0( ﬁ) , et f li_tt diverge. Par intégration des relations de comparaison (cas
2

divergent), f“ o= oL{x)) . vient L(r)(1 + o(1)) = m % . Enfin,

i —|—CO donc le membre de droite est équivalentd = .. Ainsi, L{z) ~

ln ln T

+oo
e

—xi
La figure ci-dessous compare R,:a;:, — f e—12 J¢ etson équivalent 2; . Les deux courbes se

rapprochent rapidement, et leur quotient tend vers 1.

10 e
0.8 -
0.6 1
0.4 -

0.2 1 2
—— quotient R(x) /(e ™ /(2x))




Corrigé de I'exercice 19 : Intégrales de Fresnel

1. Lafonction o, _, o, —1/2 est (1, positive et décroissante vers 0 sur [, +oo[ . Les

intégrales sin uw du sont bornées par 2. Par la régle d'Abel, I'intégrale converge.

2. Sur [0,1], la fonction sin{%2) est continue : aucune difficulté. Sur [1, z], I'application

+ — $2 est (1 strictement croissante. Avec 1, = 2, df = STT% ,d'ou
T e
f sin(#2) dt = f % dw . Cette quantité a une limite finie d'aprés la question 1. Donc

1

Hoo
f sin{t4) dt converge.
0

3. Posons a, = vinm et b, = u’% + 2nar . Ces suites tendent vers  +oa, et
sin{a%) = 0, alors que sin(h%) = 1.Par la caractérisation séquentielle, sin(t2) n‘a
pas de limite en oo . L'intégrale converge donc sans que l'intégrande tende vers [J.

o2
|sin u
2T

I
4. Le méme changement de variable donne f |sin{t2)| dt = dw . Or,pour w =1,
|sin | _ [sin
2 = 2u
de Fresnel n'est donc pas absolument convergente.

VT < 1, donc . L'intégrale de ce minorant diverge (exercice 13). L'intégrale

5. Sur [1,z],onpose n = ¢2,desorteque du = 2¢dt et #% = y2. 1l vient
2

f i gin(ﬁ} dt = %f gin{uﬁ} das » qui converge d'apres la question 2. Cependant, pour

Cpn = ( % + 2mar )1"{4 ,ona cpein(cd) = ¢, — +0co . L'intégrale converge, alors

que l'intégrande n'est pas borné.

Point de méthode : un changement de variable qui « ralentit » les oscillations raméne souvent a une

intégrale du type f 5111:—&“ du .
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Corrigé de I'exercice 20 : Intégrales de Frullani

1. Lintégrande  h(t) = M est continu sur |0, +oo[ et positif, car @ < b.En O,

et — g0 = (b —a)t +o(t),donc A(t) — b—a :lintégrale est faussement
impropreen [ .En —4oco,pour £ =1, 0< h{t:l < g—at  d'intégrale convergente. Donc
F' converge.

X X
2. Les deux intégrales f‘f—tai dt et f%ﬁ 4+ portent sur un segment. Avec 1 = at,ona
E
aX
‘i—t — r‘% , donc la premiere vaut f @ ou @{u} — ? . De méme, la seconde vaut
aE
B

@ - Par la relation de Chasles,

o
m

aX b.X b

i
%0_/%0= Y —
3

aes be a

bX
(0.
X

a
C'est I'égalité demandée.

3. Sur [ag, be],ona e—be < e~U < e~ Comme [ 9¥ _ | il vient

5 e

E‘_E'EIH% < @ < E‘_aElH% . Les deux bornes tendent vers ln% quand £ — 0.De

méme, 0 < @ < E—axln% — 0 quand X — +oo. Par passage a la limite,

arctan(bt) — arctan(at)

4. Posons k() = - , positive sur 0, +oo[ .En 0,
arctan £ = £ +o(z),donc k(t) = b—a.En +oo,laformule
arctanr = % — arctan;l—r pour x >0 donne

arctan(bt) — arctan(at) = a,rcta,naflt - a,rcta,nbljt m ( % — % )% Donc

k(t) ~ ( L _ % )tl_z : convergence. Ensuite, avec f(u) = aICkan U 1o méme calcul donne



X b be

be
fk:fw_fﬂb.D'unepart,Ui'ﬁbﬂlrdonc Dgf'qbﬂl(b—fl}ﬁ—?[]'
/ ae

X aE
a b
D'autre part, a.ru:ta.n{gx:lln% < f b < E—Tln% , et la borne de gauche tend vers E—Tln%.
X

L'intégrale converge et vaut %111& .

Corrigé de l'exercice 21 : Probleme, valeur de l'intégrale de
Dirichlet

1. Pour k = 1,laformule sin p— 311 g = Zcos%ﬂsin¥ donne

sin((2k+1)t) — sin{(2k—1)t) = 2cos(2kt)sin £. Ensommantde k& = 1 & 7, la somme
i)

est télescopique : sin{(2n—+1)t) —sint = 2sin ¢ Z cos(2kt) . On divise par sin % ?é 0.

k=1
Ensuite, I'intégrande se prolonge par continuité en 0, par la valeur 21 + 1. Enfin, pour & > 1,
/2 /2
in(k in{(2n4+1)t
f cos(ﬁﬂgt} dt = mnék?rjl — (. Donc f % di = %

2. Pour X >0, onintégre par parties sur le segment [c, 5] :

B B
B
/tp(t)sin@ t) dt = {—M} - %/ o' (t)cos(A t) dt.

g
7 . 7 1
Par conséquent, la valeur absolue est majorée par 3 |f{-’”iﬂf:'| + |'TP(JB:'| + f |9~'3'I| . Cette
oy

quantité tend vers (0 quand A — +co.

3. Sur 0,m/2], ®est ¢l.En O,ona $ = % + % + oft) (exercice 11), donc
_ _t _ . . . I$) — 1 | cost
@(t) = —¢ —|—;{t} — 0= 0) : ¥ est contlnl;e. Ensuite, /(%) gt 7,0
-:ost_l—g—:{f?{t)et singt_t21+3+g(t} . Ainsi,
ﬁ = tl—g(l — % + G{ﬁ} et @f{t} — —%. Par le théoréme de la limite de la dérivée,
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® estdeclasse (1 sur [0,7/2],avec ¢/(0) = —% :

4, Pour t € ]0,7/2],ona Sin((g?—H:Iﬂ — Sin(i?:jlm + @(t)sin({(2n+1)f) - En intégrant,
2
puis avec les questions 1 et 2, ? w di = % + o(1)- Ensuite, le changement de
variable u = (2n+41)t conse?ve “i—“’k — du .
/2 (2n+1)m/2
51n((2;1—|—1)t) dt — 51% du

Comme D convergeet (2n-+1)7 — 0o, ce membre tend vers D . Par unicité de la limite,
+co

D = fﬁ%dt:

0

e

€I
La figure ci-dessous représente l'intégrale partielle = — f %: dt . Elle oscille autour de E—T avec
0
e.

une amplitude qui décroit, ce qui traduit la semi-convergenc

0.5 — xo [osin(t)/tdt
=== /2

00 ! T T T T
0 5 10 15 20 25 30




Corrigé de I'exercice 22 : Probleme, intégrale de Gauss

1. Pour t € [0,v7i] ,ona _% ~ _1 . donc nln(l _ tn_‘? ) < —#2. Lafonction exponentielle

n
étant croissante, (1 _ tﬁ‘r’" ) < —t?.Deméme, pour t = 0O, ﬂln(l 1 tﬁ?‘ ) < ¢2,donc

mn —n
(1 1 % ) < Etﬂ . En passant aux inverses, on obtient E_tﬂ < (1 1 % )

2. L'application § — vmsind est une bijection ¢'1 croissante de [0, /2] sur [0,v7].Ona
dt = vficosd df et | _ % — cog2g - Donc
i /2

n
f(l—%g) dt:m/ cos?n 18 df = vA Wapn1 -
0

3. L'application 8 — yAtand est une bijection ¢l croissante de [0, 7 /2[ sur [0, 4oo[ . On

a dit = vall +tand)dd et 1+ tﬁz = 14 tan2d = . L'intégrande devient

cosdf

yTcoseng - ﬁ = Mcosin—2§, continusur [0, 7/2]. Le changement de variable prouve
+co

donc aussi la convergence. Ainsi, f (1 + %2 ) " df = 7 Wo, .
0
S
4. L'intégrande g—t? est positif. D'une part, & > fe_tg dt > vt Wyp,41 . D'autre part,

0
G < vt Wo,_o, par positivité de I'intégrale généralisée. Ensuite, I'équivalent de Wallis donne

VT VT
M Waont1 ~ 4$£2—}§wetmwzn—2” 4‘;:114—7’%‘

+oo
Par encadrement, (3 — f e—12 J = ?
0

5. D'aprés l'exercice 8, I'(1/2) = 2G'.ponc I'(1/2) = .

La figure ci-dessous montre I'encadrement de la question 1 pour 7 = 4. La gaussienne est coincée
entre les deux fonctions polynomiale et rationnelle, dont les intégrales sont des intégrales de Wallis.
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1.0 — (1 +t%4)

—t2

— O

—— (1-1t2%/4)* sur [0, 2]

0.8 1

0.6 1

0.4 1

0.2 1

0.0
0.0

Point de méthode : encadrer I'intégrande par des fonctions dont I'intégrale se calcule, puis passer a la
limite, est une stratégie efficace pour les intégrales sans primitive explicite.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L2

Le cours : intégrales généralisées, cours de maths en L2

e Les énoncés : exercices de maths en L2 sur intégrales généralisées

A maitriser avant : Séries numériques a termes positifs

Chapitre précédent : Séries a termes quelconques

Chapitre suivant : Valeurs propres et diagonalisation

Le méme théme en maths spé : intégrales généralisées, exercices de maths spé


https://mathovore.fr/integrales-generalisees-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/integrales-generalisees-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/integrales-generalisees-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/series-termes-positifs-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/series-termes-quelconques-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/valeurs-propres-diagonalisation-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/integrales-generalisees-exercices-maths-spe

e Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr/qcm-maths-l2
https://mathovore.fr/licence-l2-maths-cours-exercices-corriges
https://mathovore.fr/licence-cours-maths
https://mathovore.fr

