Exercices de maths spé

Intégrales a parametre

Exercice 1 : Continuité sur un segment d'intégration

1
E—I"f
Pour x £ [, onpose F{x} = f T df .
0

1. Justifierque F' est définie et continue sur [ .

2. Montrer que F' estdeclasse ¢l sur R et qu'elle est strictement décroissante.
stabli i ! l—e—*

3. Calculer F{D} et établir, pour = ?é 0, la relation F{g;} - F {;]_:‘:] — = .

4. Déterminer la limitede F' en —oo.

Exercice 2 : Nécessité de I'hypothése de domination

+co
Pour = = 0,onpose F(x) = f re—Ttdt.
0

1. Calculer F'(z) pourtout x > 0.Llafonction F' est-elle continueen 0 ?

sup x e Tt

2. Pour ¢ =0 fixé, calculer >0

3. En déduire qu'il n'existe aucune fonction ¢ intégrable sur ]0,4co[ telle que = e~Tt < (%)
pourtous & >=>0et t>>0.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

4, Soit 0 < @ < b . Exhiber une domination de 1 e—t valable pour = &€ [a,b] et £ > 0.Que
retrouve-t-on sur |0,4oof ?

Exercice 3 : Continuité sur un intervalle non borné

+oo
Pour x £ [k, on pose F(ggj = f
0

-::{:-s(mtj
1+t2

1. Montrer que F' est définie, continue, paire et bornée sur R . Calculer F(0}.

cos(zt)
1414

2. Pour € R et £ 2> 0,calculer —( ) La fonction £ —+ 1_5? est-elle intégrable

d
sur [0,4oc0] ?

3. On admet que F(g:} = % e_|$|. Montrer qu'il n'existe aucun intervalle ouvert J contenant [

sur lequel on puisse appliquer le théoreme de dérivation sous le signe intégrale.

“+oo
On pose, lorsque cela a un sens, F{$} = /
0

. La figure ci-dessous représente l'intégrande pour

plusieurs valeurs de .



1. Montrer que F'(z) est défini si et seulementsi = >1.

2. Soit @ >1.Montrerque F' estcontinuesur [@,+oo|.Endéduireque F' est continue sur

1,400l .

. : lim Flz
3. Déterminer T = 4o '::'

4. Montrer que F{x) > m pour £ >>1,etendéduirelalimitede F en 17.

sin(xt) It

Pour x £ [k, on pose F{x}: f.g-—t :
0

1. Montrer que F' est bien définie sur [ .
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2. Montrer que F' estdeclasse (71 sur R etexprimer F';Ii:t?:l par une intégrale.

+oo
3. Calculer f e—tcos(rt) dt eten déduire une expression simple de F'(z).
0

Exercice 6 : Intégrale de Frullani par dérivation

+oo
Pour £ >0, onpose F(z) = f@dt.
0

1. Montrer que F' est définie sur ]0,+o00] .

2. Montrer que F' estdeclasse (71 sur ]0,+oo[ etcalculer F/(x).

“+oo

3. En déduire F'(z) pourtout x > 0, puis la valeur de f M di.
0

Exercice 7 : Une intégrale logarithmique

1
ur x> —1,o0npose F(a:}_ e dt .
0

1. Montrer que, pour t € [0,1[, |t31:n_tl| < |z|max(1, %) . En déduire que F' est définie sur
]-1,4o0[ .

2. Montrer que F' estdeclasse (1 sur |—1,4oo[ etcalculer F/(x).



1
3. En déduire F'(x), puis la valeur de f E=1 gy
0

Exercice 8 : Une intégrale trigonométrique

/2
Pour x = 0, on pose F(z) = f 111(-::053 £ + z2gin? )dt.
0

1. Montrer que F' est définie et de classe (1 sur ]0,4+oco] .

2. Pour z=0et x ?é 1, calculer F’r{,ﬂ:} a l'aide du changement de variable w = tan t.
Vérifier que la formule obtenue vaut encoreen = = 1.

3. Endéduire F(zr) pour = > 0.

/2
4. Montrer que F' est définie et continue sur  [0,1] . En déduire la valeur de f In{cos t) dt -
0

arctan(zst)

t{14+42) dt

+oo
Pour x £ [k, on pose F(;p} = f
0

1. Montrer que F' est définie sur [ et impaire.
2. Montrer que F' estdeclasse ¢l sur R etexprimer F'F{:t?:l par une intégrale.

3. Pour z > 0, calculer F'(z) puis F(z).
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+oo

4. En déduire la valeur de arclant
t(1+r2)
]

Exercice 10 : Intégrale de Gauss par une intégrale a parameétre

1 fi 2
E—z'il:l+1'2:| 9
Pour x € R,onpose F(zr) = EEFTTES dt et G(zr) = e~ U duy
0 0

1. Montrerque F' et G sontdeclasse (1 sur R etque F/ 4+ G’ =0.

2. En déduire que F(z) + G(z) = 7 pour tout réel .

+oo
3. Déterminer la limitede F' en oo, puis la valeur de f e—u? gas .
0

Exercice 11 : Transformée de Fourier d'une gaussienne

oo oo
Pour x £ [, onpose F{g;j — f e—tgcos{xt} dt . On utilise le résultat f e—t2 s — ?
0 0

1. Montrer que F' estdeclasse ¢l sur R.

2. A l'aide d'une intégration par parties, établir que '/ (x) = —%F{i?:l .

+co
3. En déduire F'(x) pour tout réel =, puis la valeur de f e—t2o—ixt Ji .

—o0



Exercice 12 : Une équation différentielle du second ordre

+oo
Pour & = 0, on pose F{;p) — f
0

E—I"f

1412

dt .

1. Montrer que F' est continue sur [0,4oo[ et donner F(0}.
2. Montrer que F' estdeclasse (2 sur ]0,+co[ etque F(L) 4+ Flr) = % pour £ >0,
3. Montrerque 0 < F(;p) < ;lT: pour x >0 etendéduirelalimitede F en —Hoo.

4. Etudier le sens de variation et la convexité de F' sur ]0,4cof .

Exercice 13 : Transformée de Laplace

Soit f:[0,4oo[ — R continue et bornée, et M = sup |f|. Pour £ > 0, on pose
+co

cre) = [ fweetar.

0

1. Montrer que Lf est définie sur ]0,+co[ etque |Cf(x)| < M.
2. Montrer que Lf estdeclasse (¢ sur ]0,+co[ etdonner (ﬁf}(k‘)@;}.
3. Montrer que x Lf{x) — f{0) quand =z — 400 .

4. Calculer Lf pour f = cos, f =sin et f(t) = et puis vérifier le résultat de la
question 3 sur ces exemples.
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+co
Pour = € R, onétudie I'(zr) = f tx—1lg—t 4t .
0

1. Montrer que cette intégrale converge si et seulementsi x == 0.
2. Montrer que I est continue sur ]0,4+oa] .

3. Etablir larelation I'(z+1) = = I'(z) pour x >0, puis calculer I'{n+1) pour n € N.

+oo
4. En admettant e—uU? gy = ? , Calculer I’(%) , puis montrer que
0
2n)!
P(n+l) = (ﬂfn)ﬁ pour 1 € M.
2 4" p!

Exercice 15 : Régularité et variations de la fonction Gamma

On reprend la fonction " de I'exercice précédent.

1. Montrer que I" estde classe (“° sur ]D,—I—c::o[ et exprimer P(kj{;]::] par une intégrale.
2. En déduire que I est strictement convexe.

3. Al'aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que P’(x}g < P(;n]j"”{;t:) , puis que ln I”
est convexe.

4. Montrer que 1"(;1:} r ;1_1: quand x — 0T

5. Montrer que j*/ s'annule en un unique point *q, situé dans ]1,2[ . En déduire le tableau de
variationsde I7 etsalimiteen —oo.

Exercice 16 : Transformée de Fourier et dérivation




+oo

Soit f:R — C continue et intégrable. On pose }‘"{@ — f F(t) e—tTt gt
— o0

. Montrer que ? est définie, continue et bornée sur [£.

. On suppose de plus que t — t¥ f(t) estintégrable sur R pourtout Kk € {0,..., p}.

Montrer que F estdeclasse (P et exprimer T (»)

Calculer :? pour f{t} — E_|t|.

+oo

En déduire, sans nouveau calcul d'intégrale, la valeur de f + E_tsin{j:t:] df pour x € [K.
0

Exercice 17 : Equivalents aux bornes

Pour

+oo
4
£ >0, onpose F(r) = f;—_Hdﬁ.
0

. Montrer que F' est définie, continue et décroissante sur |0,4-co] .

. Montrer que F(g;} r % quand ¥ — 400 .

1 +co
_ a1 —1
Montrer que Dgf%dtﬁ_il etque 0 < f hdtgl
0 1

En déduire que F'(x) ~ —In z quand 5 — 0t.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

+oo
Pour =z = % on pose I{@ = f (l—fttzjx . La figure ci-dessous montre que l'intégrande se
0

concentre presde [ quand X grandit.

1. Justifier que I est définie et décroissante sur ]%!—I—c:o[ .

2. Alaide d'une intégration par parties, montrer que I(z+1) = 2‘3;1 I(x) . Calculer I(1y,
I(2) et I(3).

3. Montrer que {1-|-5}$ >14+xspour s =0et = >1.

4. Al'aide du changement de variable £ = 7=, montrer que I(x) ra %ﬁ quand I — —+CO .
+co

On admet f e—uU? gy — % .
0




+co
Oonnote @(s) = In{1+s) — s pour s> —1.0n admet f o V22 4., — /3o . Le but est de

— o0

prouver que I'{x+1) ~ V2T £ 2T e~ % quand T — oo .

1. Pour x >0, montrer, par deux changements de variable, que

+00
IMNz+1) = ¥t/ 2,-x exp(:;c @(%))dv,

—T

. - 2
2. Montrer que, pour tout réel v fixé, ;pfp(%) s —% quand T — +co .

3. Montrer que ¢(s) < _‘5; pour s € |—-1,0] et que ¢(s) < _%2 pour s € [0,1].
4. Montrer que ¢ est concave et en déduire que @(s) < (In2 —1)s pour s > 1.

5. Pour x = 1, construire une fonction /A intégrable sur [, indépendante de 2, qui domine
I'intégrande de la question 1 prolongé par (1 sur ]—r::o,—JT] .

6. Conclure. En déduire un équivalentde n!.

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.
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P ller blus loi " .

e Le cours : intégrales a parametre, cours de maths spé

A maitriser avant : Convergence dominée et intégration terme a terme

Chapitre précédent : Convergence dominée et intégration terme a terme

Chapitre suivant : Ensembles dénombrables et espaces probabilisés

Le méme théme en L2 : intégrales a parametre, exercices de maths en L2

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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