Cours de maths en L2

Intégrales a parametre

l. Intégrales a parametre sur un segment : continuité

Dans tout le chapitre, [ désigne [ ou . Onse donne unintervalle I de [, appelé ensemble des
paramétres, et un intervalle J d'intégration. A une fonction f : I x J — K, on associe la fonction

F' définie par F'Ef:' = f f'ix:t:' dt |a question centrale est simple : quelles propriétés de
J

passenta & ? Commencons par le cas le plus confortable, celuiou o = [a,b] est un segment.

Définition :

Soit f:I x [a,b] = K telle que, pourtout = € I,lafonction t — f(z,%) soit continue
par morceaux sur [a,b] . La fonction

F:oel—= | f(ot)dt

est appelée intégrale a parametre (ou intégrale dépendant du parametre ).

Théoreme :
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I Si f estcontinuesur I x [a,b],alors F' estcontinuesur I . ‘

Démonstration :

Fixons Zp € I etun segment K (C I quiestun voisinage de ¥ dans I . Le produit

K x [a,b] est un fermé borné de [R2, donc un compact. D'aprés le théoréme de Heine, | y est
uniformément continue. Ainsi, pour &> 0, il existe 1> 0 telque |f(z,t) — fl::t?[j,iﬂ <€
pourtout t € [a,b] désque x € K et |z —xg| < 1. Par conséquent :

b
(@)= Flagl < [ (@) = [zgdl dt < (b=a)e

a

La fonction F' est donc continue en ¥y, et ce pourtout *p € I .

L'argument clé est I'uniformité en £ :un méme ¥ convient pour tous les 1 du segment. C'est
précisément ce qui manquera sur un intervalle non borné, et que I'hypothése de domination viendra
remplacer.

1
. cos(zt) . cos(Tt)
La fonction  f: (z,) — y est continue sur R x [0,1] . Donc Fx) = f .y d+ est
]
1
. - dt T
continue sur [ . En particulier, F(g:} — F([j]) — fm =3 quand 1 — ([ . Ce passage
]
a la limite sous l'intégrale se fait donc sans aucun calcul.




Il. Dérivation sous le signe intégrale sur un segment

Dériver F', c'est permuter une dérivée et une intégrale. Sur un segment, cette permutation est licite des
que la dérivée partielle est continue.

Théoreme :

W
[,

On suppose que f est continue sur I X [a,b] , que la dérivée partielle existe en tout point

i

I
et qu'elle est continue sur T x [a,b] . Alors F' estdeclasse ¢l sur I et

o
L

Veel Fl(z)= (z,t) dt.

S5

I

On parle de dérivation sous le signe intégrale, ou de formule de Leibniz.

Démonstration :

Fixons Ty € I etunsegment K voisinagede ¥ dans I.Llafonction &, f est
uniformément continue sur le compact K x [a,b] . Soit €0 et 7 associé. Pour = € K
avec |1? - :I?U| < 7, l'inégalité des accroissements finis, appliquée a

s = fls,t) —s 3z f(zyt), donne:

(\big?]f(2,t) — f(€g,t) = (z —g) Oy flwg,t)[\bigl?] < | — x| €.
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En intégrant sur [a,b] , on obtient il g fa F(zget) dt| < (b—a)e - Ainsi

F' estdérivable en (. Enfin, @/ estcontinue d'aprés le théoréme de la partie |, appliqué a

5, f .

k f ) i
—— pour k < n existent et sont continues sur
T

Par récurrence, si toutes les dérivées partielles

I x [a,b], alors F estdeclasse ™ .De plus, ':k),:$:, — f {3; t)dt -

b

Pour calculer une intégrale f g(t) dt qui résiste, on l'insére dans une famille

b : b
F{a:} = fﬂﬁ’ﬂ df avec F'::r’lj' = /g . Ensuite :
o o
« on vérifie la continuité de f etde J, f sur I X [a,b] ;
e on calcule F’r{,ﬂ:} , qui doit étre plus simple que F' ;

e on détermine F' par intégration, grace a une valeur connue F{:ED} .

La continuité de ', f doit porter sur le couple {:J:,t:l, et pas seulement sur chaque variable
séparément. De plus, la variable d'intégration £ reste muette : on dérive par rapporta & en
I

gardant ¢ fixé. Enfin, si les bornes dépendent aussi de &, comme dans / f@,t} dt, il faut

ajouter le terme  f{z, ) donné par le théoréme fondamental de I'analyse.




1
Soit  F(x) = f.g:rt dt . Lafonction (z,£) — eT estdeclasse ¢ sur R x [0,1] . Donc

0 1
F est %, avec F[”){a:} — ft” ext d¢ . En particulier, F(”j{[]} —

1
| . On retrouve

]
et —1 T
ainsi le développement ~ * T Z (n+1)0.
n >0

lll. L'hypothese de domination

Passons maintenant a un intervalle J quelconque, par exemple ]D,—I—c:o[. Les intégrales deviennent
généralisées et la compacité disparait. De fait, la continuité de f ne suffit plus, comme le montre
I'exemple suivant.

Posons f(x,t) = £2t e~ %t sur [0,4oco[ x [0,+eo[ . Cette fonction est continue. Pour

x > (0, le changement de variable % = xt donne
+oo +oo

f 2t e—xt gt = f w e Yguy = 1.Enrevanche, pour = = (0, l'intégrale vaut 0.

Par conséquent, F' n'est pas continueen 0.

La figure ci-dessous explique ce phénoméne. Quand & tend vers (1, la bosse s'aplatit et fuit vers l'infini,
tout en gardant une aire égale a 1 . Autrement dit, la masse s'échappe a I'infini, et aucune fonction
intégrable fixe ne peut contenir toutes ces bosses.
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X=2:aire =1
x=1:aire =1
x=1/2 :aire =1
x=1/4 : aire =1

o
(@)

Définition :

Soit f:Ix J — K .Onditque f vérifie 'hypothése de domination sur I s'il existe une
fonction @ :J — R4, continue par morceaux et intégrable sur .J, telle que :

V(z,t) e I xdJ |flet) < ()

La fonction % s'appelle une fonction dominante. Elle ne dépend pas de .

—ri
La figure ci-dessous montre une situation favorable. Les fonctions ¢ — i—i—; ,
toutes sous la courbe de  ¢(t) = 1-&? , qui est intégrable sur [0,4o0] .

pour z = 0, restent



1.0

1
—— t) = dominante
o(t)=—— )

\
\
0.8 {I\\\M — 0,3,
N — f0,7,1)
\ — f(1,5,t)
0-6 A — 3,1
0.4 -
0.2 1
0.0 .
0 1 2 3 4 5 6

t

Soit f:I x J — K continue. On suppose qu'il existe % intégrable sur .J telle que
|f(z,t)| € @(t) pourtout {z,t) € I x J.Alors, pourtout = € I, t — flz,t) est

intégrable sur J,et F:x — [ flz,t) dt st continue sur I .

J

L'intégrabilité découle de la comparaison |f(z,")| < ¢ . Fixonsensuite g € I et >0,

Comme @ est intégrable, il existe un segment [e,d] C J tel que ® = € 0on écrit

T\ [ed]

alors :
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d
F@) - Flagl < | [ (@) = fegt)de| +2[ ) ar
¢ J\ [e,d]

d
D'apres la partiel, » —s f f{a:,t:l dt estcontinue. Le premier terme est donc inférieura €

c
pour & proche de Zg. Finalement, |F(x) — F(xy)| < 3¢ pour & assez proche de Zg.

Remarque :

En L3, la théorie de Lebesgue permet d'affaiblir les hypothéses. Il suffit que * — f{a:,t} soit
continue pour presque tout t etque * — f{a:,t} soit mesurable. La domination reste, elle,
indispensable : c'est le coeur du théoreme de convergence dominée.

1. Domination locale et continuité sur un intervalle quelconque

Souvent, aucune fonction dominante ne convient sur I tout entier. Heureusement, la continuité est une
propriété locale : il suffit de dominer sur chaque segment de 1 .

Corollaire :

Soit f:I x J — K continue. On suppose que, pour tout segment [e,3] C I, il existe
¥Pa,A intégrable sur .J telle que |flz,2)] < 99&,}3'(15:' pour = € [a,] et t € J.Alors
F' est continue sur I .




+co
Considérons  F(x) = f x et gt sur |0,4oo[.Sur [e,f] avec 0 < ar,ona
0

re—T < Be—al  quiestintégrable. Ainsi, F' est continue sur ]0,4co[ . Cependant,
aucune domination n'existe sur  ]0,1] entier : c'est I'objet de I'exercice 8.

Méthode :

Pour vérifier une hypothése de domination :

« fixez un segment [c, 3] de I surlequel = varie;
» majorez |f(x,t)| enremplagant z parla borne la plus défavorable, par monotonie en T ;

« vérifiez que le majorant obtenu ne dépend plus de & et qu'il est intégrable sur ., au
voisinage de chaque borne.

IV. Dérivation sous le signe intégrale généralisée

Pour dériver sous le signe intégrale sur un intervalle quelconque, il faut dominer la dérivée partielle. En
effet, '/ est elle-méme une intégrale a paramétre, dont on veut la continuité.

Théoreme :

Soit f:I x J — K .Onsuppose que:

o foet % existent et sont continues sur I x J ;

e pourtout x € I, lafonction t — f(z,t) estintégrablesur J ;
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« pour tout segment [, 5] C T, il existe ¥ intégrable sur J telle que

%'@:ﬁﬂ < p(t) pour z € [o,f], t € J.

¢ f
Alors F' estdeclasse 1 sur I et FI'@:‘ = fﬂ'@:i:‘ dt
J

Démonstration :

Posons G':f:' = fam f@::t:‘ dt.D'aprés la partie Ill, (G est continue. Soit T € I et x
J

dans un segment de I contenant “g. Pour un segment [C,d] C J,lacontinuité de I, f sur
le rectangle [:1:‘0,:1:‘] X [C,Cf] permet d'intervertir les deux intégrales :

7 (fz,t) = f(zgt)) dt = 7 7 9, f(s,t)ds dt = 7 7 8, f(s,t) dt ds.

Faisons tendre ¢ et ¢ vers les bornes de .J.A gauche, on obtient F{:t?:l - F{:I?D:l . A droite,

d
'écart entre f 8, fls,t)dt et G(s) est majoré par f % uniformément en s . Donc
TN [e,d]
C 1

I

F(z) = F(zg) —|—fG{s} ds .Comme (3 estcontinue, F' estdeclasse ¢l et
To

Fl=q.

De méme, si les dérivées 8‘§ f sont continues et dominées localement pour k < n,alors F est
de classe " . On I'applique trés souvent avec 7 = 2, pour établir une équation différentielle.



+oo

. _ E—I‘f :} | . . l . s
Soit F(g;} = f Ty dt pour x = 0 .D'abord, la domination par Y donne la continuité
1]
ka—ri
sur [0,4co] . Ensuite, sur [er,+oo avec a >0, ona |8‘§ f{a:,t}l = tl—T—t;: < the—at

pour % € {1,2} . Ces majorants sont intégrables. Donc F' est de classe 2 sur ]0,+co] et

+0o0 +00
2 — 5t
F'(z) + F(z) = f (t2 4+ 1)e—* gt — / e—xt gt = L.
0 0

1+t2

Méthode :

Pour établir une équation différentielle vérifiée par F' :

justifiez que F' estde classe ¢l ou 2 par domination locale des dérivées partielles ;

e écrivez ! et F!' sous forme d'intégrales ;

combinez-les, puis utilisez une intégration par parties ou une identité algébrique pour faire
apparaitre F' ;

résolvez I'équation obtenue et fixez les constantes par une valeur particuliere ou une limite.

V. La fonction Gamma d'Euler

La fonction Gamma est I'exemple fondamental d'intégrale a parametre sur un intervalle non borné. Elle
prolonge la factorielle aux réels strictement positifs.
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Définition :

Pour x > (0, on pose

—+ 00
I'z) = / tz—1e—t d¢.
0

Proposition :

L'intégrale définissant Pl:f:l converge si et seulement si & == (. De plus, pour tout = >0,
I'z+1) = = I'(z) . Par conséquent, I'(1) =1 et I'(n+1) = n! pour tout entier
n =0,

Démonstration :

La fonction + — $r—1 z—1 est continue et positive sur ]D,—|—oo[ .En (0, elle est équivalente a
#x—1 , intégrable si et seulementsi £ — 1> —1,soit £ >0.En —0oo,ona
tT—le—t = o(1/t2) par croissances comparées, donc elle y est toujours intégrable. Ensuite,
pour O < & < A, une intégration par parties donne :

A A
tYe~tdt = [—tT e t] 4z [ tT7lemt dt.

s

Le crochet tend vers 0 quand ¢ — 0 et A — +co.Ainsi I'(z+1) = = I'(x). Enfin,



+oo
i = f e—tdt = 1,etunerécurrence donne I'(n+1) = n!.
0

Théoreme :

La fonction I estdeclasse ¢ sur ]0,+oo[,etpourtout k € N :

+ 00
r®g) = / (In ¢t)* tz-1 et dt.
0

En particulier, 7/ =~ [ :lafonction I' est strictement convexe.

Démonstration :

Posons  f(zt) = fa—lg—t — Glr—1Int .— Elle est % sur ][j,-|-r;.g[2 , et
0% f(z,t) = (Int)* tr—le—t . soit [o,8] C ]0,+00[.Pour = € [&,5],0na
tr—1 < ta—l si t g€ ]D,l] et tr—1 < =1 si t > 1.0n pose donc

o, (1) = |Int]* (tat 4 A7) e—t.

Cette fonction est intégrable : en 0, |1n t|k fa—1 — g{tﬂfﬁ - 1) ren oo, elle est
o(1/t2) . Le théoréme de dérivation s'applique & tout ordre. Enfin, I"”{;t:} est I'intégrale d'une
fonction continue, positive et non nulle, donc  I'"’ () >0.
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La figure ci-dessous résume le comportement de I7 . Comme I'(1) = I'(2) = 1, le théoréme de
Rolle fournit un point £ € J1,2[ ot '/ s'annule. Par stricte convexité, I' décroitsur ]0,z4] et

croit sur [£U,+CO|: . En outre, f,:j::, — P(fr-l_l) . }T: en (T, parcontinuitéde I en 1.

8

— y=I(x)
71 ---- y=1/x (équivalent en 0)
(4, 3!)

6 -

5 -

4 -

3 -

2 -

1A .

(1, O!) minimum
0 T T T T
0 1 2 3 4 5
X
VI. L'intégrale de Gauss
oo
L'intégrale de Gauss f e—1t2 J¢ converge, car e—12 < g~ pour t = 1.Pourtant, 3+ g—12
0

n'a pas de primitive exprimable avec les fonctions usuelles. Une intégrale a paramétre permet néanmoins
de la calculer.

Théoreme :




—+ 00 —+ 00
e—t? dt = %: e—t? dt = .

0 — 0

2

—r3(1+1?)

T
112 dt et Gx) = fg—“uz dw | . Lafonction

Pour z € R, posons F(r) = f‘g
a

intégrée dans ' est ¢l sur R x [0,1] . Le théoréme de la partie Il donne donc, avec le
changement de variable w = x{ pour x ?é a

1 z
F"(x) = —2z 6—372/ e—z2t? 4t = —26—372/ e—u? dy = —G’($)
0 0

L'égalité vaut aussien x = (J, ol les deux membres sont nuls. Ainsi  F' + (& est constante,
égaled F(0)+G0)=Z.0r 0< Fg) < e==? donc Ffz) = Oen +oo.Par

conséquent, G{a::l — et I'intégrale, positive, vaut ? . La seconde formule s'en déduit par
parité.

ANEN

La figure ci-dessous représente la courbe en cloche ¢ —s —1t2. L'aire totale sous la courbe vaut T,

ce qui explique le facteur % de la densité de la loi normale centrée réduite.
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1.0 -
0.8 -
0.6 aire totale =vn
0.4

0.2 -

0.0 — . .

t
7

) = T . Plus généralement, pour tout 7 € [N :

B2

Démonstration :

Le changement de variable ¢ = 2, bijection 1 strictement croissante de ]D,—I—m[ sur lui-

+oo 4o
méme, donne j"(%) — f E_,uuj Gap oy = f e—u? gay — 77 . Ensuite, la relation
1 1372 10 (2m)!
. n— . n)l
fonctionnelle donne F(n + i) = 57 5 VT Enfin, 1-3... {En—l} = e ,d'ou la

formule.




_|_
Posons é(x} — f E—tzcos{xt} dt . La domination par ¢—t2, puis par # —t2 pourla
0

dérivée, montre que & estde classe ¢l sur [R.Ensuite, une intégration par parties donne
p —rd . . N
é’{a::l = —%*’?{aﬁ} . Par conséquent, #(x) = %E— #2/%  putrement dit, la gaussienne est, a
une constante pres, sa propre transformée de Fourier. L'exercice 16 détaille ce calcul.

VIl. La transformée de Laplace : quelques exemples

La transformée de Laplace fournit une famille trés riche d'intégrales a parametre. Elle transforme les
dérivations en multiplications, ce qui la rend précieuse pour les équations différentielles.

Définition :

Soit f continue par morceaux sur [0,4co[ . Sa transformée de Laplace est la fonction

—+ oo

L(f)(p) = / f(t)e Pt dt,
0

définie pour les réels I tels que cette intégrale converge.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

Voici les transformées usuelles, obtenues par calcul direct ou par le changement de variable
u = pt:

n!

¢ LD = e LB = 575 pour p>0;

=1

. £(eat)(p) = p—la pour P>a;

o Licoswt)(p) = jﬁ et LiEnwi)(p = pziwz pour p >0 ;

I 1
o L(t™)(p = % pour o > —1 et p >0, l'intégrale étant aussi généralisée en

0 lorsque o < 0.

La figure ci-dessous illustre le role du facteur »—#t . A gauche, il amortit sin ¢, d'autant plus fort que
P est grand. A droite, on voit les transformées obtenues : toutes tendent vers (0 quand P — —+co.

1.0 1

0.5

0.0

_0.5'

_10 -

Soit f continue et bornée sur [0,4+co[ . Alors L{f) estdeclasse ¢ sur ]0,4oo[, avec

£ = (1) £(" F)(5) - Peplus, |£()(p)] < 2. done £(F)(P) = O



quand p — 0o,

Démonstration :

Notons M = |f|m.Pour p=>oa>0ona
|aE (f(t}e_ir‘tjl = " |f(t)|e"P* < M t" e~ t . Ce majorant est intégrable sur

[[],—|—00|: . Le théoreme de la partie IV, appliqué a chaque ordre, donne le résultat. Enfin,

+oo
@I < M| ePrar =4
0

4l _ 2p Ce
dpp2+1 ~ (p24+132°

Dérivons L(sin)(p) = .On obtient L(tsint)(p) =

_1
pe+l1
résultat s'obtient ainsi sans intégration par parties.

Remarque :

La méme idée donne L(SI? t) (p) = % — arctan p pour p > 0. En effet, sa dérivée vaut
—L(sin)(p) = —ﬁ ,etelletend vers 0 en oo . Cependant, pour atteindre p = 0,
+co
donc I'intégrale de Dirichlet f %‘f dt , la domination échoue : la fonction %‘f n'est pas
]

intégrable. Il faut alors un argument de reste uniforme, développé dans I'exercice 19.

Ce qu'il faut retenir
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* Surunsegment [a,b],la continuité de f sur I x [a,b] entraine cellede F', grace au
théoréme de Heine.

e Surunsegment,si O, f estcontinuesur I x [a,b], alors F' est ¢l et
b
Fl(z) = fé"a, flzt) dt-
o

e Sur un intervalle quelconque, il faut une fonction dominante ¥, intégrable et indépendante de
T.

e La domination sur chaque segment de I suffit : la continuité et la dérivabilité sont des propriétés
locales.

e Pour dériver une intégrale généralisée, on domine la dérivée partielle J, f , pas seulement f.

e Sans domination, la masse peut fuir a l'infini et la continuité peut échouer.

+oo
. I'fx) = f tr—le—t gt vérifie I'(z+1) = zI'(z), I'n+1l) = n! etelleest ¢*°
0

et convexe.
+oo
° E_tgdﬁ=§6t f(%):ﬁ.
0

« La transformée de Laplace d'une fonction bornée est ¢°° sur ]0,40o[, et sa dérivée s'obtient
en multipliant par —% .

Questions fréquentes sur intégrales a parametre

Pourquoi la continuité de f ne suffit-elle pas sur un intervalle non borné ?

Sur un segment, le théoréme de Heine rend f uniformément continue, ce qui contréle I'intégrale. Sur

[0,400[ ,lamassede & — f{x,t) peut fuir a linfini quand z varie. Par exemple,
+co

f re—Tlgd+ vaut 1 pour = =0 et 0 pour x = (J.Ladomination par une fonction

0
intégrable fixe empéche précisément cette fuite.



Faut-il dominer f ou sa dérivée partielle pour dériver sous le signe intégrale ?

Il faut surtout dominer la dérivée partielle & f /3 =, localementen Z.Pour f elle-méme, il suffit
de savoir que t — f(x,t) estintégrable pour chaque . La domination de la dérivée garantit alors
que F' estdeclasse ¢l.

Pourquoi se contente-t-on d'une domination sur chaque segment ?

La continuité et la dérivabilité sont des propriétés locales. Il suffit donc de les établir sur un voisinage de

chaque point, par exemple un segment [&,,3] inclus dans ¥ . C'est trés utile quand aucune domination

n'existe sur I entier, comme pour I preésde ([ ou pour une transformée de Laplace pres de
p=0.

Que faut-il savoir par cceur sur la fonction Gamma ?

+oo
Elle est définie par  I"(x) = f tr—le—t d¢ pour = > 0.Ellevérifie I'(x+1) = zI'(x), donc
0

I'ln+1) = n! et I'(1/2) = v7.Elleestde classe (°°, convexe, et équivalented 1/x en 0

Pour aller plus loin en L2

Les énoncés : exercices de maths en L2 sur intégrales a parametre

A maitriser avant : Intégrales généralisées, Suites et séries de fonctions

Chapitre précédent : Séries entieres

Chapitre suivant : Produit scalaire et espaces euclidiens

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3
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