Corrigés des exercices de maths spé

Intégrales a parametre

Corrigé de I'exercice 1 : Continuité sur un segment
d'intégration

1. Onpose flxt) = 31::; . Cette fonction est continue sur R x [0,1] . Soit A > 0. Pour
|z] < Aet t €01, ona |fizr,t)] < e, constante intégrable sur le segment [0,1] .
Par le théoréme de continuité, F' est continue sur [—A,A] pourtout A .Donc F est
définie et continue sur [.

T E—u“.'-"-t
I
|;t:| < A, elle est majorée en valeur absolue par ¢4 . Le théoréme de dérivation sous le signe

intégrale s'applique donc sur tout segment. Ainsi  F' est de classe (1 et

2. La dérivée partielle vaut %@;]t} — . Elle est continue sur [ x [D, ] . De plus, pour

—xi o . . . .
F’{;p} = —f th: dt . L'intégrande est continu, positif et non identiquement nul. Par

conséquent, F';{:t?:l <0 et F eststrictement décroissante.

1
3. D'abord, F{D} = ldﬁ — |n 2 . Ensuite,
0
1 1
F(z) — F'(z) = /% dt = fe—:rt dt = L=g—.
0 0
On obtient donc  F{0) = In 2 et Plz) — F'(g) = 1_;_3: pour & ?‘3 0.

3]

—ri —
4. Pour z>0,0ona 0 < El+$t < g—t . Enintégrant, 0 < F{;t:} < L ; < }—F.Par

encadrement, F(zr) — 0 quand = — 400 .

Point de méthode : sur un segment d'intégration avec f continue sur J x [a,b] , la domination sur
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[—A,A] x [a,b] estautomatique par le maximum d'une fonction continue sur un compact.

Corrigé de I'exercice 2 : Nécessité de I'hypothese de
domination

1. Pour £ = 0, l'intégrande est nulet F(0) = 0.Pour x>0,

+co
f re—ot gt — [—E_‘Tt]a_m — 1.Ainsi F(0) =0 et F(z) =1 pour >0 :
0

F' n'est pas continueen 0.

2. Soit t>0 et g(r) = xe~ % . Ona g'(z) = (1 - zt)e™T, positive sur |0, %] et
_ 1
négative ensuite. Le maximum est atteinten x — % . Donc EL:}}PO re % = .
T
3. Supposons qu'une telle % existe. En prenant 1 — % , on obtient (’g_‘.l{ﬁ:l = el_t pour tout

t>0.0r £t — % n'est pas intégrable sur  ]0,1] . Par comparaison de fonctions positives, ¢

ne serait pas intégrable : contradiction. Aucune domination n'existe sur |0,4oo] .

4. Pour = € [a,bl et t > 0,ona £ <bet g7t < e—at Donc
0 < ze—at < he—at, fonction intégrable sur [0,4-oo[ . Le théoréme donne la continuité
de F surtout [a@,b],doncsur ]0,4oco[.On retrouve le fait que F', constante égaled 1,y
est continue.

Point de méthode : la figure du cours montre le mécanisme. Quand & grandit, I'aire 1 se concentre
presde ¢ =0 ;en x = 0, elle disparait.

Corrigé de I'exercice 3 : Continuité sur un intervalle non borné

cos(Tt) 1
1412 1++2°
intégrable sur [0,4-co[ , et ce majorant ne dépend pas de . Par le théoréme de continuité, F'

1. Lafonction f(xz,t) = est continue sur R x [0,4-00[ . De plus, |flz,t)| <




+oo

e s , . . . . dt T
est définie et continue sur [R. Elle est paire car le cosinus I'est. Enfin, |F|:;]3:|| < 3 =12
. . , m m D
Ainsi F' est continue, paire, bornée par &, et F(0) = 5.
3 f t sin(xt) t 1 . t
2. On calcule ﬂ{;p,t} =~ or T ™ i en —oo . Par comparaison, t — 12

n'est pas intégrable sur [D,—|—r::0|: . La majoration naturelle ne fournit donc aucune domination.

3. Supposons le théoreme applicable sur un intervalle ouvert J contenant (. Alors F serait de
classe ¢l sur J, donc dérivableen (.Or F(x} = %e_m a pour dérivée a droite —% et
pour dérivée a gauche % en 0. Ellen'y est donc pas dérivable. Les hypothéses du théoréme
de dérivation ne peuvent étre satisfaites sur aucun voisinage de 0.

Corrigé de l'exercice 4 : Domination sur des intervalles adaptés

1. Lafonction & — est continue et positive sur [0,+co[ . Si = > 0, elle est équivalente a

1
1+t% )

+~ % en —oo,intégrable si et seulementsi £ =>1.Si x = 0, elle vaut 5 Si & <0,
elletendvers 1 en oo . Dans ces deux derniers cas, elle n'est pas intégrable. Donc  F'(x) est

défini si et seulementsi 1« >=1.

2.5t a>1let £ >a.Pour t€[01],ona 0< L <1.pour t>1,0na

= 147

t* > %, donc ﬁ < % La fonction ¥ égaled 1 sur [0,1] eta +% sur ]l,4oof

est intégrable, car @ > 1 . L'intégrande est continu en (z,£). Ainsi F' est continue sur
[@,400[ . Tout point de  ]1,4-00[ appartient & un tel intervalle. Donc F' est continue sur

1,400l .

Questions 3 et 4

3. Pour t € [0,1[, +% —s 0, donc l'intégrande tend vers 1.Pour £ = 1, il vaut %.Pour
t>1,iltend vers 0. La limite simplevautdonc 1 sur [0,1[ et 0 sur Jl,4oo[,saufen
un point. La domination de la question 2 avec @ = 2 vautpour x = 2 .Par convergence
dominée (appliquée a toute suite Ty — +00), F{:t:} — 1 quand = — +oo . Lafigure
de I'énoncé illustre cette convergence vers une marche.
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4. Pour t = 1,0ona ¥ > 1,donc 1+ % < 2¢% . Par positivité,

+00 +00

dt 1 — _ 1.
F($) 2 1+t% 2 3 t at = 2(x—1)

Par minoration, FI::E:I — +oo quand  — 1T

Corrigé de l'exercice 5 : Dérivation et fonction arctangente

_tsin[;rt)

1. Posons  f(r ¢) = pour t>> 0 .Elleestcontinuesur R x ]0,4co|. L'inégalité
|sin w| < |u| donne |f{z,t)| < |z|e—t, intégrable sur ]0,4co[.Donc F' est définie
sur .

2. Pour £ 0 fixé, £ — flz,t) estdeclasse (1 et %l@,t} = e—tcos(zt) - Cette

dérivée est continue et vérifie g@;!j} < gL, majorant intégrable indépendant de . Le
théoréme de dérivation sous le signe intégrale donne: F' est de classe (71 sur [ et
+oo
Fl(z) = f e~ tcos(zt) dt-
0

3. On passe par I'exponentielle complexe : cos(xt) = Reletst) . Comme |E(—1+5¢F]t| _ o—t,

“+00
. 400
J(ltin)e g, _ [SEE T g dis
- —1+4+z2x 0 — l—ix T 1422
0

1 .
= {32 Deplus, F(0) = 0. Par conséquent,
F(r) = arctan = pour tout réel .

En prenant la partie réelle, F/(z) =

La figure ci-dessous confirme le résultat : les valeurs de ' calculées numériquement se placent
exactement sur la courbe de I'arctangente.



2.0
1 e
1.0 1

0.5 -

— ) = arctanx
® F(x) calculée numériguement

0.0 -
-0.5 -
—-1.0 -

— 1. 5]

_2|0 T T T T T T T

Corrigé de I'exercice 6 : Intégrale de Frullani par dérivation

donne et —e~%t = (x — 1)t + o(t). Ainsi g{t) = £ —1 : 7 seprolonge par
continuitéen 0.Pour t > 1, |g(t)] < et 4 e~7% intégrable. Donc F' est définie sur
10,400 .

1. Soit = >0et g(t) = M , continue sur  ]0,400[ . En 0, un développement limité

4 _ gz
2. Ona i(&) — e—=t, continue. Soit @ >0.Pour £ > a, 0 <e— ot < g—al

g t
, intégrable sur  ]0,4-co[ . Par dérivation sous le signe intégrale sur chaque [a,+oo[, F est
+co
¢l sur ]0,4oof et F’(;p} — f e—xt gt — %
0

3. Comme F{1) = 0, onobtient F{xr) = In z .Enfin,
e—3t _ =3t — (g—t _ ¢—3t) _ (g—t — ¢—2t) . Par linéarité des intégrales convergentes,
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—21 _ o—31
e ot gt = F(3) — F(2) = In3:

0

Le résultat est donc 1n % )

E—E‘i

t

. , , . . —1
Point de méthode : on ne sépare jamais f ET — f

, car chaque intégrale divergeen 0.

Corrigé de I'exercice 7 : Une intégrale logarithmique

1. Soit * € J0,1[.0Onécrit +% — ] = exlni _ 20. L'égalité des accroissements finis pour
I'exponentielle fournit ¢ entre 0 et xlnt telque +% —1 = xlnte¢.0r

e¢ < max(1, esInt) = max(1,t%). Ainsi tfn—l < Jejmax(L,£%) < |z|(1 + £7) -

L
Comme x> -1, # — ¢¥ estintégrablesur ]0,1] . L'intégrande est continusur ]0,1 .
Donc F' est définie sur |—1,+oof .

2. pour t € ]0,1[, i(tx _1) _ tlnt Lz g [a,b] C ]-1,4co[ .Pour = € [a,b]

gx\ Int In t
et t€ 01, ona 0<t¥ < t% car £<1.0r % estintégrable sur ]0,1[ puisque
1
Iy — T g 1
a>—1.Donc F est ¢l et F{;p:]_ /j dt_a:-l—l'
0

3. Comme F({0) = 0,onobtient F(z) = In{1+x) pour > —1.Avec £ =1,
1

Corrigé de I'exercice 8 : Une intégrale trigonométrique




1. Pour £ >0,0na cos?t 4 r2sin? ¢ = minlil,:l?gj'(cosg t + sin? ﬁ) = min(l!’ﬂg} >0.
Ainsi flz,t) = ln(t:os? t + z25in? ﬁ) est continue sur  ]0,4-co[ X [D’E_T] et &7 estdefinte
. 2 f Qosin? ¢
Ensuite, z=-(r,7) = i
nsuite = $($! :l cogd + + 5;-2511'12 T

.Si sin i ?é (0, cette quantité est au plus
Drsin? ¢ 2

= 7 . elle est nulle sinon. Pour & = a >0, elle est donc majorée par % )

12in? ¢
intégrable sur le segment. Par conséquent, F' est de classe (71 sur ]D,—I—oo[.

2. Pour £ >0, ondivise par coz2¢ puisonpose i = tant,avec df = lfﬂ:ﬁ :
m/2 + o0
! _ 2ztan? t _ Qx w2
F(z) = [ 1+ z2tan?t dt = / (1+22u2)(1+u2) du.
0 0
. 42 1 1 1
Pour ?é 1, on vérifie que F=2ud)(tud) = ;rﬂ—l(l—i—u? — 1+$2H2) . Or
+co oo
du o« dw
f1+fu2 - 2 et f1+m2u2 - 2$.Donc
0 0
/ 2z wmzx—1 _ _®m |
Fiz)= 327977 = 741
o/ 2
En =z =1, F*’,Cl} = f 25in? ¢ df = *'E_T,ce qui coincide. Ainsi F';I(:E:l = mL—H pour tout
0
>0,
Questions 3 et 4
/2
3. Comme  F(1) = f In1dt = 0. onobtient Flr) = qunH_Tx pour x >0.
0

4. Ontravaillesur I = [0,5[.Pour © € [0,1] et t € I,ona
cos?t < cos?t + x2sin?¢ < 1.Donc |f(z,t)| € —In{cos?t) = —2lncos t . Or

cost = sin(;—r — t) ru % — 1 ,donc lncost ru ln(% — 1], intégrable au voisinage de ;—T
Le théoréme de continuité s'applique : ' est continue sur [0,1] . En faisant tendre % vers O,

/2 g/ 2
F(0) = Wln% LOr F(0) = Zf In{cos t) dt - Finalement, f Incos t) dt = —5ln2-
0
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Point de méthode : la domination change selon l'intervalle étudié. Sur [r:&,—|—r:o[ , on domine la dérivée
;sur [0,1] , on domine la fonction elle-méme par sa valeuren z = 0.

Corrigé de I'exercice 9 : Arctangente sous le signe intégrale

arctan(zt)
t{14+12)
|f{ t)| =:: | | , intégrable. Donc F' est définie. De plus, I'arctangente est impaire, donc  F'

1. Posons f(x,t) = , continue sur R x ]0,400[ . Comme |arctan u| < |u|, ona

est définie sur IR et impaire.

t 1 1
222+ (1442) T (14-22t2)(1412)

intégrable et indépendante de = .Donc F' est (71 sur R et
joca]

dt
Fl(z) = f (=)D
0

@ f - . .
2.0na z(x,t) = F . Cette dérivée est continue et majorée

1
Par 12

, 1 1 T2 1
= : = —
- +xet +i xe—I\ 14-o=t +i
3. Pour =« 0et x ?é 1, on décompose : (122 9)(1 9) 31\ 147202 1442 . Or
+oo
fliz$§i2 _ % pour = > 0.Dou F/(z) = % ‘Tg_ll 2($+1) Par continuité de
0

F' ,laformule vautaussien £ = 1.Comme F(0) =0, F(z) = 7In(l+z) pour
r>0,et Flz) = —%ln{l—:ﬂ} pour = < 0 parimparité.

+
4. A = 1,onobtient [ 2LCPall g Mo
vec 1, on obtien ft(1+t2) 21112

0

Corrigé de I'exercice 10 : Intégrale de Gauss par une intégrale

a parametre

‘g—z'3|:1+:|!2
1422
ﬂ@;]t} — _9p o~ TH{1+E2) poyr |z| < A, cette dérivée est majorée par 2.4,

1. Lafonction f(x t) = estdeclasse (1 sur Rx [0,1], et



1
intégrable sur  [0,1] . Donc F' est ¢l et F/(x) = —2x E—drzf e—x22 gt e

0
1
changement de variable w = xt donne ;[:f E—$2t2 df = fe—ﬁg dr , Y compris pour
T 0
x < 0. Ainsi F’{:l:} = —Ee_ﬂ?gfe 2 dw . Parailleurs, G est ¢l comme carré

D$
d'une primitive, et G'(x) = Ze_ifgf e~ du .Donc P/ 4@ =0.
0

2. Lafonction F' -+ (& est constante sur l'intervalle [E.Or G{D} =0 et

1
F(0) = fi— = T .Donc Fiz)+ G(z) =  pourtout .
0

3. Pourtout ¢ € [0,]], —%%(1+t%) < o—x2 . Donc 0 £ F(z) < Fe—7% et Fz) = 0
- I

en oo . Parconséquent, G{x) — % . L'intégrale fe‘“g du est positive pour & = 0 :

+oo 0

elle tend vers ? . Ainsi f e— Ul goy — ? .
0

Corrigé de I'exercice 11 : Transformée de Fourier d'une

gaussienne

1. Onpose f(r,t) = e~ticos(zt).Ona |f(z,t)| < e—t?, intégrable sur [0,+oo[, donc

F' est définie. Ensuite, ﬂ'@:f:‘ — E—tggim@t) , continue et majorée par ¢ o—t4. Ce
majorant est intégrable, car % e—t? = o(tl—g en 4co.Donc F est (1 et
+co
Fl(z) = —f i E_fgsin{xt} dt.
0

2. On integre par parties avec u(t) = sin(zt) et w(t) = %E——tg , de sorte que
v/(t) = —te—t? . Leproduit u(t)u(t) estnulen O ettendvers 0 en +co.
L'intégration par parties généralisée est donc licite :
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4+ o0
e_"ﬁ2

+ 00
Fl(z) = / u ! = —/ rcos(rt) S5 dt = —5F(x).
0 0

On a bien établi  F'(z) = —ZF(x).

3. Les solutions de v/ = —%y sontles . _, & o—%%/%.Comme F(0) = g , on obtient

Fz) = % 5% Enfin, E_tgﬂiﬂ{ﬂ?ﬁ) estimpaireen ¢ et E_tECOSI:I‘ﬁ:I est paire.

o)
: — 2
Donc f e—tle—izt Jt — IF(@) =vme © /4
— D

Comme le montre la figure ci-dessous, les valeurs numériques de F' suivent exactement la gaussienne
JT —rdfd
P /%,

14 T 1 y=?e_xzf4

1.2 - ® F(x) calculée numériquement
W F(0)=Vn/2

1.0 -

0.8 1

0.6 A

0.4 -

0.2 A

0.0 A

-6 -4 -2 0 2 4 6



1

. Lafonction f(z,t) = 1+t2 est continue sur  [0,+co[? et verlﬁe |f{$ t)| < T

intégrable. Donc F' est continue sur [0,4+co[ et F(0) =

(—t)t et
1442 5
dérivée est majorée par j:‘%: g—al , intégrable. Les fonctions f{:t?,':l et ﬁrl@!.} sont

. Pour k€ {,2}, { ) =

, continue. Soit @ >0 .Pour T > a,cette

intégrables pour x = (. Par le théoréme de classe (%, F est (2 sur ]D,—I—r::o[. Ensuite,

+o0o +00
2 —t
Fff(aj) + F(z) = / (t J{i)tg z dt — / e—Tt dt = %
0 0

onadonc p/ 4 p =i sur ]0,+oof.

. Pour x>0, 1+t9 t.Enintégrant, 0 < Ffx) < %,donc F(z) = Oen
oo
+c0 +co
. D'une part F’{g;j _ _ ftezo dt# < (0 . D'autre part, F”(g;} t2e— ol dt = 0. Ces
' - 1442 1412
1]

intégrandes sont continus, positifs et non nuls. Donc F' est strictement décroissante et
strictement convexe sur ]0,400] .

Corrigé de I'exercice 13 : Transformée de Laplace

1. Pour £ >0, |f(t)e— = < M e—7t  intégrable sur [0,+co[.Donc Lf(z) existe, et
+co

£F ()] < M f e—tdt = 2.
W]

ok _ L _ . .
2. Pour k€N, m(f{t:le ﬂ?tj = (—t)* f(t) e—=t, continueen (z,). Soit & > 0. Pour
T > a,elle est majorée par Af tk e—at, intégrable. Toutes les dérivées sont donc intégrables
et dominées sur [a,+co[ . Ainsi Lf est (°
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+co
)P = (-1)F | ¢k flg) et e,
0
+co
3. Le changement de variable 1 = xt, bijectifet ¢71,donne ¢ ,{:f{;p) = f f(%)e_“ du

.Soit Ty — 400 . Pour tout u, f(%) — f(0) par continuité de f en 0. De plus,
l'intégrande est majoré par [ =%, intégrable. Par convergence dominée,

+co
o £f@) = £0) | edu = £0).
0
+aoo
4. Comme dans le cours, f el—z+a)t gy — " —:_1 Donc L{cos)(zr) = 1_|_£2 et
° +co
Lsin)(x) = l-l- .Ensuite, £f(r) = f e—lE D)t gy _ 1 pour f(t) = e~

0
2 )
Vérifions : ﬁ—}l:cogﬂ, l—fﬂ—h[}:sm[] ot a:i_l_l—}l:e[].

Corrigé de I'exercice 14 : Fonction Gamma, définition et

relation fonctionnelle

1. L'intégrande g(t) = t¥—le—t estcontinu et positif sur ]0,+oo[.En 0, g(t) ~ t7—1,
intégrable sur  ]0,1] sietseulementsi £ —1> —1.En +oo, t2g(t) = t7tle—t — 0,

donc g(t) = o(é) est intégrable. Ainsi I'(x) converge si et seulementsi = > 0.

2.S0it D<a<bet z€lab.si te]0l], ts=1 <a=l.si ¢t >1, go—1 < ¢b-1,
Donc 0 < t&—lg—t < (ta—l + tb—l)e—t , intégrable d'aprés la question 1. L'intégrande est
continuen x.Donc I est continue sur tout [a,b], doncsur ]0,4oo.

3. Soit x>0 et O<e< A.Parparties,

f tTe—tdt = eTet—ATe—4A 4 $f +T—1lg—1t g4 . Les deux termes de bord

E
tendentvers 0,car x >>0.D'ou I'(x+41) = = I'(z).Comme I'(1) =1, une récurrence
donne I'(n+1) = n!.



4, Le changement de variable ¢ — w2, avec df = 2w dw, donne

+oo
P(%) _ f e—;g Yo du = 2'? Donc P(%) — 7 . Ensuite, la relation fonctionnelle
0

appliqguée % fois donne

F(ﬂ 4 %) _ ﬂl % . l+3...£12n—l)ﬁ+

k=1

or 1-3... (Qn_l) =7 4(.2??').'(2“) = éinil . Finalement, I’(n—|-§

Corrigé de I'exercice 15 : Régularité et variations de la fonction
Gamma

1. Ona %(ti—le—t) = (In t]k tr—le—t , continue. Sur [a,b] C ]0,4o0[, elle est
I

majorée par |In t|k(tﬂ—1 + tb—l)e—t . Ce majorant est intégrable : en 0, il est o(t%_l) ;

en —oo,ilest o(tl—g) . Toutes les dérivées sont donc dominées sur tout segment. Ainsi  I" est

c® et k(g = f{ln t)F ta—le—t dt .
0

2. L'intégrande de  I""/(x) est continu, positif et non identiquement nul. Donc  I'"/(z) >0 et I
est strictement convexe.

Questions 3 a5

—1 —1
3. On pose u{t} — ;TE_WQ et ,U(t:, —In%- ;Te—t,m. Leurs carrés sont intégrables,
d'intégrales I'(z) et I'"/(z) . Linégalité de Cauchy-Schwarz donne
(f uﬂ) < fuﬁf »2 , soit P;($}g < r{x)r'"(z). Comme I' >0,

ERTE
I:IHP}H — Ir I/

T2 > 0.Donc |nf" estconvexe.
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4. Pour >0, p(g) = F[:;+1}|_ Par continuit¢ de 1" en 1, I'(z+1) — I'(1) = 1.Donc

I'(z) ru }T: quand  — 0.

5. Lafonction 7/ est strictement croissante, car 1/ = 0. Ensuite, F'(1) = I'(2) = 1.Le
théoreme de Rolle fournit T € ]1,2[ tel que P'F{:]S‘D:I = [ . Ce point est unique par stricte
monotonie de /. Donc 1" décroit strictement sur ]U,ﬂ.?[]] et croft strictement sur

[£gtoo] . Enfin, pour = > n4l > 2, I'(z) > I'(n+1) = n!. Ainsi I' admet un
unique minimumen =, € J1,2[ ,avec I'(z) & 4+coen (T eten +oo.

La figure ci-dessous montre ce minimum, situé entre les deux points (1,1} et (2,1} : numériquement,

— y =T(x)
2.75 1 ® NM)=r2)=1

B minimum en xp=1,46

2.25

2.00 -

1.75 1

1.50 A1

1.25 1

1.00 A

Corrigé de I'exercice 16 : Transformée de Fourier et dérivation




1. Lafonction (z,t) — F(t)e—*at estcontinue et vérifie |f(t)e—%t| = |f(t)|, intégrable et
indépendante de . Le théoreme de continuité donne la continuité de ? . De plus,

f@)] < f|f|,donc T est bornée.
R

2. Pour 7 < p, - j( {t}e—mt) = (- at}i-‘ f(t) e—1xt , de module |tﬂ J(&)|. Ces

fonctions sont continues et intégrables par hypothése, avec une domination indépendante de .

Le théoréme de classe (% donne § & cPet f (Pj{ﬂ?:l = (—12) ftp flt) e de
R

3. Pour f(t} = ¢ Il , |la partie en sinus est impaire et s'annule. Il reste
+oo
e _ 2 1 . s _ 2
flo) = gf e—tcos(rt) dt = {553+ par l'exercice 5. Donc flr) = a2

0

—f . —|t _:
4. Ici ¢ o—[t| estintégrable, donc ;= _ﬂf t e le—iat gt . Par parité,
_|t|.;og(ggt} est impaire et ¢ E_|t|gin{$j} est paire. Ainsi
+coo

ft e He—izt gz — _9; S(x) , ou S(x) = f t e—tsin{zt) d. D'oU
R

7 f':ﬂ?:' = —1-(—2¢) 5(z) = —25() . Or 7 {35:' m Donc

—tg; _ _2r
{ t e—tsin(zt) dt (11222

te

Corrigé de I'exercice 17 : Equivalents aux bornes

1. Soit @ >0.Pour £ Zaet t2>0, 0< _|_i

en (r,t).Donc F' est définie et continue sur chaque [rl,—l—oo[ ,donc sur  ]0,+co[ . Enfin, si
e—1
£ < ¥y, alors ET > ? . Par croissance de l'intégrale, F' est définie, continue et

i
=:‘: =, intégrable. L'intégrande est continu

décroissante.

+oo
2. Onécrit z F(z) = f J:i_‘_te_t dt . Pourtout %, a:i-l—t — 1 quand = — +oco . De
0

plus, 0 < a:i-l—t'f_t < et , intégrable. Par convergence dominée, = F'(z) — 1.Donc
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Fz) r len +oo.

3. Pour t € ]0,1],ona 0 <1—e—t <t parconvexité de I'exponentielle. Donc

1
D S intégrantsur [0,1], 0 < e 1y < 1 Ensuite pour
S e ==L e 0s f Fypatsl :
+co 0
t>1, _l_t:::.g——t donc 0 < x_l_tdt::ie—l{l
1

+co
4. On décompose  F(z) = fa:—l—t f 1;_7_? dt + f;;_‘_i d+ . Le premier terme vaut
0 1

In(14-z) — In = . Les deux autres sont bornés par 1 d'aprés la question 3. Ainsi

F(z) = —Inz + O(1) quand 5 — g+.Comme —Ilnz — +co,on conclut que
F(z) ~ =Inz en gt

Corrigé de I'exercice 18 : Equivalent par changement d'échelle

1. L'intégrande est continu, positif, et équivalenta +—2x en oo . Il est donc intégrable si et
seulementsi 2z >1.S x < ¥, alors {1-|-t3}_y < {1-|-13}_$,car 1+t2 > 1.Donc
I est définie et décroissante sur ]E’—i'm[ :

oo
2. On écrit T T 1 = _t2dt On intégre par parties avec u{t:l = T et

u(t) = _2—$(1—1|—t2)$ , de sorte que  v/(t) = m Le produit % ¢ estnulen 0 et
tendvers 0 en 4oco,car 2x >1.Donc I(g:) Iz+41) = E—II:;[‘;} soit
I{z+1) = ZE 11{;1::1 Ensuite, I(1) = &, puis I(2) = %% = 4— et

3n " 3
1(33'=ﬁ= i

3. 50t = >1et gls) = (14s)” —1—zspour s> 0.0na
g/(s) = :J:({1—|-5}5”_1 - 1) > 0,car £ —12>0.Comme g(0) = 0, on obtient
(1—|—s}$ > 14 zs.

+co

4. Le changement de variable ¥ = % donne % I{;g} f 14+ % .:g‘.u . D'une part,
0



3:111(1 + %2) —y 1,2, donc l'intégrande tend vers —u? . D'autre part, la question 3 avec

I
g = %2 donne (1 + ’%2) > 142 pour = =1 .L'intégrande est donc majoré par

—

11w’ intégrable. Par convergence dominée, v I{zx) — .Donc I(z) ~ 2\/3:3 .

Point de méthode : la figure de I'énoncé indique I'échelle utile. L'intégrande n'est notable que pour %
de l'ordre de 1 , d'ou le changement de variable.

Corrigé de I'exercice 19 : Probleme, formule de Stirling pour la

fonction Gamma

4o

1. Dans I'(z+1) = t* e—t gt , on pose d'abord % = xu.On obtient

I’{a:—H} — prtl E‘T“n U — u) dw; . Ensuite, on pose uw = 1 + 5. Comme

L
{

+ oo
Inu—u = ¢(s)—1,ilvient IMz+1) = rEt+le—x f eTP(8) jo Enfin, s = %
+oo —1
donne P{$‘+1:| — a:a:—l—lfﬁe—a: fe}[p(i; g;.( ))d*u Ces changements de variable sont
—JT
affines, donc licites.
. 52 . v
2. Au voisinage deg[], w(s) = -5+ o(s?) . Pour v ?é O fixé¢, s =% —0,et
T p(s) = 5 + v e(s) avec e(s) = 0.lecas v = 0 estimmédiat. Donc

of#) - %

3. Soit g(s}_ga{s}—i— .Ona g{s}_1+5 1+s _1+ >0 et g(0) = 0.Donc
g <0 sur ]-1,0]. Soit ensuite h(s) = (s) + —2. Ona
1 2
hl(e) = 1+5 1435 = ;E‘;_ g <0 sur [0)1] et A(0) = 0.Donc ¢s) < —% sur
J-10] et () < —% sur [0,1].
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Questions 4 a 6

1
(14-3)°
_ ‘F":Sj_; ©(0) est décroissante sur ]0,4co[ . Pour s = 1, on obtient

@i_ﬁcp(l}:lnﬁ—l-mnc @wis) < (In2—-1)s pour s > 1.

4. Ona @/'(s) = — <0 : ¢ estconcave. Comme (0} = 0, la pente

5. Soit & = 1 et gi(ﬂ} l'intégrande prolongé par 0 .Posons ¢ =1 —1n 2> 0.Si

2
—vT < v < 0, la question 3 donne fp(%) < —%. Si 0 < w < T, elle donne

2
T (p(%) < —% .Si W = VI, la question 4 donne (p(%) < —cvTu < —cw,car
VI > 1.0n pose donc hv) = E_T’Eﬁ pour v <0 et afy) = E_”EM + e~ C? pour
v > 0 . Cette fonction est intégrable sur R, et 0 < g, < h,

v2 /2

6. Soit Ty —+ +00 avec Ty, = 1. Parlaquestion?2, ga.ﬂli’?_.':l — e pour tout v (car

—JTyn < U apartir d'un certain rang). Par convergence dominée, f Iz, — VAT |4

caractérisation séquentielle donne alors I"l:a:—H:l 2Tz xfe T Avec T = 1,0n
i)
obtient la formule de Stirling : 5! ~ V3 n(g) ,

Ix+1)
vam o of e T

La figure ci-dessous trace le quotient .|l décroit vers 1, et vaut déja environ 1,008

pour 1 = 10.
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Point de méthode : c'est la méthode de Laplace. On centre I'intégrale au maximum de la phase, puis on
la dilate a I'échelle % ; la domination se construit morceau par morceau.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths spé

e Le cours : intégrales a parameétre, cours de maths spé

Les énoncés : exercices de maths spé sur intégrales a parametre

A maitriser avant : Convergence dominée et intégration terme a terme

Chapitre précédent : Convergence dominée et intégration terme a terme

Chapitre suivant : Ensembles dénombrables et espaces probabilisés
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e Le méme théme en L2 : intégrales a parameétre, exercices de maths en L2

e Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup


https://mathovore.fr/integrales-dependant-parametre-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/qcm-maths-spe
https://mathovore.fr/maths-spe-cours-et-exercices-corriges
https://mathovore.fr/maths-sup-cours-et-exercices-corriges-en-pdf

