Corrigés des exercices de maths en L2

Intégrales a parametre

Corrigé de I'exercice 1 : Continuité d'une intégrale sur un
segment

1. Posons f@;,t} _— ij_(f;).

fonctions continues dont le dénominateur ne s'annule pas. D'apres le théoréme de continuité sur un
segment, F' est continue sur [ . De plus, le cosinus est pair, donc  f{—x,t) = f(z,t).Par
conséquent, F' est paire.

Cette fonction est continue sur R x [0,1] , comme quotient de

1
2. Dabord, F(0) = f% — arctanl = §.Ensuite, [cos(zt)| < 1, donc
0

1
|F(z)| < ‘/% = 7 - Ainsi, F{0) =% et |F(z)| < 3 :lemaximumde |F| est
0
atteinten 0.
t sin(xt)

14t
théoreme de dérivation sous le signe intégrale sur un segment s'applique. Donc F' est de classe

3. La dérivée partielle 3 f{g;!t} = — existe et elle est continue sur [ x [D,l] . Le

1
cl et F’(@ — _f t sin(zt) dt . En particulier, F’(D} = 0, ce qui est cohérent avec la
0

1412
parité de F'.
4. Soit T ?é 0 . On intégre par parties avec u(t) = ﬁ et y(t) = Sinft) , toutes deux de
14y — __ 4t .
classe ¢l sur [0,1] . Comme wu (t) = 22 O obtient :
1 1 1
sin(zt) 1 | 2t sin(zt) sin T 1/ 2t sin(zt)
Flz) =|——x 7| ———=" dt = | ———==7 dt.
(z) L:(Ht?)][) + x/ (1+12)? 20 T2 (1+12)2

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

1
. L 1 1 1
¢ 1 1 . 101 1
Or f(1+t9]|2 df = [_l—i-tg][] = E.Par consequent, |F'::t‘::'| < 2| + Alx| = |$|.A|n5|,

F{5) = 0 Les oscillations de cos(zt) se compensent de mieux en mieux.

0
111
T — 4oo

Point de méthode : sur un segment, la continuité de f en les deux variables suffit. En revanche, la
limite en oo ne releve pas du théoreme de continuité : on I'obtient par une majoration explicite.

Corrigé de I'exercice 2 : Dérivées successives d'une intégrale

sur un segment

1. Lafonction f:(z,t] — et estdeclasse ¢ sur R x [0,1] . De plus, pourtout .,
5‘2 f{:l:,tj — t"™ gxt est continue sur R x [D,l] . En appliquant le théoreme de dérivation sur
un segment a chaque ordre, on obtient que F' est de classe “° et

1
F(ﬂ){:@ = ftn eTt dt .
0
1
2. En 1 = 0, il vient F':”:'([j) = " dt = L
. , — = 7
0
L s e,z".f ef — 1 ;.
3. Pour = ?é 0, une primitivede # — =t est ¢ _u = Donc F(;p} = = . En dérivant

Tef —eT+1

ce quotient, on trouve Ff{a:} = . D'autre part, une intégration par parties donne :

o2

1 . 1
zt T T _ T _ a5 1
/teﬁtdt—[tex }0—%/eﬂdt:%_6$21_$6 $§+

0 0

Les deux expressions coincident, ce qui confirme la formule de dérivation.



:1:_ e$ — 1 xh
4. On sait que ; donc Z (:n,-l—l]l! pour T ?é 0.or
(0} 1 ] o
— — . Ainsi, les coefficients de Taylorde & en ([ sont
P ey B T y

exactement ceux de la série entiere.

Corrigé de I'exercice 3 : Une intégrale calculée par dérivation

1. Soit £ >—1 et t € ]0,1[.Posons v = xInt,desorteque % — u et
flo,t) =& L L'inégalité admise donne
|| [In ¢| max(u,0) 0
|flz,t)]| < o t] = |z prmax(u,0)

Si x> 0,alors w <0 car Int<0,donc |flz,t)] < |g].5i 1<z <0, alors
u>0et gu = +%, donc |fz,t)| < |=|t" . Danslesdeuxcas, t — f(x,t) est

continue sur ]D,l[ et majorée par une fonction intégrable, car ¢+ estintégrable en (0 pour
£ > —1.Donc F estbien définie sur |—1,4oco .

T _ B .r _ = d f T -
2. Comme ¢% = gxlnt, ona 3.t =1 In £ . Donc ﬂ{:];!j:] — ¢% . Cette fonction est

continue sur |—1,4oo[ x ]0,1[, tout comme .

Soit [, 8] C ]-1,+oo[ .Pour z € [eo,f] et t € ]01[,ona #*F < t¥,car t<1let
T > a.0r ¢ —y t® estintégrable sur ]0,1[ , puisque & > —1 . Les hypothéses du
théoreme de dérivation sous le signe intégrale sont donc réunies. Par conséquent, F' est de

1
classe 1 et F*’{g;} — fﬁ"’r dt = %_H
0

3. Parailleurs, f(0,t) = 0,donc F(0) = O .Enintégrant, on obtient F(z) = In{l4=x) pour
tout = > -1.

4. La premiere intégrale vaut F(l:l soit f df = In 2 . Pour la seconde, on écrit

Int

0
t2 —t = (2 —1) — (¢t — 1) . Parlinéarité, elle vaut F'(2) — F(1) = In3 —In 2. Donc
1

td —

0

[ el LS ]
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Point de méthode : la dérivée partielle est ici bien plus simple que f . C'est le signe qu'une dérivation
sous le signe intégrale va aboutir.

Corrigé de I'exercice 4 : Une intégrale classique sur [0,1]

1. Pour (z,t) € [Djl]g,ona 1+ =zt > l.tAinsi, flzt) = l—nii—:ﬂ est continue sur [[:],1]2
Sa dérivée partielle O f{ﬂi,i} = m est également continue sur [[jljl]2 . D'aprés le
1

tdt

théoréme sur un segment, F' est de classe (1 et F’(a:] = {—l-l- D(1+2)’
I
0

2. On cherche * = A(H—tg} + (Bt + C)(1+xt) pourtout £ .En identifiant les coefficients
de ¢2,de t etlesconstantes, on obtientlesysttme A4 +Bxr =0, B4+ Cx =1,
A4+ C =0.Ansi, C=-4Aet B = _% pour T ?é 0 . Ensuite, la deuxiéme équation
donne —A(;l‘r + ;E) — 1. Finalement:

A=—=2- B=+1a =

1+ 1+ 2 l+$2

Ces valeurs conviennent aussi pour x = (J, comme on le vérifie directement.

1+zt — £

1
3. On intégre chaque terme sur  [0,1] . D'abord, f dt ln(l—Hﬂ our 3 0, donc
0
1 1 1
_In(1+z) . tdt _ In2 dt
Af Trol = T+z2 . Ensuite, fl 3= 7 et e =
0 0 0

. Par conséquent :

NE

La formule reste vraieen 1 = [, car les deux membres valent T C'est la formule



demandée.

1
4. Onremarque que F'({0) =0 et F(1) = I .Donc 1 = fF’(@ d . . Calculons les trois
0
morceaux :
1 1 1
In 2 _mln 2 T _mln?2 In(1+x) _
/2(1—|—$2) ar = g /4(l—|—$2) dr = "3 / I1g2 dz =1
0 0 0

Ainsi | = % —f,dou J = % . L'intégrale cherchée réapparait dans le calcul, ce qui
boucle I'argument.

Corrigé de I'exercice 5 : Une intégrale logarithmique sur un
segment

1.Si x >1,alors cos2t+4 z2sin?t > cos?t+sin?t =1.5i 0<z <1, alors
cosd t + z25in? ¢ = :t:g{cosg i+ sin? t} — 12 . Dans les deux cas,
cos? £ + x2sin? £ > min(1,z2) > 0.

Par conséquent, f(z,t) = In{cos? £ 4+ =2 sin? £) est continue sur ]0,+oo[ x [0,5]. De

plus, 3, flzt) = -:;.:-SZE:F:I;Z :ing LY est continue. Le théoreme de dérivation sur un segment

s'applique: F' estde classe (1 sur ]D,—Fm[.

2. Pour t &€ [D,%[, on divise le numérateur et le dénominateur par cogd £ . Avec uw = tant,

bijection 1 croissante de  [0,5[ sur [0,4o0[ et dt = liig,on obtient :
+ 00
/ . 21 u?
Fiz) = | Gazu?)isa?) 4%

0
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u? = 1 ( L _ L ) En effet
(1+ud) (14 x2u2) _ﬁrﬂ — 1\ I+u?  1+x2u2) '
oo

+oo

(1+22u?) — (1 +u?) = (22 - Du? . or f du =7 et fd—“ -,
0

Pour ?é 1, on vérifie que

T2 1+z2u? — 27
Donc :
FI(C{?) 2x 3(1 . l) _ m(z—1) T
T ord—12 rr = z2-1 T z+1
/2
3. Pour & = 1,onadirectement m/(1y = f 9sin? t di = % — ﬁ.Ainsi
0
/2
F»’{g:} = 1—|—La: pour tout x > (. De plus, ) = f In1d# = 0-Enintégrant sur
0

[1,2], on trouve :

Fleg)=rmln(l4z)—7nln2 =7 IHHTLE*

g1/ 2 g/ 2
e 0g? in® i
4. Ona F(}—r) — flna: co8 i;_ E1n tcﬁt = flm{:t:2 cos? £ 1 sin? t) di —wlnx-Le
i

changement de variable t — 5~ Tt échange cos et sin, donc la derniére intégrale vaut
FI:;E:l .D'ou F(%) = F{;E:, — a1 ln - La formule trouvée le vérifie bien, car

1+ 1/ 14+
mln 5 ZWIHT—WIH:E'

Corrigé de I'exercice 6 : Une équation de Bessel

1. Lafonction f(z,f) = cos(zr sint) estdeclasse ¢® sur R x [0;7]. Toutes ses dérivées
partielles en I y sont continues. Par le théoreme de dérivation sur un segment, appliqué a chaque
ordre, J estde classe (°° sur R.Comme le cosinus est pair, J{—z) = J{x). Ensuite,



|cos(z sin £)| < 1 donne |J(x)| < %-ﬂ' — 1.Enfin, J(0) =1.

2. En dérivant sous le signe intégrale :

m m
J’(:t:) = —qlr/ sin t sin(z sin t) dt, J”(;r:) = —%/ sin? ¢ cos(z sin t) dt.
0

0

Donc J’{D} =

0,
m
" 1
J (D:l = —ﬁf
0

ce qui découle aussi de la parité. De plus,

sin® ¢t dt = —%-E—T,soit J”([]} = —%.

3. Comme ] —gin2¢ — cosﬁft ,ona

z J(@) + £ J(x) = %f cost - rcostcos(rsint)dt.Or x costcos(zrsint) estla
0

dérivée de t — sin{z sin £). On intégre donc par parties :

T m™

T
[ cost-wcostcos(zsint)dt = [COS t sin(x sin t)]o + [ sin ¢t sin(x sin t) dt.
0 0

Le crochet est nul, car sin{z sin 0) = sin{z sin 7) = 0. Ainsi,
KD

z Iz +x J(z) = %f sin ¢ sin(zsin t) df = —J'(x). Par conséquent,
0
s "+ 7+ 27 =0sur R.

La figure ci-dessous montre la fonction J obtenue. Onylit J{0) = 1, la parité et I'encadrement
|J| < 1. Les oscillations amorties sont typiques des solutions de I'équation de Bessel.
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Corrigé de I'exercice 7 : Vérifier une domination

1. Les fonctions (z,t) — e—tcos(zt) et (x,f) — e Isin(xt) sont continues sur
R x [0,4co[ . De plus, pour tout {x,t), elles sont majorées en module par @(t) = %,
Cette fonction ne dépend pas de I et elle est intégrable sur [D,—I—oo[ . Le théoreme de continuité
sous domination montre donc que F' et (& sont définies et continues sur [£.

A
- —1+tx)d _ -
2. Pour A>0,ona fg':_H'”?:'t dt = el _;j}m L or |E':—1+Wjﬂ| — =4 4.
0

Par conséquent :

+00
Fo)+iGa)= [ oHar = i = Lie
0
En séparant parties réelle et imaginaire, on obtient FI::I‘;:I = l—l—la:? et G{:t?:l = lfﬂ.



3. La dérivée partielle 5'$(E_tl:05l:ﬂ$‘i:l) = —te—tsin(xrt) est continue et majorée par ¢ e—t,
intégrable sur [0,4-co[ . Cette domination vaut pourtout & € R .Donc F' est ¢l et

+oo
2
F’{g;} — —f t e~ tsin(zt) dt. Or FI(SF} = —ﬁ.Par conséquent,
+oo 0
. aT
—t _ 21
{ t e~ tsin(zt) dt RERRY

Corrigé de I'exercice 8 : Quand la domination fait défaut

1. Pour £ = 0, lafonction intégrée est nulle, donc F(0) = 0 .Pour £ >0,ona
A

f;]_? e—Ttdt =1 —eg—%4 4 1.Donc Ffr) =1 pour £ >0 et F(0) = 0.Ainsi
]
F' n'est pas continue en 0, alors que J est continue sur [I:IJ—|—CO|:2 .
. . . . 1 1
2. Soit > 1.Leréel ¢ — % appartienta ]0,1] . Donc @(t) > f(fnf) =ie~l.0r

= ﬁ n'est pas intégrable sur [1,4-co[ (intégrale de Riemann d'exposant 1 ). Par

comparaison de fonctions positives, aucune fonction dominante intégrable n'existe sur
]0,1] . Comme le montre la figure de I'énoncé, les fonctions ¢ — x ¢—*t viennent toucher
I'enveloppe el_t les unes apres les autres.

3. Pour = € [abl et £ > 0,0ona ze %t < he—at Lafonction @(t) = be—a% est
intégrable sur [0,4-co[ . On retrouve ainsi que F' est continue sur [a,b] , pour tous
0 <a<b,doncsur ]0,400f.Cestcohérent: F' y estconstante. Le défaut de continuité
est donc concentré en (0, la ou la domination échoue.

Point de méthode : pour prouver qu'une domination est impossible, on calcule SL;P |f{$af:'| a t
fixé. Toute fonction dominante est au-dessus de ce supremum, qui est ici non intégrable.
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1. La fonction ¥ — est continue et positive sur ]0,4oo[ , bornée par 1 au voisinage de

1
1+t%
0 (elletendvers 0O, % ou 1 selonlesigne de ). Le probleme se situe doncen oo . Si

z < 0,alors % <1 pour % > 1, donc lafonction est minorée par % : l'intégrale diverge.

l-l}tz ~ T intégrable en +co sietseulementsi x >>1.Donc F est
définie exactement sur |1, +cof .

Si x© >=10,alors

2. Lafonction flz,t) = l—l—lt“”’" est continue sur  J1,4oo[ X [0,4c0] . Soit [e,3] C ]l,4oof.
Pour t € [01],ona flz,t) <1.Pour t>1let £ >a,0ona 1+t >1t">1¢%,
donc f(z,t) <t “.Lafonction ¥, égaled 1 sur [0,1] etda + % sur ]l,4oof, est
intégrable car ¢ 3> 1. Par domination locale, F' est continue sur ]1,4cof .

1 +oo 1
3. Onécrit  F — L dt | jer t t t*
. (gg} -1 = e —1)dt + el e premier terme vaut — e dt
0 1 0

1
, de module au plus f tT dt = %_H . Le second est positif et majoré par
0

+oo
i T4 = ﬁ . D'ol I'inégalité. Par conséquent, T _lirﬁ_m F':f'“:' =1,
1
+oo
. t>1 T <%, b = Lo
4. Pour £ 21, 0ona 1+t~ < 2¢" .Donc F(z) > 2% = a1 Ainsi,
1
lim Flz) = Foo
r— 1t I: :] '
4o
5. Enfin, F(ﬁ} = f % = %,ce que confirme la figure de I'énoncé.
0

Corrigé de I'exercice 10 : Une équation différentielle du second
ordre




—
1. Lafonction f(z ) = ;_—; est continue sur [I:I!—|—r;::;'_:u[2 .Pour = >0 ,0na
0< flz,t) < ﬁ , qui est intégrable sur [0,4-co[ . Par domination, F' est définie et
continue sur [0,+co[ . Deplus, F(0) = 7.

2. Pour x > 0, la fonction intégrée est continue et strictement positive, donc  F'(z) > 0. Par

+oo
. 1 L . 1
ailleurs, 142 < 1,dou F{;p} < f e—xl gt = %.Parencadrement,
0

lim F(r) =0

T — oo '
3. Pour & € {1,2} , la dérivée partielle 3k _ e ontinue. Soit a >0
' = P T f{‘fat) - 1412 ' '

k
Pour £ = a,ona |6‘§ f{ﬂ?,i:ll < lj_?e_ﬂf < e—at car tk <14 £2 pour
k € {1,2} . Cette fonction est intégrable. Ainsi, F' est de classe 2 sur ]0,4co|.De

+oo
! tg—x1 . L,
plus, F I:;[‘;:] — _f m dt < (0,donc F est strictement décroissante.
0

4. Pour x >0, en additionnant les intégrales :

+00 +00
2
Fl(a)+ )= [ Cidestar= [ eomtar=}
0 0

14t2

Donc F' estsolutionde /7 4 4 = L sur ]0,4co[. La figure ci-dessous montre F',

partant de % et coincée sous I'hyperbole Yy = ;1_1: :
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2:3° — y=Flx)

--- y=1/x

Corrigé de l'exercice 11 : Domaine et relation fonctionnelle de

Gamma

1. Lafonction g(t) = t¥—le—t est continue et positive sur ]0,+oo[.En 0, ona
g(t) ~ tT—1 D'aprés le critére de Riemann, J estintégrable en 0O si et seulement si
l1—x <150t £>0.En 4oo, tdg(t) = t¥Hle—t — 0,donc g(t) = o1/t2) :
g y est toujours intégrable. Ainsi, I'(x) converge si et seulementsi = > 0.

2. Soit >0 et 0<e< A.0nintégre parpartiesavec 1 — % et oy = —eg—1t :

A

t¥ et dt = [—t% e—t]2

+ o] txle—t di.

Le crochetvaut T g—t — A% c—4 ,quitendvers 0 car = = 0.Alalimite,



I'(z+1) = = I'(z) . Comme I'(1) = 1, une récurrence immédiate donne I'{n+1) = n!

3. Pour = € [eo,8] :si t € ]01],alors ¢x—1 < ga—Ll ;si £>1,alors gz—1 < ¢61,
On pose donc (;f_‘,llif:] = (tﬂ:—l + jlﬁ_l)g_t , intégrable d'apres la question 1. De plus,
(x,t) — tT—le—t est continue sur ]I:]!—|—m|:2 . Par domination locale, I" est continue
sur ]0,+cof.

4. D'apres la question 2, x I'{x) = I'{x+1).0Or I estcontinueen 1,donc
I'z+1) — I'(1) = 1 quand 5 —s g+ . Par conséquent, Ix) ~ % en ot.

Corrigé de I'exercice 12 : Gamma aux demi-entiers

1. L'application 1, — 1,2 est une bijection ¢l strictement croissante de ]D,—i—@o[ sur lui-méme.
Avec f = y2 et di = Sudu:

+0o0 +00 +00
% t 12—t 4t = / =2/ e v du=.
0 0 0
Ainsi, P(%) = T .
2. Larelation I'(x+1) = xzI'(x) donne successivement I’(%) = ? , puis

P(E) = %g = BTJ_ et enfin j"’(?) — 2.3m = I—SBﬁ.

3. Pour n = 0, laformule donne T : elle est vraie. Supposons-la vraie au rang 7. Alors :

3) _2n+1 (20)! _ (20n42)(2041)(20)! _ _ (2n+42)!

[S]
—_

Eneffet, 2(2n42) n! = 4(n+1) n! = 4 (n+1)!. La formule est donc héréditaire. Par
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(2n)!
4"

récurrence, I’(n—|- ) r pour tout 7.Pour 1 = 3, on retrouve bien

700 1547
E4.5"0 — g -

Corrigé de l'exercice 13 : Calculs d'intégrales avec la fonction
Gamma

“+oo
1. D'abord, / 0 et df = P{ﬁ} = 51, s0it 120 . Ensuite, le changement de variable linéaire
0

+oo +oo
. . - I'(4) & .3
4 = 2t donne fﬁgﬁ' gtdt— /‘?E 'u —T:E,SOIt g
0 0
2. Avec y = ¢2, t=vUu et df = Edr bijection 1 de ]0,4oo[ surlui-méme :
—+o00 oo
4 —t2 34 _ g—ud_u_l(i)_l,S_m_S_ﬁ.
[te dt = uce Mo =303 =37 =7
0 0
+oo
Donc it e—t2 4 = % .
0

3. L'application 1 — &% est une bijection 1 décroissante de ]D,—I—r::o[ sur ]D,l[.Avec
t=e % ona Int = —u et gdf = —e—Ur.Donc:

1 +

0 oo
/(ln t)n dt = / (—u)n(—e_“)du = (—1)” um e U duy = (—1)n n!.

0 +oo 0



1
Ainsi, liln t:lﬂ dt = (—l:ln nl.
!

4, Avec gy = 13, t:ulfB et dt:%u_gfgdui

—+00 —+00
[ 1% gt = | / wdTemu gy = 1r(3) = r(4)
0 0

+oo
Donc f e—t3 di = %1"(%) . Cette valeur ne s'exprime pas avec les constantes usuelles.
0

Point de méthode : dés qu'une intégrale contient =—t¥ ou (In t)ﬂ, un changement de variable
+oo

raméne souvent a la forme f wS—lg—u gy
0

Corrigé de I'exercice 14 : Régularité et convexité de Gamma

1. Posons  f{xt) = tr—lg—t — J@—1Ini — & Cette fonction est de classe 2 sur
]D,—|-oo[2,avec Oz f =(nt)fet 32 f = (In t}g f.Soit [e,] C ]0,400[.
Comme dans I'exercice 11, pour & € {1,2} et = € [o,f] :

0% f(z,)] < 0, () = lIn t*(ta1 4 tF1)e-

En 0, |In t|}“" ja—1 — G(fﬁfg_l) car tﬂ‘ﬁ”n t|’T‘°" — 0, et %—1} —1.En +co,
e (t) = o(1/t2) .Donc ¥k estintégrable. Le théoréme de dérivation s'applique deux fois :
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+oo
I' est ¢2,avec ['(z) = f Int t&—le—tdt et
0

+oo
PH(;[;‘:] = f {ln t}g tr—le—t J¢. La fonction intégrée dans '/ est continue, positive et

]
non identiguement nulle. Donc P”I:ﬂ:‘:l =0 : I eststrictement convexe.

- z—1 z—1 4
. Onéerit o5 sr—lo—t — (ln F 7 e tf?)(t T e tf?) . Les carrés de ces deux facteurs
sont intégrables, d'intégrales respectives P”(a:} et P{a::l . L'inégalité de Cauchy-Schwarz pour
les intégrales généralisées donne donc :

I l-r.-".-" _ (Ir.-"jﬂ
I

Comme I"=>0,lafonction ln I est 2 et (h—l P}” = > (. Ainsi,

In I'" est convexe :onditque I’ estlog-convexe.

.Ona I'(l) = I'(2) = 1,et I' estdérivable. Le théoréme de Rolle fournit =g € ]J1,2[ tel
que I""l:a:ﬂ} = 0 .Deplus, "~ [,donc J/ eststrictement croissante : ce zéro est
unique. Par conséquent, 1/ < sur ]D,:ED[ et 7/~ (sur ]JS‘D,—I-OO[ .Ainsi, I
décroit strictement sur ]D,:FD] , croit strictement sur [ﬂﬂ‘g,—I-OD[ , et atteint son
minimum en  £q. Numériquement, Ty = 1,46 et I'(zj) ~ 0,886 .

. D'apres l'exercice 11, f(;p} Fu ;lT: en 0t ,donc 1[%1}_111 = +0o0 Ensuite, I est croissante
sur [:ED,—I-OO[ et I'(n+1) = n! — 400 . Une fonction croissante non majorée tend vers

~+oo . Donc HEP: too

La figure ci-dessous représente |n I". Toute corde est au-dessus de la courbe, ce qui traduit la
log-convexité. On y voit aussi les zéros 1 et 2, etle minimumen ¥,



— Y = In[(X)
4 - —==une corde (au-dessus)

-

Corrigé de I'exercice 15 : L'intégrale de Gauss par une intégrale

a parametre

—r3(1+12
1. Lafonction f(x ) = % estdeclasse ¢l sur R x [0,1], avec
3. f{x‘!t} = _9¢ E_$2(1+t2) . D'aprés le théoréme sur un segment, F est ¢l et
1
F’(g:} — 9 E—mﬁf e—x24 ¢ Pour x ?é 0, le changement de variable uw = =zt
1]
1 T
donne ;[‘;/ e—Td gy — fg_'ug dre . Ainsi :
0 0
X
/ 2 a2
Filz) = —2e=%° [ e~ U du,
0
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I

et cette éqgalité reste vraieen 1 = (. Parailleurs, = — f e—u? gy estla primitive de

0 r
e—z2 nulleen 0. Par dérivation d'un carré, G'(x) = Ee_ﬂf e=uldy = —F'(z).
0

2. Donc  (F' + G}I = (0 surlintervalle R,et F 4 G estconstante.En 0, G(0) = 0 et
1

F(0) = f% = 7 - Ainsi, F(z) + G(z) = 7 pour tout réel .
0

3. Pour t € [0,1] ,0na E—$2(1+t2) < e—x? et 1_:? < 1. Enintégrant sur un intervalle de
longueur 1, onobtient 0 < Ffz) < e—%2.

4. Par encadrement, F'(z) — 0 quand x — oo . Par conséquent, G(r) — % . Or
I

f e—u? dy est positive et tend vers I'intégrale de Gauss, qui converge. En passant a la racine

0 +aoo
carrée, f e— U2 gay —
0

I3

La figure ci-dessous illustre I'argument. La courbe de F' décroit vers 0, cellede & croit vers
kin
4 . et leur somme reste constante.

1.0
O -
0.6 — y=F(x)
— y=6(x)

0.4 — = y=F(x)+Gx) = /4
0.2-
OO I T T T T

0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0



Corrigé de I'exercice 16 : Transformée de Fourier de la

gaussienne

1. Lafonction f(zt) = E_tgcos(x‘i} est continue sur R x [0,4co[ et vérifie

|f(z,t)| < e—t?, intégrable. De plus, &, f(z,t) = —f e—t%sin(wt) est continue et
majorée par # E—tg , intégrable sur [D,—I—r:o[ . Ces dominations valent pour tout Z.Donc &
+co
est définie et de classe (¢l sur R,avec F/(z) = —f t e—tzsin{:ﬂt} dt .
0
2. Pour A =0, onintégre par parties avec Ju{t} = —%E—tg, primitive de  + c—t2 :
A A A
/t e—tgsin(wt) dt = {—%e—tzsin(a;'t)}o + %/ e_tzcos(sct) dt.
0 0

Le crochet vaut —%e—ﬂzsin(xﬂj , qui tend vers (. A la limite,
+oo

/ t e—tsin(zt) dt = 5 F(z) - Donc Filg) = -3F(@).
0

3. C'est une équation différentielle linéaire du premier ordre. Ses solutions sont . _, g E—ﬂ?gf‘i .
or F(0) = g d'apres I'intégrale de Gauss. Donc  F'(xz) = % E—;ﬂf-& .

+oo

4, Avec 1 = 2, onobtient f E—tgmg,:gt:, dt = g
0
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—pd
. Pour p>0, fe_ir’tdt:#—;»—?our p<0,ona ¢ P > 1 :lintégrale

0
diverge. Donc ,{:(1} {p}

pas intégrable. Pour p = D, le changement de variable % = pt donne
+oo +oo

f t" e TPl gt = p”le um e % dy . Ainsi, L(t")(p) = n+1 pour p >0,

=

l pour P> 0. Ensuite, pour p < 0, 7Pt > ™ n'est

. Ona gate=Pt — o—(p—a)t. D'apresla question 1, L(edt)(p) = , définie si et

seulementsi P > G,

. Pour p>0,lafonction j _y o{—P + )t estintégrable, de module —P%.Comme dans
I'exercice 7 :

—+ oo
(-p+iw)t 5, _ 1 _ pHw
© At = 376 = 37 1 u?

0

S . o P
En prenant parties reelletjt Imaginaire, ﬁ{cos w t:l l:p:l = m et
E{sm w t} {p} = pitw?- Pour p < 0, l'intégrale diverge. En effet, sur chaque intervalle
[E}M EE_.ITT + 3. } ona cos(cu t) g Pt = % . Le critére de Cauchy est donc mis en défaut, et

de méme pour le sinus.

. Lafonction ; _, t_lfge—iﬂt est intégrable en ([, car équivalente a t—lfg. Pour p =0,
elle est minorée par t—lfﬂ en oo :lintégrale diverge. Pour p >0, le changement de

oo
: — —1/2 — —1/2 1 o 1 T
variable % = Pt donne f t !'IE Pt — P / P(E)Amsh L(ﬁ)(p} — \/%
]

pour p >0,



Corrigé de I'exercice 18 : Dérivation d'une transformée de
Laplace

1. Pour p>0,0na |f{t}f3 Pt < M e~ P!, intégrable. Donc  L(f)(p) existe, et

£()(0) < Mf rtar= 4.

2. Posons g(p,t) = f(t)e P¥.Lesfonctions ¢ et Bpg(p,t) = —t F(£) e Pt sont
continues sur  |0,4co[ % [0,+co[ . Soit &> 0.Pour P = ,ona
|0p g(pt)| € M te—2t intégrable sur [0,4+co| . Le théoréme de dérivation sous le signe

intégrale s'applique sur chaque [a,+co[.Donc L(f) est ¢l sur ]0,+oo] et
+co

L) (9= -/ treertar
Q
3. Avec f = sin,onobtient L{tsint)(p) = d(pﬁl-i—l) ,soit L{tsint)(p) = (pﬁg—fl)g'
De méme, avec f = cos :
__d{_p \_ (p2+1)—2p2 _ p2-1
Eteos )(p) = =35 F51) =~ (o = aney

p4—1
(PEHJE

Donc L(tcost)(p) =

4. Soit A =0 .Une intégration par parties donne

A
fff{t:le_?t dt = fliﬂ:lﬁ_pﬂ — F(O) + pf f{t)g_i'f’t dt .Comme f estbornée,

f{A}E_P*‘EL —s 0. Les deux intégrales convergent, puisque [ et f" sont bornées. A la limite,

L) = p L(F)(p) — f(0).Pour f = sin, le membre de droite vaut pgi_‘_l —0,ce
qui est bien  L{cos){p).

Point de méthode : pour une transformée de Laplace, on domine toujours sur [oe,+oo[ avec o =0,
jamais sur ]0,+co] entier. En effet, ¢ ¢~ Pt n'admet pas de majorant intégrable uniforme quand P
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s'approchede 0.

Corrigé de I'exercice 19 : Probleme : l'intégrale de Dirichlet

gin

1. Lafonction ¢+ — Si? tose prolonge par continuité en () parlavaleur 1, et T < 1 pour
t>0.Pour £ >0,onadonc E—értSi%t < g—&t, intégrable. Ainsi F'(z) existe et
+co
1F(z)] < f e—atde = L.
0
2. Posons  pft) = &— sur [A,B] .Elleest 1, positive, et @' (t) = R
On intégre par parties avec —cos , primitive de sin :
B
* B f
w(t)sint dt = [—p(t)cos t]z—‘l + [ p!(t)cos t dt.
A A

Le crochet est majoré en module par @(A) + @(B). Comme ¢/ < 0, I'intégrale est majorée

E
par f le/| = @(A) — (B) . Au total, le module est au plus 20(A) < % .
A

Pour x = (0, cette majoration, uniforme en & , montre que le critere de Cauchy est vérifié en
+oo

+oo . Donc F{D} = f %“L dt converge. Enfin, en faisant tendre B vers -9, on

0
obtient |Rﬂ{g::|| < % pourtout r > 0,

3. Lafonction g(x,t) = E—a:ts.l% est continue sur  |0,~+oo[ x ]0,400[ , et

Oy glr,t) = —e~7isin £ aussi. Soit & >0.Pour £ > ar,ona |0, glr,t)| < e al,
+oo

intégrable. Donc ' est ¢l sur ]0,+ocof et Fl(g) = _f e—Ttgin £ dt . Or cette
0



_— . 1 . o / 1

intégrale est  £(sin)(x) = 4,3 (exercice17). Ainsi, F (x) = a3

4. Surl'intervalle ]0,+oo[, il existe donc une constante ' telle que F'(z) = C —arctanz.
or Fi(z) — Oen oo dapréslaquestion 1, et arctan & — 7. Par conséquent,

C :5—1- et Flr) = %—a,rcta,n:ﬂ pour z > 0.

5. Soit £ >0 .0Onchoisit A =0 telque %‘EE.POUI’ z = 0, onécrit:

A
F(z) = F(0) = (H 4(s) = A (0)) + RA() = RA(0), Hale)= [ emot st
0

La fonction (x,) — E—:rtSh; t prolongée par 0.1 en # = 0, est continue sur
[0,400[ x [0,4]. Par le théoréme sur un segment, H 4 est continueen Q. Il existe donc
7 >0 telque |H 4(x) — H 4(0)] < & pour 0 < z < 7. Avec la question 2, on obtient
|F'(x) — F(0)| < 3¢ . Ainsi, F est continueen 0.

+co
Finalement, F(0) = 1im0+(% —arctan i?) . Donc f %: dt = ”'g—r :
0

T —

La figure ci-dessous compare la formule obtenue avec des valeurs de F' calculées

numériqguement. Elle montre aussi le majorant }—r de la question 1, et le point (D, E—T) atteint par

continuité.
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201 - Y=F(X)=;—arctanx
i
F(O)1L J-+°°Lnt gr=" ~——— y=1/x(majorant)
1.51 ‘{ Dot 2 e valeurs calculées numériquement

__.—_
0.0 I T T T T T
0 1 2 3 4 5 6
X
Point de méthode : en 1 = (J, aucune domination n'est possible, car %‘f n'est pas intégrable. On

découpe alors I'intégrale : un segment, ou les théorémes classiques s'appliquent, et un reste majoré
uniformément en .

Corrigé de I'exercice 20 : Probleme : une intégrale gaussienne

a parametre

2
1. Lafonction f(z,t) = e}:p(—tg — f—z) est continue sur  [0,4+co[ x ]0,400[ . Pour tout
r 20,0na 0< flrt) < e—t2 intégrable sur ]0,+co[ . Par domination, F' est

+co
définie et continue sur [0,+0o[ . De plus, F(0) = f e—t? g — ? ,
0

2. Posons s = = qui décrit  ]0,4+oo[ . Lafonction s —3 5 e—a? s atteint son maximum en

2’
_ 1 . 1 1 —a2/t? 1
s =5 ou elle vaut el Donc tge = o2 pour tout £ >0 .



Ensuite, 8, fz,t) = —L;—g F(x,t) est continue sur  ]0,4-co[2 . Soit [a,5] C ]0,4co[ . Pour
€ [a,5], ona =2/t < e~ a2/t diop

—a2/+2
10, flot)| < 2b-S—5— i; ce—t? < 2bo—t2

e a

Ce majorant est intégrable et indépendant de % .Donc F' estde classe (1 sur ]D,—I—m[,
+ oo

avec F'(r) = —f i—gexp(—tg - g)dt :
0

3. Soit x = 0. L'application t — % est une bijection 1 strictement décroissante de ]D —|—CO[

2
sur lui-méme. Avec £ = £ ,ona dt = —5d ‘:—2 = u2 et Et_f?r = 2“ . Donc :
+o0 +o0
42 _ p2 /42 2 _r2/ 2 2
2z —t4 =z [t0 gy 2%633/“ YL du = 2F (x).
t 02
0 0

Par conséquent, F'/(r) = —2F(z) pour £ >0.

4. Lafonction z — F'(£)e27 a une dérivée nulle sur lintervalle ]0,+oco] . Elle y est donc
constante, égale a K . Par continuité de F en 0, K = F(0) = % Ainsi,
F(z) = g e—2T pourtout = > 0.

4 i

2
— e _+2 _ LV Lintégrale
12 ) ) =e e:{p( T tg) g

2
cherchée vaut g2 F(l) = gd . EE‘_E Finalement, f a3 ( (t — %) )dt — % .
0

12 1
5. Ona (t—-) :tE+__g.Donc exp (

Point de méthode : |a continuité en [ sert a fixer la constante, alors que I'équation différentielle n'est
établie que sur ]D,—i—c:o[ . C'est un schéma tres fréquent en partiel.
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Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L2

Le cours : intégrales a parameétre, cours de maths en L2

e Les énoncés : exercices de maths en L2 sur intégrales a parametre

A maitriser avant : Intégrales généralisées, Suites et séries de fonctions

Chapitre précédent : Séries entieres

Chapitre suivant : Produit scalaire et espaces euclidiens

Le méme théme en maths spé : intégrales a parametre, exercices de maths spé

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3
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