Exercices de maths en L3

Intégrale de Lebesgue

Exercice 1 : Intégrale d'une fonction étagée positive

On munit R de la mesure de Lebesgue . On considere la fonction

f=2 1193+ 1[1,51+3 1gnjo, 1]

1. Déterminer les valeurs prises par f et son écriture canonique f = E a, 1At' ,oules &,
sont les valeurs non nulles distinctes de [ .

2. Calculer f F dX 31aide de I'écriture canonique, puis a l'aide de la linéarité. Vérifier que les

R
deux résultats coincident.

3. Calculer f d’}‘.
[2, +oo]

Exercice 2 : Fonction de Dirichlet et intégrale de Riemann

soit £ = lgn[o, 1], définie sur [0, 1].

1. Montrer que IJ n'est pas intégrable au sens de Riemann sur [D, 1] .

2. Montrer que I estintégrable au sens de Lebesgue et calculer D d’}‘.

[0,1]
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3. Soit g définie sur [EI, 1] par g{a::l = & si T estirrationnel et gl::t:“:l = 12 si T est
rationnel. Montrer que g € £1([0,1]) et calculer son intégrale.

1

4. Calculer les sommes de Darboux de 9§ associées a la subdivision réguliere de pas = . La fonction

@ est-elle intégrable au sens de Riemann ?

Sur [0,1],onpose f(r) = T et,pour n 21, ¢ = 27" 2™ f |. La figure ci-dessous
représente f et ¥g.

1.00 - 0
— (X)) =X
0.75 -
0.50 -
0.25 -
0.00 - ' . : .
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

1. Ecrire ¥, comme combinaison linéaire de fonctions indicatrices d'intervalles.

2. Montrer que ©,, < @, 1 < fetque 0< f—p <277



3. Calculer f “n dA
[0, 1]

4. En déduire, en citant le théoreme utilisé, la valeur de f f dA )
[0,1]

Exercice 4 : Une limite par convergence monotone

i)
T
Pour 7 > 1, on pose In:flil—i—%) e—2T dr.
]

1. Soit « = 0.Enétudiant v — vy ln(l + %) sur |0, +oo[ , montrer que la suite

( IE n) i
(1 + ﬁ) n> 1 est croissante.
m
2. Montrer que (1 _|_%) < e% pourtout = = 0.

3. Déterminer lim Ty

Exercice 5 : Série de fonctions positives et zéta de 2

+oo 1 -
On admet que Z nl = 6
n=1

T . - . .
zT — 1 comme la somme d'une série de fonctions positives.

1. Pour x>0, écrire —z—

+aoo
Lt T gr2
2. En déduire que f r— dr = 5
0
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+co
1
3. Montrer de méme que f pr: _1 drz = 2 Z 3
0

n=1

Exercice 6 : Le réve du bachelier

1
1. Pour 7m € IN, calculer fg;'-”« {—ln g;}ﬂ dx al'aide du changement de variable © = g%,
0

2. Montrer que

1 +oo 1
r ¥ dxr = Z P
0 k=1

3. En déduire une valeur approchée de cette intégrale & 10—% prés, en contrdlant le reste.

Exercice 7 : Cas d'inégalité stricte dans le lemme de Fatou

Pour chacune des suites suivantes, déterminer liminf fﬂ en chaque point, puis comparer

fliminf f, et liminfffn

1. f,=mnlp 1/m]sur [0,1].
2. fn = 1[n, n+1] sur R.
3. f,=10,1]si nestpairet f, =1J1,2]si 7 estimpair, sur [0,2].

4. On pose -'ig-n = —1[r,n,, m+1] sur [R. Montrer que la conclusion du lemme de Fatou est fausse
pour (k). Quelle hypothése manque ?



Exercice 8 : Une suite sans domination intégrable

Pour n>1et z € [0,1],onpose [, (x) = n?  e~™T |a figure ci-dessous représente
quelques-unes de ces fonctions.

f1
4 - — f3
— £
3 ] f12
2_
1_
0 I 1 T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1. Déterminer la limite simple de (fn} sur [0,1].

1
2. Calculer ffﬂ{;[::l dx , puis sa limite.
0

3. Comparer avec le lemme de Fatou et avec le théoreme de convergence dominée.

4, Soit x € ]0,1] et & = |1/x | Montrerque fp@) 2 i(l ).En déduire que

T —

sup £ nest pas intégrable sur [0, 1]
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Exercice 9 : Convergence dominée avec un sinus

Pour m = 1,on pose

+ 00
n sin(z/n)
z (1 + z2)

1, = dx.

1. Justifier que T, est bien définie.

. : lim T
2. Déterminer n = doo ™

+co
3. Déterminer de méme lirm w dx
n — oo 14 x2
]

Exercice 10 : Limite de l'inté

+oo +oo

Pour n > 2,onpose J, = fl—iir”a I, = fliimﬂ'
0 1

1. Justifier I'existence de I, etde J,.
2. Déterminer lim I, .

3. Al'aide du changement de variable r = ulfﬂ , montrer que 1 J, — ln 2. En déduire un
équivalentde J, .

Exercice 11 : Concentration de la masse au bord




Pour n > 1 et z€[0,1] onpose f () = _|_ et I, = ff (£) dx . Lafigure ci-

dessous montre que la masse se concentre préesde © = 1.

10 T f2
fs
8 7] f'lo
f20
6 i
4 i
2 i
0 . . : .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1. Déterminer la limite simple de (£} sur [0,1[.
1
2. Al'aide d'une intégration par parties, montrer que I, = %4— f(l n )2 dr .
I
]

3. En déduire lim I,

4. Montrer qu'il n'existe aucune fonction intégrable ¢ sur [0, 1] telle que |fn| < g pourtout n

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

+
On admet que z % = %

+oo (_ljn+l a2
1. Montrer que T a2 — 1%
n=1
1
2. Montrer que f M dr = 1; , en vérifiant avec soin les hypothéses du théoréme utilisé.
0
oo

3. Calculer f Siﬂ{i?:l e "L dr pour 1 E 1.
0

+oo

gln :1: tx 1
4. Montrer que f Z SRR
0

n=1

Exercice 13 : Intégrale de sin x / x et espace L!
Soit  f(x) = % sur |0, oo .

+co
1. Al'aide d'une intégration par parties, montrer que l'intégrale impropre f f{gp} d.x converge.
0

nir

|sin 51:| 0 o ]
2. Montrer que pourtout 71 = 1, f T > Z L
|:| ju

3. En déduire que  f ¢ £1(]0, 4oo[) .

4. Montrer que ff"‘ dix = ff_ dX = oo . Pourquoi l'intégrale de Lebesgue de f n'est-

elle pas définie ?



Exercice 14 : Continuité absolue de l'intégrale

Soit f € L1(R).Pour n € N,onpose g, = min{|f],n).

1. Montrer que fﬂfl _E’n:' dA — 0
I3

2. En déduire que pour tout £ >0, il existe & = (0 tel que, pour tout borélien A ,
AA) < b = f|f| di <e
A

3. On pose Flz) = f fdAg z >0 et F':ﬁj':_f fdrg x < 0. Montrer que

[0, x] [z, 0]
F' est uniformément continue sur [F.

4. Montrer que la conclusion de la question 2 est fausse pour f(;]:} = ;lT: sur ]D, l] .

Exercice 15 : Lemme de Scheffé

Soit l:fn:l une suite de fonctions intégrables positives sur un espace mesuré {X, A, Jr.:&jl , qui
converge presque partout vers une fonction intégrable positive f . On suppose que

ffn dp — ff dps -
1. Montrerque 0 < (f — fﬂ}—i_ < fetque (f— fﬂ}—i_ — 0 presque partout.

2. En déduire que f{f —fﬂ:l+ dy — 0.

. Vérifi = 9a1 — tout réel @ . En dédui — .
3. Vérifier que |a| 2a @ pour tout rée n déduire que f|fﬂ f| du — 0
4. Montrer par un contre-exemple que I'hypothese ffﬂ — ff ne peut pas étre supprimée.
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5. Application : sur [0, 1], on pose fn{i::' — (1 + %) £1/™  Montrer que

1
f|fﬂ{:ﬂ}—l| de — 0.
0

Pour

fE El{R},on pose ?{f) = ff'@:' e~ dx pour £ € R.
E

. Montrer que ? est définie, bornée par |f|1 et continue sur [.

. On suppose de plusque & — T f{:t?:l est intégrable. Montrer que ? estde classe (1 et

exprimer :{f"'; .

Calculer F pour f = 1[—1,1], puis pour f(z) = e~ 13l

Pour f(z) = E_|$| , vérifier la formule de la question2en £ = 0.

Exercice 17 : Régularité de la fonction Gamma

oo

Onpose I'(r) = f t7—1le—t g,
0

Montrer que + — $&—1 g—1 estintégrable sur ]D, —I—CO[ si et seulementsi = = 0.

. Montrer que I estdeclasse (7% sur |0, +oo[ et exprimer P':k:'{g;} sous forme

d'intégrale.

Montrer que I'(z 4+ 1) = = I'(z) pour £ >0, puisque I'(n +1) = n!.



4. Montrer que J' est convexe, puis que j"(g;} . :1_1: quand ¢ — 0Ot

+oo

Pour = > 0,onpose F(r) = f 13::; dt .
0

1. Montrer que F' est définie et continue sur [0, +0o[ , et calculer F{0).
1 0. En dédui lim Fi{z)
2. Montrerque (0 < F(;p) <  pour x> 0.Endéduire . 2} % o .

3. Montrer que F' estdeclasse (2 sur |0, +oo[ etque Flg) + Fz) = ;1_1:

4. Montrer que F';{:t?:l — —oo quand ¢ —y 01 . Lafonction F' est-elle dérivable a droite en
0?7

Exercice 19 : Intégrale de Gauss par une intégrale a parametre

Pour x £ [K, on pose

1. Montrer que F' estdeclasse ¢l sur [R et exprimer F'F{:E:l.
2. Montrerque B/ + G’ =0 sur R.

3. Endéduireque F' 4+ G = fi—r
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+oo
4. Montrerque 0 < F(z) < ge_ig . En déduire la valeur de f e—1t2 dt.
0

+co
On admet que f g—tg df = g (voir I'exercice 19). Pour x £ [, on pose
0

+co
Fz) = f e—t% cos(zt) dt.
0

1. Montrer que F' estdeclasse ¢l sur R.
o . Iy &
2. Al'aide d'une intégration par parties, montrer que F'(z) = —5 F(z).

3. En déduire une expression de F'(z).

2
4. En déduire f"f gt gt pour tout réel =,
E

Exercice 21 : Intégrale de Dirichlet régularisée

+oo
_ oy BIDE
Pour x > 0, on pose F{;p)_ g—T : dt .
a

1. Montrer que F' est définie sur |0, +oo[ et que |F(x)| < }T:

1
14+ z2°

2. Montrer que F' estdeclasse (1 sur 10, +co[ etque F/(x) = —

3. En déduire que F(z) = % —arctan £ pourtout £ >>0.



4. Expliquer pourquoi on ne peut pas appliquer le théoreme de continuité sous I'intégrale sur
+oo

[0, +o0[ pour en déduire la valeur de f %‘f dt .
0

+co
Onfixe = = 0 eton note P(g;} = / tx—1 e—1t 4t (voir I'exercice 17). Pour n = 1 et
0

t = 0, on pose

fo(t) =t=-1 (1- %)n Lo, n](t).

1. Soit £ 0.Enétudiant y — vy ln(l — %) sur ¢, +oo[ , montrer que
0<7,0) < foi1(t) Montreraussique f(t) — 17— le—

n . "
2. En déduire que I'(z) = _1%1'[:1'_ ftﬂ?_l (1 — ﬁ) dt .
n jece]
0

1

i)
n
3. Montrer que ‘/tﬂ?_l (1 —%) dt = n% J,(z), ou Tn(x) = fud?—l (1- u}ﬂ dus .
] 0
4. Montrer que J,(x) = % Jp_1(x +1) pour n > 1, puis que
|
Tnlz) = T (z+1). .. (z+n)
5. En déduire la formule de Gauss: I'(z) =  lim n? . Vérifier | ltat
. En déduire la formule de Gauss : o A0 YL Gy - Verifier e résulta

pour 1 = 1.

) = 7 a l'aide de I'exercice 19. En déduire que

[Nl

6. Montrer que P(

2
lim 22?1—1—1 (ﬂj) _
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Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en L3

e Le cours : intégrale de Lebesgue, cours de maths en L3

e A maitriser avant : Tribus, mesures et fonctions mesurables

e Chapitre précédent : Tribus, mesures et fonctions mesurables

¢ Chapitre suivant : Mesure produit, Fubini et changement de variables

¢ Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3


https://mathovore.fr/integrale-lebesgue-convergence-corrige-exercices-maths-l3
https://mathovore.fr/integrale-lebesgue-convergence-cours-maths-l3
https://mathovore.fr/tribus-mesures-cours-maths-l3
https://mathovore.fr/tribus-mesures-exercices-maths-l3
https://mathovore.fr/fubini-changement-variables-exercices-maths-l3
https://mathovore.fr/qcm-maths-l3
https://mathovore.fr/licence-l3-maths-cours-exercices-corriges
https://mathovore.fr/licence-cours-maths

