Corrigés des exercices de maths en L3

Intégrale de Lebesgue

Corrigé de I'exercice 1 : Intégrale d'une fonction étagée
positive

1. On découpe [ selon les intervalles en jeu. Pour = & [D, 1[ irrationnel, seul le premier terme
compte: f(x) = 2.Pour x € [0,1] rationnel, f(z) =2+3 =5.En = =1, quiest
rationnel, les trois termes interviennent : f(1) = 6. Ensuite, f(x) = 3 sur [1,3] et

flz) = 1 sur ]3,5].Enfin, f estnulle ailleurs. Ecriture canonique :

f=21pa\q+5 1o nQ+6- -1y +3 1313 +1j3 5]

2. Les ensembles [D, l[ M Q et {1} sont dénombrables, donc de mesure nulle. Par conséquent,
A([0,1[ \ @) = 1 . L'écriture canonique donne

/fd)\=2><1+5><0—|—6><0+3><2+1><2=10.

Par linéarité, on trouve aussi 2x 3 +1x 4 4+ 3 x 0 = 10 . Les deux calculs donnent

ffd)a:m-

3.0na f1[2, 4ol = 3-1[2,3]+113,5] . Donc f fdr=3x1+1x2=5
[2! +'D'D|:

Corrigé de l'exercice 2 : Fonction de Dirichlet et intégrale de
Riemann
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. Soit % une fonction en escalier telle que ¢ < I}, constante égale a ¢ sur un intervalle ouvert

Jex, B[ de sa subdivision. Cet intervalle contient un irrationnel £, donc ¢ < D(z) = 0.
1
Ainsi ¢ < 0 .De méme, toute fonction en escalier % > . vautau moins 1 sur chaque
]
1
intervalle ouvert, car ceux-ci contiennent des rationnels. Donc f '.;I.g’; > 1. L'écart entre les deux
0

intégrales ne tend jamais vers [J. La fonction [} n'est pas Riemann-intégrable.

. Lafonction D est I'indicatrice du borélien € M [0, 1], donc elle est étagée. Or cet ensemble est

dénombrable : A@nN[o 1) = Zg:}":{q]:' =0 ponc f D dA=0,
[0,1]

. La fonction & coincide avec & — x horsde @, donc presque partout. Elle est mesurable, car
g==zlo1]\Q*+ x2 lgn[o,1] . Deplus, O < g £ 1.Ensuite, deux fonctions égales

presque partout ont la méme intégrale. Ainsi ¢ € £ et f g di = f:;: dx = % .
[0, 1] 0

. Posons Ty = %.Sur [$k—1! :J?k] ,ona x4 < x . Par densité des irrationnels, le sup de &

vVau E . Dememe, I'int vau xT __ 4, atteint en k‘—]_,QUIES rationnel. ou
tﬂf:DAI"ft%ltt'tﬂ? i est rationnel. D'ol

n 2
E 1 ntl 1 (k-1) (n—=1)(2n-1) 1
Up=> na="gg +3 Ln=) "3 ="g73 =3

Plus généralement, le raisonnement de la question 1 montre que toute fonction en escalier
W > g vérifie f:.:lg’; > % . De méme, toute @ < g vérifie f@ < % .Donc & n'est

pas Riemann-intégrable, bien qu'elle soit Lebesgue-intégrable.

Corrigé de I'exercice 3 : Approximation de l'identité par des

fonctions étagées

&
o™

1. Pour x £ [ :k ﬂl[,ona |_2r'rl $J = k . Par conséquent,




~ ok
Z 7 k2™, (k1) 277 + L

2. Pourtoutréel ¥, 2| y | estunentierinférieura 2y,donc 2| v | < | 2y |. Avec
y = 2" £, on obtient E,Dnliﬂ::l < f,f«"ﬂ_|_1l:$:l. Ensuite, | v | < v <| v |+1 donne
e, @) <z < () +2 " .ponc ¥, <, 1S fet 0 f —p, < 2 ",

3. Le point {1} est de mesure nulle. Ainsi
— T T
ﬁL_L(Q —D2 _ 1 1
[ooir="S"$d=d EHE 412

—n

On trouve f@n dd = 1_22

4, La suite {f,ﬂﬂ:l est croissante, positive, et converge simplement vers [ . Le théoréme de

convergence monotone donne donc ff di = lim f ©., . Ainsi f L '5'5}":3::' = 9
[0, 1]

Corrigé de I'exercice 4 : Une limite par convergence monotone

E=db

1. Si xz = 0, lasuite est constante. Soit = >0 et g(y) = y ln(l -+ %) En posant w =
on obtient

z/y
g'(v) = In(1+§) - 357 = (1l +u) - 35

Posons h{u} In(1 4+ uw) — .Alors A(0) = 0 et
b (u) = 1_|_u (1+1ﬂ)g a fﬂjg 0.Donc h > 0,et ¢ estcroissante. Par

m
conséquent, 1 — EE(’”«) — (1 + ﬂ) est croissante. La suite est croissante.
2. L'inégalité de concavité In{l + 1) < u donne n ln(l + ﬁ) < x.Donc (1 + ﬁ) < et .

3. On pose fﬂ{;[::l — (1 + %)ﬂ e—ax 1[0, n](;p} sur [D, —|—OO|: . Ces fonctions sont continues par
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morceaux, donc mesurables, et positives. De plus, 1[[], ] < 1[0, n+1], et la question 1 montre
que (f,) estcroissante. Enfin, f_(z) = e¥e™2% = =7 _Le théoreme de convergence
monotone donne

lim 7, = e”% dor = 1.

Point de méthode : la question 2 fournit aussi la domination fﬂ < e % |a convergence dominée
marche donc également, mais la monotonie évite de chercher une fonction dominante.

Corrigé de l'exercice 5 : Série de fonctions positives et zéta de
2

1. Pour = >0,ona 0O<e ¥ <1.Lasérie géométrique donne

Chaque terme 1 ¢~ ™7 est positif et continu sur |0, 400 .

2. Pour des fonctions mesurables positives, le corollaire du théoreme de convergence monotone

permet d'intervertir somme et intégrale sans autre condition. Ensuite, une intégration par parties
+oo

donne f e "I dr = # . Par conséquent,
0

+ 00 Lo

_ T _ 1 _ w2,
eﬁ—ldx_ an_ 6

0 n=1



. 2
L'intégrale vaut =

? "
rd N _—
3. Deméme, e¥ —1 — ;1 ree T "E , avec des termes positifs. Avec le changement de
- +oo +oo
variable 4 = 7%, on obtient f 2RI dr — La f wd e U gy = i? — %
m m n
Yoo 0 0
2 1
Donc f ef—l dr = 2 Z a3~ 2,404,
0 n>l

Corrigé de I'exercice 6 : Le réve du bachelier

1. Le changement de variable = = e—% est une bijection (1 décroissante de 0, +oo[ sur

]D, 1[ ,avec dxr = —e U gy . Les fonctions sont positives, ce qui justifie le calcul dans
[0, +oo] :
1 + 00 400
/x” (—lnx e MU T eTU gy = / ut (DU gy,
0 0 0
+oo

Ensuite, on pose v = l:n—|—1:l i : l'intégrale vaut 1)”‘"‘1 f LM e Ju. Donc
0

1
n n!
f:r:” (—lnz) dz = T
0
o _rl (—zxln )"
2. Pour £ € |0,1[,ona T T =TT = o .or —zlnz >0 sur
n >0
]D, 1[ , donc tous les termes sont positifs. D'apres le corollaire de Beppo Levi, on integre terme a
terme :
1
00 + 00
— 1 ! 1
T dor = E:_v%z E:—l
nh (1) (n+1)™F
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1

Avec k¥ = n -+ 1, on obtient f;t:—ﬂ? dr = Z Lk,
0 =1

3. Pour k > 6,0ona k% < =K. Donc le reste vérifie

_ —k o 6% —5
Rs= Y k < Tqjs ® 26 x10
E>6

S = 140,25 4+ 0,037037 + 0,003906 + 0,00032 = 1,291263 . La valeur exacte est
donc comprise entre  1,291263 et 1291289 | L'intégrale vaut environ 1,2913 a n0—%
pres.

. Ensuite,

Corrigé de I'exercice 7 : Cas d'inégalité stricte dans le lemme
de Fatou

1. Soit = € ]0,1].Dés que n}}—r,ona a:ﬁ;‘][],l/n],donc fnl:ﬁ‘:l =0.en 0,
fﬂ@l = 0. Ainsi liminf fn = 0 par ailleurs, ffn — n-% — 1.0n obtient

0 <1 :l'inégalité de Fatou est stricte.

2. Pour I fixé, fﬂ(dt?} = 0 des que n =1 .Donc liminf fn = 0 alors que ffﬂ =1

.lciencore [ <1.

3.8z € [0,1], lasuite l:fﬂl:i‘::l:l vaut alternativement 1 et 0.l en est de méme si

£ € J1,2] .Donc liminf f =0 sur [0, 2], tandis que ffﬂ — 1 pourtout 7.

Méme conclusion : f lirninf fﬂ = 0<1 = liminf ffﬂ . Ici, la limite simple n'existe

méme pas.

4. Pour « fixé, knp(r) =0 désque n >z, donc liminf k, = 0 et
fliminf kn=10.0r fﬁgﬂ — —]1 pourtout 7.L'inégalité 0 < —1 estfausse. Le

lemme de Fatou échoue, car I'hypothése de positivité des k&, manque.



Corrigé de I'exercice 8 : Une suite sans domination intégrable

1. Ona fnl:[]:l = 0. Pour z =0, les croissances comparées donnent 2 ¢—7Z — (). La
suite {fﬂ:l converge simplement vers 0 sur [0,1].

2. Avec U = mI, puis une intégration par parties :

1 n
/ng re "% dr = /ue“ du = {—(u + 1) 6“}3 =1l—-(n+1)e "
0 0
1
Donc ffﬂ — 1.
0

3. Le lemme de Fatou donne ici fliminf fﬂ = 0 <1 = liminf f fﬂ : 'inégalité est
stricte. En revanche, si le théoreme de convergence dominée s'appliquait, la limite des intégrales

vaudrait f 0 = 0 . Donc aucune fonction intégrable ne domine la suite (fn} .

4.50t €0, et k=[1/z|>1 Aors j<Lckqi.donc ko <1 et

1 ,
T = E41 - Par consequent,

12— k? 1o k
folz)=kéze ko > Fqel > o0

car k+1 < 2k .Enfin, [ }% —1.Ainsi sup fﬂ{ﬁ} > i(}_‘? — l) , qui n'est pas
m

intégrable au voisinage de (. La meilleure majoration possible, Shllp fn , n'est donc pas
intégrable. On retrouve le résultat de la question 3.

Corrigé de l'exercice 9 : Convergence dominée avec un sinus

1. On pose fﬂ{;[::l — Elln——m

plus, I'inégalité |sin w| < |u| donne

sur |0, +oo[ . Cette fonction est continue, donc mesurable. De
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n-x/n 1

|fn($)| S g (1+22) 1+ 22

est intégrable sur 0, 4+co[ , d'intégrale 7 .Donc [, est

1
1+ g2
intégrable et I,, est bien définie.

La fonction  g(x)

1 S .
1122 La majoration de la question 1
est indépendante de 7. Le théoreme de convergence dominée s'applique :

2. Pour £ >0 fixé, sin(z/n) ~ z/n, donc f_(£) —

: _ _dx _ T,
n 4% fn = 2

- il , . .
La limite vaut - Comme |le montre la figure ci-dessous, les fﬂ restent toutes sous la fonction
dominante, qui est aussi leur limite.

1.0 —— g(x) = —L (limite et domination)
0.8 1
0.6 1
0.4 A
0.2 A
0.0
0
X
3. La foncti arctan(nz) t conti £ Vérif w2 téarable. P
. La fonction hn{;]::] — W est continue et vérifie |h,ﬂ($}| < l—l——,:r?'-'m égrable. Pour
x>0, a,r-:ta,n{na:} —+ 5 ;en 0, lasuite est nulle, mais {0} est négligeable. Par
convergence dominée, la limite vaut E—T : E—T — %2 .



Corrigé de I'exercice 10 : Limite de l'intégrale de 1/(1+x"n)

. 1
1 La IonctloT T = 1xgm

zA S 75 sur [1, 4oof , puisque n > 2.Donc I, et J, sont finies.

est continue et positive. Elle est majorée par 1 sur [0, 1] et par

1 ; :
2. Posons fﬂ(;t:j:l_'_iﬂ.Sl 0<z<l, £® — 0,donc fﬂ{i‘}—?l.Sl r>1,
fﬂ{:t?:l — 0. Lepoint x = 1 estnégligeable. Ensuite, pour tout 7 = 2, on a la domination

0 < fﬂ =g ,avec g = 1[,3! 1]+ ﬁ 1]1, +oof - intégrable. Par convergence dominée,
1

In—:»fld;n.Ainsi limIf, =1.
0

3. Le changement de variable ., — ulfﬂ ,aveC dr — %ulf‘”« —1 de » donne

—+ 00
ul/n—l
ndn= [ Tyy du

—1/2
Pour u>1et n>2,0na ulf‘”_l < u_lx@.Or % < H_Bf@ est intégrable

sur [1, 4oo[ . Deplus, ,,1/m—1 _, ,,—1.Parconvergence dominée,

400
_du w T _ A 1.1 _
njﬂ_}/u(l—l—u)_[lnlJru]l =0 1112_1112.
1
Doncjnﬁ,.%.

Corrigé de I'exercice 11 : Concentration de la masse au bord

1. Pour = £ [EI, 1[ , n x?—1 s (0 par croissances comparées. La limite simple est nulle sur
[0,1[, alors que (1) = 7 — +oo.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

2. On intégre par parties avec u(x) = 1_|1_$ et v(zx) = z™, toutes deux de classe (1 sur
[0,1] :

La formule est démontrée.

oh
(14 z)?
convergence dominee, l'intégrale tend vers 0 .Donc lim I, =

3. La suite tend vers O sur [0, 1] etelle est majorée par 1, intégrable sur [0,1]. Par

[t ] |l

4. Supposons qu'une telle g existe. Alors la convergence dominée s'appliquerait a {fﬂ} , qui tend
vers () presque partout. On aurait f.,, — 0, ce qui contredit la question 3. Aucune

domination intégrable n'est possible.

Point de méthode : quand la masse se concentre en un point, la convergence dominée échoue. Une
intégration par parties transfere alors la concentration dans un terme de bord explicite.

Corrigé de I'exercice 12 : Intégration terme a terme de séries

alternées

Y L__ 1 m
1. On sépare les termes pairs : (2m)¢ — 4 & .Ces séries convergent absolument, donc

n > 1
+ 00 n+1 + 00 + 00
~1 2 2
=) ZL_Q S 1 _ x2_ x?
n2 n2 (2m)* 6 12
’}T_E

La somme vaut 17"

In(l + =) n

ekl S e _ +1 —

2. Pour = € ]0,1[ ,ona T = Z Un(T) avec v (z) = (G S L P
termes changent de signe : on utilise donc le théoreme d'intégration terme a terme de la partie V.
Les Uqn sont continues et



1
lupy ()| de = Z é < +00.
1 0 n > 1

1

[:_1)14+1
L'hypothése est donc vérifiée, et Uy = PR D'apres la question 1,
0

1

In(1+ ) 2

T d:ﬂ' — ﬁ "
0

3.0na sin{:ﬂ} g NI — Im(e& - ’-”«3'5‘?) , et |E'if=:—’-’1:'ﬂ?| — o—nax estintégrable. Donc
+00
i —m)x 1 n +t
li=me gy o 1 nti

n — 1 n2—|—1

+oo
.. .. . _ 1
En prenant la partie imaginaire, f gln{g_:} e~ MT dr — T
0
sin T . —n _
4. Pour £ >0, er—1— Z sin(z) e .Ensuite, [sin z| < x donne
n>1
+ 00 + 00
. _ — 1
Isin(z)|e™ ™% dz < / ve " dr =y
0 0
terme général d'une série convergente. Le théoréme d'intégration terme a terme s'applique. Avec
+oo
. . ln T _ 1
la question 3, on obtient f e dr = Z:; Py 1![]’,?’6? .
0 n

Corrigé de l'exercice 13 : Intégrale de sin x / x et espace L!
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+oo
1. Lafonction f se prolonge par continuité en 0 par f{0) = 1.1l suffit donc d'étudier f .
1

Pour X =1, uneintégration par parties donne

X

Sin T cos 71X COS T
T dr = [—T]l — ? dx.

Le crochet tend vers cos 1. De plus, % < ﬁ , donc la derniere intégrale converge
+oo
absolument. L'intégrale impropre f Bl Z dx converge.
0
kT
1 1 : .
2. sur [(k=L)m km],ona z > ¢-.0r |sin z| dz = 2. Donc chaque arche contribue
i I:k_ljﬂ— ”
1L T
au moins % En sommant sur k, f | T | dr = % kzl % . La figure ci-dessous
|:| =

représente ces arches et leurs minorants en pointillés.

1.0 [sin x|
- X
s - % sur [(k — 1)m, kr]
0.6 1
0.4 1
AN
’ \
021 / R
/ 77N
/ s L=
7 7 /’ i
/ i4
0.0
0 T 2n 3n an 2L

3. La fonction |f| est positive. D'aprées la partie VI du cours, son intégrale de Lebesgue est la limite
i

de f || - Or la série harmonique diverge. Donc f|f| d) = oo et
0



£ ¢ £1(]0, +oo[).
X
4, On a f""-|—f_:|f| et f"‘—f_:f.Pour X =0, notons A{X}:ff"’ et
0

X
B(X) = f f . Laquestion 1 montre que A(X) — B{X) aune limite finie. En revanche,

0
A(X) 4+ B(X) — 4oo daprés la question 3. Par conséquent, A(X) et B({X) tendent
toutes deux vers oo . Par convergence monotone, ff"‘ dAa = ff_ dX = +oo.la

différence f f"' — f f_ est de la forme ©0 — 0o, donc l'intégrale de Lebesgue de  f

n'est pas définie.

Corrigé de I'exercice 14 : Continuité absolue de l'intégrale

1. Les fonctions 9., sont mesurables, positives, et croissent vers |f|. Par convergence monotone,

f g, — f || - Comme f |/| < oo, on peut soustraire. Donc

[un-syar=fin- [, 0.

2. Soit £ > 0 .D'aprés la question 1, il existe [N = 1 tel que f (|f| — gN) < % Posons
§ =355 .51 A(A) <6, alors

/lfl:/(lfl_gN)+/gNS/(lfl_gN)+NA(A)<%+%‘
A A A R

Ainsi f|f| dA < e,
A

3. Soit * <{ %Y. Dans tous les cas de signe, on a Fly) - Flz) = f fdA , d'ou
]z, 4]

|F(y) - Fla)| < f 171, si y — <&, laquestion2donne |F(y) — Fz)| <e.or §

[z, ¥]
nedépend nide X nide ¥.Donc F' estuniformément continue sur [.
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d
4. Pourtout & € ]0,1], 'ensemble A = ]0, 8] vérifie A(A) = & . Pourtant me = +oo

A
La conclusion tombe en défaut, car :1_1: n'est pas intégrable sur 0, 1].

Point de méthode : tronquer |f| en min{|f], ) ramene un probléme sur une fonction intégrable a
un probleme sur une fonction bornée. La convergence monotone contréle |'erreur.

Corrigé de l'exercice 15 : Lemme de Scheffé

1.si f2f,, alors {f—fﬂ}—i_ =f-f,<fcr f,, 2 0. sinon,
(f — fnjl—i_ =0 < f .Deplus, g — gt estcontinue, et f —f, — 0 presque
partout. Donc 0 < (f — fﬂ}—i_ < fet (f- fﬂ}—i_ — 0 presque partout.

2. Lafonction [ estintégrable et ne dépend pas de # : c'est une fonction dominante. Par

convergence dominée, f{f — fﬂ}"‘ duy — 0.

3.8 a>0, 2at —a=a=1la].5i a<0, 2aT —a = —a = |a|. Avec
f3&Zf—fﬂ,onobtient

/|fn—f|dﬂ=2/(f—fn)+d,u—/fd,u+/fnd,u‘

Le premier terme tend vers () et la différence des deux autres aussi, par hypothese. Donc

flfﬂ—fl du — 0.

4. sur R,prenons [, = 1[0,1] T 1, n+1] et f =1[0,1].0na [, — f partout.
Cependant, ffﬂ — 9 ne tend pas vers Ff=1FEt |fﬂ — f| — 1 ne tend pas

vers [ :I'hypotheése est indispensable.

1. donc fﬂ(d?} — 1. Ensuite,

5. Pour = € ]D, 1], ;Elfﬂ — E(ln ) /n
n j—

_}
1 1
ff (1 + %) . 1 =1 = f 1.Les fn sont positives et intégrables. Le lemme
] 0



1
de Scheffé donne f|fﬂ{;r;j — 1| de — 0.
0

Corrigé de I'exercice 16 : Transformée de Fourier d'une

fonction intégrable

1. Posons h{@ g;} — f{;[;“:] E_”‘f .Pourtout £, = — h{f, fl?:l est mesurable et
IR, )| = |F(@)]. Donc F(£) estdéfinieet [F(€)| < | f1; - Ensuite, pour tout =,
¢ — h(£, x) est continue, et la domination || < |f| ne dépend pas de £ .Le théoréme de
continuité sous l'intégrale montre que :1? est continue et bornée par |f|1 .

2. Pourtout x, £ — h(£ x) est dérivable, et g—g’{@ z) = —ix flz) e~ o
& h
3
continuité de la dérivée découle ensuite de la question 1 appliquée a = fl:ﬂ:‘:l . Donc ? est

ol et 7€) = — f z f(@) e "€ dr |
R

= |z f{z)|, intégrable et indépendant de £ . Le théoréme de dérivation s'applique. La

3. Pour [ =1—1,1] et ££0:

1
. & g 2 si
f(§)= e vxé dr = & %_ge _ 5};5)
—1

et ?{D} = 2. Pour f{g;) = E_|5‘3| , on découpe en deux :
“+00 —+00

fé) = / em 102 gp 4 / e (1 i) do = T3 + 105
0 0

] . 7 el - 2
On obtient 1r_; ;] (€) = s:fnf et f(£)= 1+ g2
.y . _
4. Lafonction . o—|%| estintégrable et impaire, donc F 0= f se ¥l ds =0 -
[k
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1—+ ;jg ,hulleen [ .Les deux calculs concordent.

, . 2
D'autre part, la derivée de 1+ ¢2 vaut (

Corrigé de I'exercice 17 : Régularité de la fonction Gamma

1. Lafonction + — $x—1 g—% est continue et positive sur ]D, —|—CO[ .En 0, elle est équivalente
& tx—1,intégrable sur ]0,1] sietseulementsi x —1>> —1.Auvoisinage de +0co, elle est

négligeable devant tl_z , donc toujours intégrable. Elle est intégrable si et seulement si
>0,

2. Posons h(z,t) = tTle—t = e =UInt o—t pour % fixé, h est ¢ en =, avec
j:. .
gﬁ}(x, t) = (Int)¥ t=—le—t.Fixons 0<a<b.Pour = € [a,b], 0na

=l < ga—lsi ¢t <1,et to—1 < ¢tb=1lsi ¢ >1.Dou

k
u(@, t)‘ < gk(t) = |In L‘|’Ig (ta’_l + tb_l) et

En 0O, |1n ¢|k +a—1 — ,:;.(fﬁfg - 1), intégrable car r:;,/Z >0.En oo,
gk{t:l = G{I/tg). Donc 9k estintégrable. Le théoréme de dérivation, appliqué J fois sur

chaque [m,b], donne le résultat. I est (% sur |0, +oo| et
+co

r®(g) = f (Int)F to—1e—t dt .
0

3. Pour 0 < & < A, onintégre par parties :

A A

tT et dt = | =t~ e—t]f +r | tvle—t gt

Le crochettendvers (0 quand ¢ — 0O et A4 — —+oo,car = > 0.Donc
+oo

'z 4+ 1) = =z I'(z) . Enfin, i = f e—1t 4+ — 1, et une récurrence donne la suite.

0
Ainsi I'(n +1) = n!.



4o
4, Ona PH(;[;‘:] = {ln t}g tr—1l e—t 4t = 0, car l'intégrande est positive et non nulle

0

presque partout. Donc I est convexe. Ensuite, f,:j::, =

M,et I est continueen 1

avec I'(1) = 1.Par conséquent, I'{z) ~ }T: quand  — 0T,

Point de méthode : sur un intervalle ouvert, on ne cherche pas une domination globale. On domine sur
chaque segment [a, ] , puis on conclut car la dérivabilité est une propriété locale.

Corrigé de I'exercice 18 : Une équation différentielle vérifiée
par une intégrale

E—I-"-t
14 t2 ;
continue. De plus, 0 < Afz, t) < 412

continuité s'applique. F' est définie et continue sur [0, +cof , et
oo

dt
F) = f 1+t9:%'

0

1. Posons hlz,t) = pour £ > 0 et t > 0.Pourtout £, = — Afz,t) est

intégrable et indépendant de . Le théoreme de

R
2. Pour £>0,0na 0 < Az, t) <e Tt dou 0< Fx) < fe_ﬂ?t ,ﬁ:}—r.Par
0

§ Flg) =10
encadrement, $_§H}‘_m ':5'3:' .

(=t)k o=

ke {1,2 BER oy ' >
3. Pour k€ {1,2}, 0ona il t) = T .Fixons a>0.Pour £ > a,

&% h
&k

($Jt) S l—l—t2

< f:k e—atj

qui est intégrable sur [0, +-co[ . Le théoréme de dérivation s'applique deux fois sur [a, oo ,
+oo

pour tout @ >0.Donc F' est ¢2 sur ]0, +oof ,avec F/'(z) = f
0

T+ 2 dt. Par

linéarité,
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Ainsi F”(@ + Flz) = % pour tout = >0,

4o

4, Ona _F’(;p}: fte—_ﬂ

T dtSot (£y) une suite décroissante vers 0 . Les fonctions

0
t — L2222 sont positives et croissent vers ui n'est pas intégrable sur [0, +oo[
car elle est équivalente a % . Par convergence monotone, —Ff{:ﬂn} — oo . Ensuite, pour
x > 0, le théoréme des accroissements finis donne ¢, € |0, =] tel que
F(z) — F(0)
I

— FI(CQ , grace a la continuité de  F' en (1. Ce quotient tend donc vers

—Co , Ainsi F'FI(:J:‘:I — —co quand x —y 0T, et F n'est pas dérivable a droite en
0.

Corrigé de I'exercice 19 : Intégrale de Gauss par une intégrale
a parametre

—z2 (1 + 12
1. Posons h(z, t) = % sur R x [0,1]. Cette fonction est continue, et
%(a‘;! t) = -2z e~ 2 (1+1%) Fixons A>0.Pour |z| < A ona

A . La continuité de

Zhi )| < 24
constante intégrable sur [0, 1] . Le théoréme de dérivation s'applique sur [—A., A] pour tout
! découle de la méme domination.
1

F est (1 et
Fliz) = -2z f e~ T2 (1 +12) gy,
0

1
2. Ona F'Fl:;]_‘:‘:l — —2 E-_:L'gf
0

re—x2t? Ji Pour = ?é 0, le changement de variable

1 T
n = xt donne f:]_? e—x2t2 gy — f
0 0

I

|:|

e—u? gy, . Cette égalité reste vraie pour = = 0.



3. Lafonction F' + G estdonc constante sur l'intervalle R.Or G{U) = 0 et

1
dt — T
F{D}:fl+t2:arctan1.AlnSI F—|—G—4.
0
4. Pour t € [0,1],0ona o—=2(1+1t?) < ,—22 Donc
{ =
_ dt _ . - m
0 < Flz) < e fl—i—tﬂ = 7 e~ T2 . Par conséquent, Fiz) — 0,puis Glz) —
0
quand x — -2 . Enfin, la fonction E—tg est positive : par convergence monotone,
+oo +oo
_tZ _ . = _i.z . E . .
e dt = lim G{g;j . On obtient e dt = . La figure ci-dessous
0 T e 0 ’

montre F' qui décroit, ¥ qui croit, et leur somme constante.

0.8 e e e e e e e —
0.6 —+F
X 2
— G(x)=(]‘0e—f dt)
0.4 1 —— F+G=n/4
0.2 1
00 I T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Corrigé de I'exercice 20 : Transformée de Fourier de la
gaussienne

1. Posons h(z,t) = e~ % cos(xt) . Pourtout t, h est ¢l en x,avec
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& h 42 - P 42 & h
5 t) = —te"t"sin(zt). Onalesdominations |h| < e~t“ et [F] < te
intégrables sur [D, —|—OO|: et indépendantes de . Le théoreme de dérivation montre que
+oo
F est (1 sur R, avec F’{@ = _f f e—t2 sin(rt) dt.
0

2. On integre par parties avec u(t) = sin(rt) et w(t) = % e—t?, de sorte que
2 1. gt
W/(t) = —t et . Le crochet [i sin(rt)e! } est nul. Donc
0
—+00 “+ o0

Fl(z) = f sin(zt) v/(t) dt = —f x cos(zt) - % e—t? dt.
0 0

Ainsi F';I(:I?:I = —%: F(z).

3. Posons  &(x) = F(x) e %% Alors 9!7';{1:) = (F’r{a:} +35 Flz }) #2/% = 0.ponc &
est constante, égale & #(0) = F(0) = 5. Par conséquent, F(r) = % —z2f4

4. Ona e~ = cos(rt) —+sinrt) . Lafonction ¢ — g—1t? sin(rt) estintégrable et
impaire, donc son intégrale sur [ est nulle. De plus, % — g—1t* cos(:ntj est paire. Donc

fﬁ_tg et df = 2F(x) = /7 e~ T4 _
R

Corrigé de I'exercice 21 : Intégrale de Dirichlet régularisée

1. On prolonge Tt par 1 en 0.L'inégalité |sin t| < t donne |[e—=t %‘5 < e—at,
intégrable sur [0, +oo[ pour £ >0.Donc F(z) est définie et
oo
F@I< [ eetar=t.
0
_ppEint o h T , .
2. Posons h[i;]_‘:! t} — e—xt el Alors ﬂ{x, t} — —e—t gin ¢, continue en . Fixons
& h

a>0.Pour £ = a,ona < e—at, intégrable. Le théoreme de dérivation s'applique

gh
sur [a, +oo[ , doncsur 0, +oo[ . Ensuite, comme dans I'exercice 12,



+00 o
2t o _ (¢ — z)t _ r4+d 1 .
e sint dt = Im e dt—1m$2+l—l+$2
0 0
Donc F est (1 et F’{;r]z—l_l_lﬂ-

3. Lafonction F' +arctan aune dérivée nulle sur l'intervalle |0, +oo| . Elle est donc
constante, égaled € .Quand z — +oo, F{x) — 0 d'aprésla question 1, et
arctanz — 5.Donc C = 7 .Ainsi F(z) = 5 —arctan £ pourtout £ >0.la

figure ci-dessous confronte cette formule a des valeurs numériques de F' et au majorant % .

2.00

1.75
n/2

1.50

1.25 4

\ — g—arctanx

1.00 - @ valeurs numériques de F(x)
AN --- majorant 1/x
0.75
0.50 A
0.25 A ——
0.00 - . : .
0 1 2 3 4 5

4. Pour appliquer le théoreme de continuité sur [EI, —I—m[ , il faudrait une fonction & intégrable

|51? t| < g(t) pourtout x = (0. Enprenant x = 0, on aurait

telle que —uxt

|Eu; £ < g(t:l . Or I'exercice 13 montre que |Eu; £ n'est pas intégrable. Aucune domination
n'est donc possible. D'ailleurs, ¢ —s %‘5 n'est méme pas dans 1 : F(0) n'a de sens

gue comme intégrale impropre. Un argument supplémentaire, par intégration par parties, montre

P - : lim  F(z) = us
gue cette intégrale impropre vaut bien + 7.
r— 0
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Corrigé de I'exercice 22 : Probleme : formule de Gauss pour la

fonction Gamma

1. Soit t>0.Si t>mn,alors [, t)=0<Ff _|_1{ﬁ:l Si t=n,alors f {ﬁ:l =0
aussi. Supposons enfin £ <n.Posons g(y) =y n(l — ) pour ¥ >1, et
u = ﬁ € 10, 1[ - Alors

g'(y) =In(l —u) + 1=

vérifie k(0) = 0 et

La f;)nction kw) = In(1—w) + 1=
—_ L

F - Ti—w?  —wZ

(1 _ %) _ o9 < og9(n+1) . En multipliant par £=—1 = (), on obtient

0 < fﬂ{f:' < fn_H{f:l . Enfin, pour £ fixéet n=>1%, n ln(l — %) — —+.Donc

':fn:l est croissante, positive, et fﬂ{t} — tx—leg—t,

1 —u > 0 .Donc @ est croissante, et

2. Les fﬂ sont continues par morceaux sur ]D, —|—r:o[ , donc mesurables. La question 1 permet
d'appliquer le théoreme de convergence monotone :

+oo —+ 00

n

n
/tﬁ'ﬁ—l(l — k) dit = / f(t) dt — tr—le—t dt.
0 0

0

T
Ainsi P{,:t:} = 11 nj.'_ f tT— 1 % dt . La figure ci-dessous illustre cette convergence
n joca]
0

croissante pour 1 = 2.



0.4 1

n=2

g n=4

\ — n=8

0.3 — n=20

- = tet (limite)

0.2 -

0.1 4

0.0

3. Le changement de variable i = nu,avec dt = n du , donne
n 1
£\" n
/ tﬂ:_l(l — ﬁ) dt = / n-lyz-1(1 —wu) n du.
0 0

On obtient bien n7 J,(z) .

4. Soit m > 1.Onintegre par parties sur [g, 1] avec w(u) = “Tx et wlu) = (1- ujﬂ , puis

1
on fait tendre £ vers (. Le crochet [“Tx{l — u}n]ﬂ estnul,car z>0et n > 1.Donc

1
Jo(x) =% / wf(1—w)" tdu=2J, 1(z +1)
0
1
Ensuite, JD@:‘ = fuy—l du = % En itérant 7 fois la relation,
1]

_n n-—1 1 _ n! 1 .
Jn(z) =z z+1 " z+n—1 Jo(z +n) = z (z+1) ... (z+n-1) z+n
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Ainsi J,(x) = ($+1) )

5. Les questions 2, 3 et 4 donnent directement

_ : _ - n* n! .
F(x) T 1—1>H—1|——oo n? Jn(g;) T HH—}—OO z (z+1)... (z+n)

1
Pour x = 1, le quotient vaut (ﬂ+T), = n_|_1 — 1.0Onretrouve I'(1) =1 :laformule

de Gauss est démontrée et vérifiée.

6. Le changement de variable ¢ — 52 ,avec df = 2s ds, donne
+oo +oo

P(%) - f Y2 ot gy = 9 f e—32 gs. D'apreés I'exercice 19, P(%) — .
0

Ensuite, pour 1 = %
1-3-5...(2n+1) (2n—|—1)
z(zx+1)... (z4+n) = 2?1—|—1 = JnF1 g7 oy
En effet (2 (Eﬂ-H)I _ @nl) '
, n—|—1:| =T34, .9n = 37 . La formule de Gauss devient
. t 92n+1 o)
T = lim . .
n = +oo  (2n+1)!

Ji 22n+l (ﬂ!}lg
(2n41)
contre VT 2 1,772 .

Donc [im — /7 - Numériquement, pour m = 200, on trouve environ 1,769,

Point de méthode : pour une intégrale sur [D, ﬂ] , on écrit I'intégrande avec l'indicatrice 1][:], n].La
question devient alors une interversion limite-intégrale sur un domaine fixe.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L3
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Le cours : intégrale de Lebesgue, cours de maths en L3

Les énoncés : exercices de maths en L3 sur intégrale de Lebesgue

A maitriser avant : Tribus, mesures et fonctions mesurables

Chapitre précédent : Tribus, mesures et fonctions mesurables

Chapitre suivant : Mesure produit, Fubini et changement de variables

Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3
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