Corrigés des exercices de maths sup

Hyperplans et sous-espaces affines

Corrigé de I'exercice 1 : Reconnaitre des formes linéaires

1. Pour tous vecteurs v = (z, vy, z), v = (z/ ¢/, z’) ettoutréel },ona
e Av+v) =20+ 2) - Ay +y)+3(A 2z +2) = A (u) +¢;(v') . Donc

1 est une forme linéaire.

2. Ona f,fi'glil, 1) =1, alors que @2{2{1,1}} = (pg{ﬁ, 2) =4 ?é 2 @2{1, 1) .Donc #g n'est
pas linéaire.

3. La dérivation est linéaire, de méme que I'évaluation en un point. Ainsi,
AP+ )+ (AP +Q) 0 =2 (P0+ P 0)+ Q1) + Q'(0) . Donc ¥3 est

une forme linéaire.

4. Pour [ continue, ¥ — % f(%) est continue, donc I'intégrale existe. Par linéarité de I'intégrale,
994':}\ f+ Qf:l = A f,fi'_&l:f:l + (,D,_ll:g:l .Donc ¥4 est une forme linéaire.

5. La trace vaut Z m-.é,c-j , qui est une combinaison linéaire des coefficients. Donc ¥5 est une
1

forme linéaire.

6. Une application linéaire envoie 0 sur (0. Or @5{'3, 0) = 1. ponc %g n'est pas linéaire.

Point de méthode : pour réfuter la linéarité, un seul contre-exemple suffit ; le test (0} = 0 est le
plus rapide.
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l'espace

1. La matrice de la famille dans la base canonique est triangulaire supérieure :

1 1 1
P=1011
0O 0 1

Son déterminant vaut 1 ?é 0. Par conséquent, B estune basede [R3.

2. Oncherche a,b, ¢ telsque (z,vy,2) =ae +bey+cey=1(a+b+c,b+cc).on
obtientd'abord ¢ = # ,puis b = y — 2 ,enfin @ = L — ¥ Ainsi:

ET(‘T‘;J Y, Z) = T — Y, 65(33: Y, Z) =Y — 3 [\ua’d?}

b d7
[\boxe ],ez'a‘)(a\:‘j Yy, 2) = 2.

On vérifie par exemple €(ey) =1—-1 =0 et ej(e;) =1 -0 =1 Les formes
coordonnéessont T — %, ¥ — < et =.

3. D'aprésle cours, @ = @(ej) el +leq) el +pleg)el or wleg) =1,
@len) =142 =3 et @leg) = 6. vérifions :
(x—y)+3(y—2)+6z=24+2y+32.Donc ¢ =ef +3ef+6e3.

4. Notons (a, b, c) les coordonnées dans 1B . La question précédente donne

@lae; +bey+cey) =a+3b+6c . Dans B, l'hyperplan ker ¢ a pour équation
a+3b4+6c=0.

Corrigé de I'exercice 3 : Equation d'un plan vectoriel

1. Les vecteurs Y1 et Yo ne sont pas colinéaires : la premiére coordonnée de Y5 est nulle,
contrairement a celle de %1, et Uq ?é 0.Donc dimH = 2 =3 —1,et H estun
hyperplan. On cherche ax + by + cz = 0 vérificepar Y1 et Y3 : a4 b =0 et

b+¢c =0.Avec b = —1,ontrouve @ =1 et ¢ = 1.Une équationde H est
r—y+z=0,



2. Onpose @(x,y,z) = £ —y + z.Comme wplu) =1 ?é O,ona u ;ﬁ H . D'aprés le cours,
un hyperplan et une droite engendrée par un vecteur hors de lui sont supplémentaires. Donc
R:=HBRu.

wh)  2-3+4
wlu) = 1

h =wv—3u = (-1,3,4), etl'onvérifie —1 -3+ 4 = 0. Ainsi

v = (—1,3,4) 4 3(1,0,0) . La figure ci-dessous montre cette décomposition.

3. La composante sur [ v vaut A 1w avec A = — 3. Ensuite

H:x—y+z=0
= CcOMposante sur Vect(u), u= (1,0, 0)

h =(=1;3:4) 3y

4. Le méme calcul pour w = {:J:, U, z:l donne A = x — 1y + . La projection est donc
p(w) = w — o(w) u. On obtient p(r, vy, z) = (v — 2, v, #). On vérifie que
y—z—y+z=0,dnc plw)e H .
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Corrigé de I'exercice 4 : Base d'un hyperplan de dimension trois

1. L'ensemble H estlenoyaude @:& — Ly + Ty — Tg+ 22, . Cette forme est linéaire et
non nulle, car (1,0,0,0) = 1.Donc H estun hyperplande R4, de dimension 3.

2. L'équation donne £y = —%n + L5 — 22, ,avec T3 L3 T4 libres. Ainsi

T =x,(-1,1,0,0)+24(1,0,1,0) + ,(-2,0,0,1).

Ces trois vecteurs engendrent A . Leurs trois derniéres coordonnées forment la matrice identité,
donc ils sont libres. Une base de A est ((—1,1,0,0),(1,0,1,0), (-2,0,0,1j.

3. Le vecteur €y = (1,0,0,0) vérifie fp{el} = 1?‘2 0,donc RT*= H@R e, - Ensuite,
©(1,1,1,1) =141-142 = 3. La composante sur la droite est donc 3 €1 , et
h=(,111)~-3e; = (-2,1,1,1) . onvérifie: —2+1-1+2 = 0.Ainsi
(1,1,1,1) = (=2,1,1,) +3(1,0,0,0).

Corrigé de l'exercice 5 : Translations et sous-espaces affines

1. Pourtout x, to{ty(zr) = (x +v)+u = = + (u 4+ v) = ty4.(x). En particulier,
tyof_y =1y o0ty = tg = Idg.Donc Ty est bijective, de réciproque 1_; .

2.Si u =0, ty = Idg estlinéaire. Inversement, si £y est linéaire, alors t,(0) = 0, c'est-
a-dire w = [ .Ainsi T, estlinéaire sietseulementsi 1 = 0.

3.0na tyule+ f)=(@+u +f.Quand f décrit F',cepoint décrit (@ + 1) + F'. Donc
tx(A) = (@ + u) + F', sous-espace affine de direction F'.

4. D'apreés le cours, deux sous-espaces affines de méme direction a + F' et & 4+ F sont égaux si
etseulementsi b—ag € F.lci b = a4+ u,donc b —a = v .Par conséquent,
t,(A) = A sietseulementsi u ¢ F.



Corrigé de I'exercice 6 : Reconnaitre des sous-espaces affines

1. Laforme @(z,y,z) = £ +y + 2z estnonnulle, et A = {@ = 1} . D'aprés le cours, c'est
un hyperplan affine. _4 est le plan affine passant par {1, 0, D:l , de direction le plan
r4+y+z=0,

2. Lespoints & = (1,-1,0) et ¢ = (—1,-1,0) sontdans B .Si B était un sous-espace
affine de direction F' ,onaurait ¢ —b € F' ,donc %(g — b} c F', puis
b+ %(.: —8) = (0,-1,0) € B.or 024 (-1) = —15 0.Donc B n'est pas un sous-
espace affine.

3.0na (141¢,2—1¢3t) = (1,2,004¢1,-1,3). C estla droite affine passant par
(1,2,0) etdirigée par (1, —1,3).

4, Le systtmedonne = = 2 et ¥ = —1,avec =z quelconque. Ainsi
D = (2,-1,0)+R(0,0,1). D est une droite affine, intersection de deux plans
affines.

Corrigé de I'exercice 7 : Deux équations d'un méme hyperplan

1. Les deux formes sont non nulles. D'aprés le théoréme du cours, 1 = Hy siet seulement si
(3,a,b) = A(1,2, —1) pourunréel }.La premiére coordonnée impose } = 3.Donc
H{ = Hqy sietseulementsi g =6 et bh = —3.

2. Ecrivons P = ag+a; X +a, X2 Alors P(0) = ag, P’{D} = aqy et
POy = 2aq . Ainsi Y(P) = ag +ay +ag = P(1) = ¢(P). Les deux formes sont
égales, ce quiestlecas X — 1.En particulier, ker ¢ = ker 1. C'est d'ailleurs la formule
de Taylor pour un polynéme de degré au plus 2.

3. Soit @ tel que @{a}%[ﬁl ; il existe car @%D.Onpose }l:%et v=1—Aeg.

D'une part, X estnullesur ker ¢, car ker ¢ C ker ). Dautrepart, x(@) = 0.0r
E = kerw @ Ka . Parlinéarité, X estdoncnullesur F .Ainsi 1 = Ag.lIci X peut
étre nul : c'estle casou % = 0.
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Point de méthode : pour montrer qu'une forme est nulle, il suffit de la tester sur un hyperplan et sur un
vecteur hors de cet hyperplan.

Corrigé de I'exercice 8 : Hyperplans de polynomes

1
1. Les applications ¢ : P — P(l:l et : P — fp{t} d+£ sont des formes linéaires sur F .

0
Elles sont non nulles, car (1) = (1) = 1.Donc H = ker ¢ et G = ker ¢/ sont
des hyperplans de F', de dimension 3.

2. Pour P = GLG—I—.:;lX—i—agXE—I—aBXS,ona P(1) = ag+a;+ay+ag. Dansla
base canonique, I'équation est donc @ + @1 + @ + &3 = U Ensuite, si
P =bg+b(X -1 +by(X —1)? +b3(X —1)° alors P(1) = by .Dansla
seconde base, I'équation de A est simplement bg =0,

1
3. Le polyndme X — 1 appartienta & . Enrevanche, f {t — 1) df = —% ?é 0, donc
0

X -1 ¢ G . Ainsi H ?é G, etles formes % et 1 ne sont pas proportionnelles. La famille
(¢, %) estdoncderang 2.Dapréslecours, dim (H NG)=4-2=2.

4. Un polyndéme de H admet 1 pour racine, donc s'écrit P = (X —1) I:CL_X_E +b0X +¢).
Calculons son intégrale :
1
f(t—l)(at9+bt+c)dt=a(
0

BOICY

_1):_10_2_%_

b=

)+

e

W —
o=
o=

La condition P € & s'écritdonc a + 26 +6¢c = 0,s0it g = —2h — B¢ . Avec
(b,¢c) = (1,0), puis (b,c) = (0, 1), on obtient

Pi=(X-1)(X-2X%)=X(X -1)(1-2X), Py =(X=1)(1-6X2).

Ces deux polyndmes ne sont pas colinéaires. En effet, P1(0) = 0 alorsque Py(0) = —1, et
Pq ?é 0. lls forment une famille libre de A M G, de dimension 2.Une basede H M &
est (X(X —1(1-2X), (X -1)(1 -6X2).



Corrigé de I'exercice 9 : Systeme d'équations d'un sous-espace

1. On cherche les formes @ £y + b Tnt+CTg+ d T4 nulles sur les deux générateurs :
a+c+d=0e b4+c—d=0.Ainsi g = —c—det b = —c +d.Lechoix
(c,d) = (1,0) donne {-1,-1,1,0);lechoix (c,d) = (0,1) donne (-1,1,0,1).La

famille ({1,0,1,1), (0, 1,1, —1}) estlibre, donc dim F' = 2 ,etilfaut 4 —2 = 2
équations indépendantes.

.55‘1+.55‘2

[\boxed?]f": "3
1~ %2}

Ly

onvérifiesur (1,0,1,1): 1 =1+0et 1=1-0.Puis,sur (0,1,1,-1) : 1 =0+1
et —1 = 0 —1.Le systeme obtenu décrit bien F'.

2. En ajoutant puis en soustrayant les équations de {3 , on obtient 21’»‘1 + 3333 = 0 et
224 + 22,4 = 0 Lesysttme équivautdonca *3 = —T1 et T4 = —Tq. Ainsi
Ir = :I"]_I:]-] D] _11 I:I:l + :I:EI:DJ 1] [:I] _]-:I . G a pour base {(1] I:I] _]‘:I D:l] I:I:IJ 1] [:IJ _].:I:I et
dmG = 2.

3. Unvecteurde F' N G vérifie £+ g = T3 = —Ty,donc Ly = —3331 . |1 vérifie aussi
Ty =%y =Tg = —TLy,donc £y = 0.0Onendéduit 5 =0, puis £3 =24 =0,
Ainsi M G = {0}.Deplus, dim F' +dim G = 4 .Par conséquent, R* = F @ G .

Corrigé de l'exercice 10 : Rang d'une famille de formes
linéaires

1. Onremarque que ¥ + %o = 22y + 024+ 325+ 24 = @5 . La famille est donc liée. En
revanche, ¥1 et %1 ne sont pas proportionnelles : leurs coefficients de ¥4 valent 1 et 0,
alors que ceux de 7 valent tous deux 1 .Le rang de la famille vaut 2.

2. D'apres le cours, la dimension de l'intersection vaut 7 —7.Donc dim F = 4 — 2 = 2.De
plus, F = ker 4 M ker @4 , puisque “3 s'annule dés que ¥{ et ¥y s'annulent.

3. Onrésout T+ Tn+oq+ 24 =0et £ —2Ty+2x; = 0 Laseconde équation donne
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Ty = Ty — 2T5  Enreportant, 2T — Tn+ T4 = 0, soit Ty = %(333 — ;r_';%:l . Pour

(Tq,74) = (2,0), ontrouve (—3,1,2,0). Pour (zg x4) = (0,2), on trouve

(-1,-1,0,2) .0n vérifie: —3+14+2=0, -3-144=0,pus —1-142=0
, —1 4+ 1 = 0. Ces vecteurs sont libres, car leurs deux derniéres coordonnées le sont. Une base
de F est ((—3,1,20) (-1, 1,0 2).

Corrigé de l'exercice 11 : Intersection de droites affines de
I'espace

1. Unpointde D7 sécrit (14 5,5 2) etunpointde Dq sécrit (2,3 + ¢, —t). L'égalité
donne 14+s5 =2, s=3+1%t et 2 = —F.Ainsi s =1et ¥= —2,etladeuxiéme
équation est bien vérifice. Donc D1 N Dy = {(2,1, 2} .

2. Unpoint communa D1 et D3 vérifierait (1+s,35,2) = (r,7r).Onauraitalors r = s
et r =1+ s ,cequiestimpossible. Donc T M D3 = @. Pourtant, les directions (1,1, 0)
et (1,1,1) ne sont pas colinéaires : les droites ne sont pas paralléles.

3. Supposons 1 et D3 contenues dans un plan affine de direction P ,avec dim P = 2.
Alors P contient (1,1,0), (1,1,1) etlevecteurjoignant 0 € D3 a (1,0,2) € D1 .0r

1 11
det((l) 11 8>=1x(2—0)—1x(2—0)+1x(1—0)=17é0‘

Ces trois vecteurs forment donc une base de |2, ce qui contredit dim P = 2 . Les droites
D1 et D3 ne sont pas coplanaires.

4. Lespoints (1 4+ s,5,2) vérifient £ —y =1 et z = 2.Réciproquement,si * —y = 1

et z = 2,onpose S = Y etl'onretrouve un pointde 71 .Un systeme de 11 est
r—y=1, z=2.

Corrigé de I'exercice 12 : Intersection de plans affines selon un

parametre




1. On ajoute puis on soustrait les équations de 'Pl et 'Pg . 2z 42z =4 et 2y = 2. Donc
y=1et £ =2—z.Enposant z = t,onobtient (2 —%,1,¢).Ainsi
D = (2,1,0) + R(-1,0,1). La direction est bien I'intersection des plans vectoriels
rz4+y+z=0e —-vy-+2z =0, commelemontre la figure.

Piix+y+z=3
P:x—y+z=1
m— D =(2,1,0)+ Vect((-1,0,1))

2. Oncherche o, 3 telsque (1,2,1) = a(1,1,1) 4+ B(1, -1, 1) . lifaut ¢+ 5 =1 et

a—fF =2,dnc o = % et S = —% . La troisieme coordonnée donne encore
o+ =1 Ansi £ 42y 4z = %I:;r; + v + z) _%{g; —y + z) : les formes sont
liées.

3. Sur D, laformevaut = +2y +2z = (2—t)4+ 24t = 4, quelle que soit la valeur de £ .
On retrouve % X 3 — % % 1 = 4 .Parconséquent,si a = 4, tout pointde 7 estdans

'Pg . En revanche, si @ ?é 4, aucun point ne convient. L'intersectionvaut D si o = 4,
et | sinon. Elle n'est jamais réduite a un point, car les trois formes sont de rang 2.
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Corrigé de I'exercice 13 : Systeme linéaire vu comme u(x) = a

1. La troisieme ligne de .4 estla somme des deux premieres. Le noyau est donc décrit par
r4+y+z=0e z4+2y 43z = 0. Pardifference, ¥+ 2z = 0,dot vy = -2z
pus = = z.Ainsi ker u = Vect((l,-2,1}) ,et rgu =3 -1 =2 dapresle
théoreme du rang.

2. L'image est un sous-espace de dimension 2 de [R3, donc un hyperplan. Les colonnes {1, 1, 2},
(1,2,3), (1,3,4) vérifient toutes b3 = b1 + by. Laforme by 4 by — b3 est non nulle ;
son noyau est donc un hyperplan qui contient I w . Les deux sont de dimension 2, donc
égaux. Im u a pour équation by + by — by = 0.

3. Le second membre (1,2, 3) vérifie 3 = 1+ 2 : il est dans I'image. De plus, c'est la deuxiéme
colonnede A ,donc xg = (0,1, 0) est une solution particuliére. D'aprés le cours,
S = zy + ker u . Les solutions forment la droite affine (0,1, 0) + R(1, —-2,1).
Géométriquement, c'est I'intersection des plans affines = + v + 2z = 1 et
r+2y+4+3zx =2,

4, pour (1,0,0),0ona by +by—b3 =1 ?é 0 . Ce vecteur n'est pas dans I'image. L'équation
u(z) = (1,0, 0) n'a aucune solution.

Corrigé de I'exercice 14 : Equations différentielles et cadre

affine

1. La dérivation est linéaire, donc  u(A v + z) = A u(y) + u(z) . Deplus, ¥/ 4  est continue
si ¥ estdeclasse (l.Ensuite, ker u estl'ensemble des solutionsde Y/ = —vy , soit
Ve::t(a: — E_‘T:l . Enfin, Yy = %e}:p vérifie y{j + Y¥n = ©XP . D'apres le théoreme de
structure, les solutions de u(y) = exp sont les fonctions 1 — %eﬂ? +Ce %,
Ceck.

2. L'équation caractéristique 2 —3r 4+ 2 = 0 apourracines 1 et 2.D'aprés le cours sur les
équations a coefficients constants, ker v = Vect{a: —+ etz — E‘E‘le, de dimension 2.

3.Pour ¥y =ax+5,0ona ¥y = a et y/l = 0.L'équation devient

—3o + 2o £ + 2 = 2x. Paridentification, a = 1 puis B = %.Ainsi I'ensemble des



solutions est un plan affine de CQ{[R} :

[\boxed?]y(z) = = + % + Ae® + per ([\labda?), u) € [\mmathbb?]R2.

C'est le plan affine passant par © — « -+ % et dirigé par lcer v.

[ el L% ]

4. 0na y(0) = %+}L-|-J.-_; et y/({0) =1+2A42u. Lesysttme A+ pu = —
A+ 2u = —1 donne, par différence, u = %,puis A = —32 .0n vérifie :
y(0) = %_ 9 _|_% —Det ¥/(0) =1—-2+1 = 0.La solution cherchée est

y(g;} =z + % — 2eT + %elﬂ? . La figure la situe parmi les autres solutions.

’

= solution particuliére x + 3

4 { == solution avec y(0) =0, y'(0)=0
—— autres solutions

230 -25 -20 -15 -10 -05 00 05 1.0
X

Corrigé de l'exercice 15 : Suites récurrentes et cadre affine

1. Une suite constante ¢ convient si et seulementsi ¢ = 2¢ + 3 ,s0it ¢« = —3. Posons
Uy = Ug + 3. Alors Upt1 = 2y +6 = 2uy, donc Up = 2" Uq . Les solutions
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sont les suites 1, = —3 + (uy + 3) 2" . Leur ensemble est la droite affine passant par la
suite constante  —3 et dirigée par {2 :ln

2. L'application @it — (i, 15— 5%, 1) +6Up) estlinéairede RN dans lui-méme. De
plus, & = cf_l({r:}) ,0U ¢ estlasuite constante égalea 2. Une suite constante j% est
solution si et seulementsi & — 5k + 6k = 2,s0it jk = 1.Parailleurs, ler & est
I'ensemble des suites récurrentes linéaires d'équation caractéristique 2 —kr + 6 = 0, de
racines 2 et 3.Ainsi ker & = Vect((2™), (3")), de dimension 2. Donc

S = 14 Vect((2"™), (3™) est un plan affine.

3. Onécrit wy, = 14+ 42" + 4 3" Les conditions donnent 1 + X + = 0 et
142X+ 3u = 1.Laseconde donne } = _%# .Enreportant, 1 — %Ju = 0, donc
4 =2e X = —3.0nobtient w, —1-3- 2™ +9.3% . Vérification : la récurrence
donne Uy = 5X1—-6Xx0+2 =7, etlaformuledonne 1—12+18 = 7.

Corrigé de I'exercice 16 : Interpolation et équation affine

1. Les évaluationsen 0 eten 1 sontlinéaires, donc @ l'est aussi. De plus, (1 — X) = (1,0)
et 8(X) = (0,1) . L'image contient donc une base de [R2.Ainsi § est linéaire et
surjective.

2. Unpolynébme P estdans ker # sietseulementsi (0 et 1 sontracines, c'est-a-dire si
X(X —1) divise P .Comme deg P < 3, le quotient est de degré au plus 1. Donc
ker 8 = {X(X —1)(e X + 8):Ipha, B € R}, de dimension 2. Le théoréme du rang
le confirme: 4 —2 = 2.

3. Le polynéme Pg = 142X vérifie Pg(0) =1 et Pp(l) = 3. D'apres le théoréme de
structure, les solutions sont les polynémes 1 + 2X + X(X — (o X + ),
(o, B) € R2 . C'est un plan affine de R3[X]. La figure ci-dessous montre plusieurs de ces
courbes, qui passent toutes par les deux points imposés.



6 1 I
= so|ution particuliere Pp =1+ 2X

1= Po+ X(X—=1){aX+p)

-1.0 ~0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

4. Posons @ = (X —1){a X + ), desorteque P =14 2X + XQ. Alors
Pl =34 o+ XQ’ , donc P"{D} = 24 Q(0) = 2 — 5 . La condition P’{D} =0
équivauta £ = 2. Les solutions sont les polynémes 1+ 2X + X(X —1){a X 4 2),
o € R :une droite affine.

Corrigé de I'exercice 17 : Hyperplans en dimension finie

1. La famille I:d::l est libre, car = ?é 0 . D'aprés le théoréme de la base incompléte, on la compléte
en une base (ﬂi‘, TR E‘n:l de F . Lla premiere forme coordonnée % de cette base vérifie
@(x) = 1. Une telle forme existe donc toujours.

2. Soit = ?é 0 et % comme ci-dessus. Alors ¢ ?é 0 et x % ker . Ainsi z n'appartient pas
a tous les hyperplans. Réciproquement, [ est dans chacun d'eux. L'intersection de tous les
hyperplans est donc {0]}.

3.0na H C H + H'.Silonavait 5 + H' = H,alors H' ¢ H ,etl'égalité des

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

dimensions donnerait &/ — FF, ce qui est exclu. Donc dim{H + H’r} > — 1, c'est-a-dire
H + H' = F . Laformule de Grassmann donne alors

dim(HI"IH’)z(n—1)+(n—1)—n=n—2‘

Ainsi i + H' = E et dim(HﬂH’} =n—2.

4. Soit l:fl, Cey fp:l une base de F', éventuellement vide. Comme & é F la famille
{fl, c fp, I»‘:l est libre. On la compléte en une base de FE!, etl'on note ¥ la forme
coordonnée associée a I . Alors fp{fk:l = 0 pourtout %,donc F' C ker @ ; en revanche,
@(z) = 1. L'hyperplan ker ¢ contient F mais pas =.

Corrigé de I'exercice 18 : Formes linéaires sur les matrices

1. Le produit AF — A M estlinéaire, et la trace aussi ; par composition, % 4 est une forme
linéaire. Ensuite, A E; 5 a pour seule colonne non nulle sa colonne 7, égale a la colonne 7 de
A . Son unique coefficient diagonal éventuellement non nul est donc en position l:j, j:l et vaut
st 9 4(Fas) = 0
2. L'application & est linéaire, car tr{{A A + B)M ) = A tr(AM ) + tr(BM ) . Si
@4 =0, alors Gge = @A(Eé,j:‘ = 0 pourtous %, 7,donc A = 0. Par conséquent,
& est injective. Or les deux espaces ont pour dimension n2. Donc < est un isomorphisme
: toute forme linéaire sur M, (K) s'écrit M — tr(AM ) pour une unique matrice
A.

3. Les colonnes de IW sont, a I'ordre pres, les vecteurs de la base canonique ; elles forment donc une
base, et IV estinversible. De plus, comme 7. = 2, tous les coefficients diagonaux de ¥ sont

nuls. Enfin, (Jr N:'é,é = Z ':ij'é,k Ngi= {J’-'“:'é,a' Nii =10 ponc
k
tr(J.N)=0.
4. Soit H unhyperplan: H = ker @, avec ¢ ?é 0 . D'aprés la question 2, ¥ = ¥ 4 avec
A ?é 0.Soit 7 =rg A =1 . Dapréslecourssurlerang, il existe F,& inversibles telles

que A =FPJ,.LC Onpose M = Q_l N P—1, quiestinversible. Par la propriété
tr(XY) = tr(YVX),

tr(AM) = tr(PJ, NP Y =tr(J, NP~ P)=tr(J, N)=0.

Ainsi M ¢ H estinversible : tout hyperplan de M, (K) rencontre GL,(K).



Point de méthode : |a réduction 4 = F J,. & raméne un probléme sur une matrice quelconque au
cassimplede J, .

Corrigé de I'exercice 19 : Probleme, barycentres et

intersections affines

1. Soit A=a+F,et bc € A . Dapréeslecours, c —bec F et A =b-4+ F.Donc
(1-A)b+4+Arc=0b+Ac—0b) € b+ F.Unsous-espace affine est stable par
barycentres.

2. Soit £ € Aet A £ [R.Parhypothese, {1 —}m:l Gn +Azr = Gn -I-}m{it? —G&D:l € A Par
définition de ', cela signifie }ml@ — G&,j:l € F' . Donc F' est stable par multiplication par
un réel.

3. Soient z,y € A . Lemilieu m = %;r; + %y estdans A ,avec A = %.Donc

1 s . .
m—ag = E(g_: — .5;[:':] + {y — “1[]:') £ F' . D'aprés la question 2, en multipliant par 2, on
obtient {:t? - G&D:l + {y - GLD} € F'  Ainsi F' est stable par somme. De plus,

0 =ag—ag € F  Parconséquent, F' estun sous-espace vectoriel. Enfin, A = ay + F
par construction. Une partie non vide stable par barycentres est un sous-espace affine.

4. Parlinéarité, ufa + f) = ufa) + w(f).Quand f décrit F, wu(f) décrit le sous-espace
vectoriel u(F').Donc wufa + F') = ula) + u(F') est un sous-espace affine.

5. Supposons u—L( {b]) non vide. Pour £, % dans cet ensemble,
ul{{(l— Xz +A2y) = (1-A)b+2b = b.Lensemble est donc stable par barycentres,
donc affine d'apres la partie A. Sa direction est [Iﬁ —Ip: ’Ul{i?:l = 5} = keru, car
ulr) = b = u(xy) équivautd = —zy € ker u . onretrouve S = zy+ keru,

6. Soient a + P et b+ P’ deux plans affines, avec P ?é =1 D'aprés I'exercice 17, deux
hyperplans distincts vérifient P 4 P — FE .Donc bh—g e P+ P’ et l'intersection est
non vide d'aprés le cours. Sa direction est 2 P, de dimension 3 —2 = 1. Les deux plans
se coupent selon une droite affine.

7. Comme wﬁ_fP,ona E = P& Ew.Enparticulier, 6 —a € P 4+ R w, donc

I'intersection est non vide. Sa direction est P (M E w = {0} . L'intersection est donc réduite a
un point.
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8. Ladirectionduplanest © +y—2z =0,et 1 +2-1=2 ?é 0 :levecteur (1,2,1) n'est
pas dans cette direction. D'apres la question 7, l'intersection est un unique point. Le point
{1 + t, 2¢, t:l est dans le plansi et seulementsi 1+ £+ 2f — % = 2,s0it # = % On

vérifie : % +1- % = 2. L'intersection est le point (%1 1, %) .

Point de méthode : pour montrer qu'une intersection affine est non vide, on vérifie que le vecteur
joignant deux points de base est dans la somme des directions.
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