Exercices de maths spé

Groupes

Exercice 1 : Sous-groupes engendrés dans Z

On travaille dans le groupe {E, —I—} . Pour chaque partie, on demande un entier 7. = U tel que le sous-
groupe engendré soit n# .

1. Déterminer (12,18} .
2. Déterminer { —8,20} .

3. Déterminer { 15,21,35 %, puis écrire 1 sous la forme 15a + 216 + 35¢ avec a, b, ¢
entiers.

4. Montrer que {6,10,15} est une partie génératrice de Z, mais qu'aucune de ses parties & deux
éléments ne I'est.

Exercice 2 : Somme et intersection de sous-groupes de Z

Soient @ et § deux entiers strictement positifs, d = a A b et m =a Vv b.

1. Montrer que af + bZ = [au + bu,(u, v) € [Hmaththbb?]zg} est un sous-groupe de Z,
puisque af +bf = d¥F.

2. Montrerque g MNb&f = mf .

3. Expliciter 12F + 18F et 124 M 184 .
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4. Montrer que 2# |U 3 n'est pas un sous-groupe de £, puis déterminer le sous-groupe qu'il
engendre.

1. Déterminer I'ordre de chacun des douze éléments de £ /127 .

2. Pour chaque entier ¢, compter les éléments d'ordre ¢ . Vérifier que le total vaut 12.

3. Vérifier que chaque ordre divise 12. Quels sont les générateurs de E/IZE ?

Exercice 4 : Générateurs de Z/nZ

1. Rappeler une condition nécessaire et suffisante sur k% pour que i engendre E/nz .
2. Lister les générateurs de £ /157 , puis ceux de £ /187 .
3. Dans £ /157, trouver unentier u € [[0,14]] telque .7 = 1.

4. Montrer que pour 7. > 3, le nombre de générateurs de £ /n est pair.

Exercice 5 : Ordre d'une matrice et d'une permutation

1. Soit A = ([Rary?]lﬂg::lll) .Calculer 42 et A3 .Endéduirel'ordrede A dans
GLy(R).

cos —5111:5') pour § — o

2. Déterminer I'ordre de la matrice de rotation Hg = ( sind  cosl 5



o=(1
o DY !2 . 7 .
3. Dans le groupe symétrique .5t , on considére 3)(4 . Calculer &2 et o3, puis déterminer
1

,5)
'ordre de &,

4. La matrice B = ([l"-,ll'a,j,i"?] é%;ll ,}) est-elle d'ordre fini ?

Exercice 6 : Racines dixiemes de l'unité

Onpose ,, — £2t7m/10 . La figure ci-dessous représente les dix éléments de Ug .
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1. Donner l'ordre de ¢,k pour chaque & € [[0, 9] .
2. Lister les racines primitives dixiemes de I'unité et calculer leur somme.
3. Soient m,n = 1. Montrerque U, C U,, sietseulementsi 7 divise m .

4, Montrer que U,, N U, = U, s n.Expliciter Ujg M Ug .

Exercice 7 : Ordre d'une puissance




Soit (¥ ungroupeet x £ {r d'ordrefini n.

1. Soit k £ & .Montrer que sk estd'ordre n :': L -
2. Endéduire que r* engendre { & ) sietseulementsi k An = 1.
3. Onsuppose n = 20.Déterminerles ordres de 6, £lb et x—8.

4. Montrer que Z et £—1 ontle méme ordre. Plus généralement, montrer qu'un élément et son
image par un isomorphisme de groupes ont le méme ordre.

1. Montrerque f :k — wk estun morphisme surjectifde (&, +) sur {Uy, X ), et déterminer

son noyau.

2. Montrerque g: k — wk est bien définie sur E/nz , et que c'est un isomorphisme de
(Z/nZ,+) sur (Uy, x).

3. Onprend n = 6. Déterminer I'antécédent de —1 par &, puis les générateurs de LUg.

Exercice 9 : Sous-groupe engendré pari et j

Onnote 4 — ngﬁ . La figure montre les groupes U4 et Ug sur le cercle unité.
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1. Vérifierque 7 et 7 appartiennenta Ujg.
2. Calculer 27 sous forme exponentielle et déterminer son ordre.
3. En déduire que le sous-groupe de  (C”, x ) engendré par {z, 7} est Ujg.

4. Plus généralement, soient m, 7 = 1 et | = 1 % n . Montrer que le sous-groupe engendré
par U,, UL, est Uj.

Ll

1. Déterminer le sous-groupe de (@, ) engendré par % et



r r —
2. Soient T = g_i'!.. wTe = g—: des rationnels, avec qj' =1 on pose 9 = q7---9, .

Montrer que ( Ty Ts ) - %E , puis que ce sous-groupe est monogene.
3. Montrer par 'absurde que I:Q, —I—} n'est pas monogene.

4. En déduire que (@, +) n'admet aucune partie génératrice finie.

Exercice 11 : Sous-groupes d'un groupe cyclique

Soit G = { g ) un groupe cyclique d'ordre 7.

k
1. Soit H unsous-groupe de (& .Enconsidérant K = Ly , montrer que
,gk' [\nin?] &
H = (g%) pourundiviseur @ de 7.
2. Montrer que pour tout diviseur ¢ de 71, (& possede un unique sous-groupe d'ordre ¢ .

3. Lister les sous-groupes de z/mz avec leurs éléments.

4, Combien E/IEIDE possede-t-il de sous-groupes ? Donner celui d'ordre 20.

Exercice 12 : Produits de petits groupes cycliques

Si (¢ et H sontdeuxgroupes, (& x H estmunide laloi produit composante par composante. La
figure représente les éléments de £ /27 x Z /37 etde Z/2Z x Z /27 .
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1. Soient & € G dordre @ et Yy € H dordre b.Montrerque (x,y) estdordre g b.
2. Montrer que £/2Z x Z {342 est cyclique, et donner un isomorphisme explicite avec Z/6Z .
3. Montrer que £/2Z x Z/2Z n'est pas cyclique. Est-il isomorphe & Ug ?

4. Quel est le plus grand ordre d'un élémentde Z/4Z x Z /62 ? Ce groupe est-il cyclique ?

Soient m,n > 1 et G = Z/mZ x Z{nZ . Pour éviter les confusions, on note % la classe de
k modulo m et jk saclasse modulo 7.

1. Onsuppose m A n = 1.Montrer que (i,1) estd'ordre mmn.En déduire que G est
cyclique.

2. Onsuppose d = m A n > 2. Montrer que tout élément de G vérifie [ - (a, 5} = (0,0)
avec | = m ¥V n .Endéduire que (& n'est pas cyclique.

3. Conclure: (& estcyclique si et seulementsi m A n = 1.



4, Onprend m = 4 et m = 3.Montrerque t:Z/127 — Z/47 x Z/3Z, qui envoie la
classe de & modulo 12 sur (%, k), est un isomorphisme. Trouver I'antécédent de (1, 2) .

5. Le groupe Z/27 x Z[6Z estilisomorphea Z/12Z ?

Soit (& un groupe commutatif, & d'ordre %1 et ¥ d'ordre Mm,avec m An = 1.

1. Montrerque {x )M {y) = {e}.
2. Montrer que T¥% estd'ordre mn.

3. Montrer par un exemple que la conclusion tombe si m A 71 ?é 1.

T =1 c=(
4. Dans 57, on pose et ,2 . Donner leurs ordres et calculer T ¢ . Pourquoi cela
\2)
3)
ne contredit-il pas la question 2 ?

Soit ¥ un nombre premier et & un groupe commutatif de cardinal F.

1. Montrer que tout élément = ?é € de (& estd'ordre .
2. En déduire que (F est cyclique et isomorphe a E/pE :
3. Combien {F possede-t-il de générateurs ? Quels sont ses sous-groupes ?

4, Soit ¢/ un groupe commutatif de cardinal 6. Montrer que si ¢/ contient un élément d'ordre 2
et un élément d'ordre 3, alors il est cyclique.
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Soit (& un groupe commutatif fini de cardinal 7%.

. Soit = € (&.Montrerque ¥ — IU est une bijectionde & surlui-méme.

. En comparant H Eﬁy} et H Y , montrer que "™ = e.En déduire que 'ordre de
ye G ye G

I divise 71,

. On suppose #n = 35. Quels sont les ordres possibles des éléments ? Montrer que (& est
cyclique des qu'il contient un élément I tel que o ?é e et xf ?é €.

. Soit K un entier premier avec 1. Montrer que r — 5% estunautomorphisme de (7, et
exprimer sa réciproque a l'aide d'une relation de Bézout.

Soient M, =1 et d = m A n.Onnote L laclassede % modulo 7t et E sa classe modulo

. Soit I:G, —|—:l un groupe commutatif et @ € & . Montrer qu'il existe un morphisme
fiZ/nZ — Gtelque f(1) = a sietseulementsi na = 0. Montrer qu'il est alors
unique.

. Déterminerles u € [[0, m—1] tels que 5 1, = 0. En déduire qu'il existe exactement ¢
morphismes de  Z/nZ dans Z/mZ.

. Expliciter les morphismes de /47 dans Z/6Z, puis ceuxde Z/5Z dans Z/7Z.

. Montrer que les automorphismes de  Z/n# sontles % —y yjk avec 1 A n = 1.Combieny
ena-t-ilpour n =12 ?



Exercice 18 : Eléments d'ordre fini du cercle unité

On note U le groupe des complexes de module 1 et I I'ensemble de ses éléments d'ordre fini.

1. Montrer que T= L}Jlu"l” et que I estun sous-groupe de [J.
mn

E’.I‘T T
2. Montrerque T = {,r E][bQ}'

3. Montrer que gt est d'ordre infini. Quel groupe classique reconnait-on dans ( et > ?

4. Montrer que T" n'est pas monogeéne.

Exercice 19 : Exposant d'un groupe commutatif fini

Soit (& un groupe commutatif fini. On pourra utiliser les résultats des exercices 7 et 14.

1. Soient @, b > 1. Montrer quiil existe a’|a et b'|b premiers entre eux tels que
al b’ = g b llustreravec o = 12 et p = 18.

2. Soient & d'ordre @ et ¥ d'ordre h dans (& .Montrerque (& contient un élément d'ordre
aVb.

3. Soit & un élément d'ordre maximal [Ad . Montrer que I'ordre de tout élément de & divise
M . L'entier M s'appelle I'exposant de & .

4. Calculer I'exposant de £ /4Z x Z/6Z et en donner un élément d'ordre maximal.

5. Montrer que & est cyclique si et seulement si son exposant est égal a son cardinal.
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Exercice 20 : Probleme : caractérisation des aroupes cycliques

Pour d > 1,onnote (d) le nombre d'entiers k& € [[1, d]] premiersavec d. C'estaussile
nombre de générateurs de Z/d¥Z .

Partie A : une formule de sommation.

1. Calculer @(p) pour P premier, puis @(p®) pour a > 1,

2. Soit 1 > 1 et ¢ undiviseurde 7. Montrerque #Z/nZ contient exactement (d)
éléments d'ordre o .

3. En déduire que ; (’D{d:' = ™ Vérifier cette formule pour n = 12.
mn

Partie B : un critere de cyclicité. Soit (¥ un groupe commutatif de cardinal 7. On suppose que,

pour tout diviseur ¢ de 7, l'équation xd — ¢ aauplus g solutions dans ¢ .On note N{d} le
nombre d'éléments d'ordre ¢ .

1. Soit d|n telque IN(d) > 1,et x dordre d.Montrer que les solutions de 4 = e sont
exactement les éléments de { & ). En déduire que IN(d) = ¢(d).

2. Montrer que ; N(@) = ™ puis que N(d) = @(d) pourtout d|n.
T

3. Conclure que & est cyclique.

Partie C : applications.

1. Soit {3 un sous-groupe fini de {ﬂ:*, X ), de cardinal 7. Montrer que G est cyclique, puis
que G =0U,.



2. Vérifier que Z /27 x Z /27 ne satisfait pas I'hypothése de la partie B.

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en maths spé

e Le cours : groupes, cours de maths spé

e Chapitre suivant : Anneaux, idéaux, Z/nZ et algebres

e Le méme théme en L2 : groupes, exercices de maths en L2

e Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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