Cours de maths en L2

Groupes

l. Lois de composition interne et notion de groupe

Vous connaissez déja plusieurs opérations tres différentes : I'addition des entiers, le produit des matrices
inversibles, la composition des bijections. Pourtant, elles partagent les mémes regles de calcul. La notion
de groupe isole ces regles communes. Ainsi, un théoreme démontré une fois pour tous les groupes
s'applique aussitét a chacun de ces exemples.

Définition :

Une loi de composition interne sur un ensemble & est une application & x E — FE , notée
(z,y) — = * y.Elleestassociativesi (zx *y)*z = = * (y * z) pourtous T, ¥, % de
E .Elle est commutativesi = *y = 4y * x pourtous ;% .Unélément € estneutre si
e*r = ¥e = x pourtout .

Définition :

Un groupe est un couple I:G, *) ol * est une loi de composition interne sur (7 telle que :

e laloi * estassociative ;
e il existe un élément neutre ¢ ;

e tout x € G admetunsymétrique / : ¥/ = £/ Fr — .
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Le groupe est dit abélien (ou commutatif) si la loi est de plus commutative. Si (¥ est fini, son
cardinal |G| s'appelle I'ordre du groupe.

Propriété :

Dans un groupe {3 , le neutre est unique et chaque élément a un unique symétrique, noté —1.
De plus, {;py)_l = y—l z—1 et {3;—1}_1 — . Enfin, tout élément est simplifiable :
G = aY = £ = Y et Tad = Y& = & = V.

Démonstration :

Si e et €1 sontneutres,alors € = €€{ = €1 Ensuite,si ¥ et 2 sont deux symétriques de
x, l'associativité donne  y = y(rz) = (yz)z = z .Deplus,

(zy)(y—lz—1) = z(yy—1)z—1 = zx—1 = ¢, et le produit dans I'autre ordre vaut aussi

e . Enfin, on multiplie &X = &Y% 3 gauche par g—1 pour obtenir T = ¥,

En notation multiplicative, on écrit L%, x—1 et £™ pour n € £,avec 0 — ¢ et
" = {g;—l}n .Onaalors £m™M+n — ™M 7 et {xm)n — £™7  Pour un groupe
abélien, on utilise souvent la notation additive: ~ + %, —%, 7T etleneutre 0.

Les exemples suivants reviendront tout au long du chapitre. En effet, ils couvrent les trois familles
annoncées : nombres, classes de congruence et transformations.

« (Z,4), @+), (R,+), (€, +)et (0% x), (R*, x), (C¥ x) sontdes



groupes abéliens.
o (Z/nZ,+) estun groupe abélien d'ordre 7, de neutre {j.

. GLH{R}, les matrices inversibles pour le produit, est un groupe non abélien dés que
n > 2.

e L'ensemble S{E} des bijections de F dans F', muni de la composition, est un groupe
de neutre Idg .

e Les isométries du plan qui conservent un triangle équilatéral forment un groupe a six éléments :
I'identité, deux rotations et trois symétries axiales.

dm
3
envoie le sommet 1 sur le sommet 2. Ensuite, chaque symétrie = fixe le sommet k et échange les

La figure ci-dessous montre ce dernier groupe. D'abord, la rotation * de centre (& etd'angle

deux autres. Par exemple, on vérifie que 7 © =5 ?é §4 ©T :cegroupe n'est donc pas abélien.
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. H [ 2
r : rotation d'angle ! 51

(N, 4) n'est pas un groupe, car 1 n'a pas d'opposé dans IN.De méme, (Z, x ) n'est pas un
groupe, car 2 n'a pas d'inverse entier. Enfin, E/EE \ {ﬁ} n'est pas stable par produit, puisque

2% 3 =0

Il. Sous-groupes et sous-groupe engendré

La plupart des groupes utiles vivent a l'intérieur d'un groupe plus gros. C'est pourquoi on démontre
rarement les axiomes de groupe directement. On prouve plut6t qu'une partie est un sous-groupe d'un
groupe connu.



Définition :

Une partie H d'un groupe (5 estunsous-groupede (¢ si e € H,si xy £ H pourtous
r,y € H ,etsi x—1 ¢ H pourtout = £ H .laloide (& induitalorssur H une
structure de groupe.

Proposition :

Une partie H de (& estun sous-groupe si et seulementsi & ?é D et, pourtous ,y € H,
zy~le H.

Démonstration :

Le sens direct est clair. Réciproquement, soit @ € H .D'abord, ¢ = ga—1l & K . Ensuite, pour
y € H  onobtient y—1 = ey—1 € H .Enfin,pour z,% € H ,ona
ry =z(y )l e H.

Méthode :

Pour montrer qu'un ensemble & muni d'une loi est un groupe :

e repérez un groupe connu ¥ qui contient A avec la méme loi ;
. vérifiezque ¢ € H ,puisque =,y € H = zy—l € H ;

¢ ou bien reconnaissez H comme le noyau ou l'image d'un morphisme (partie Ill).

Pour montrer au contraire que JH n'est pas un sous-groupe, un seul contre-exemple suffit : neutre
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absent, produit ou inverse qui sort de H .

Lecercle U = {z€ C:|z| = 1,1} estunsous-groupe de (C7, x).Eneffet, 1 € U, etsi
|7| = |w| =1, alors |zw—L| = |2|/|w| = 1.De méme, SLy(R) = {4 :det A = 1} est
un sous-groupe de  GL,(R), et nZ estun sous-groupe de Z.

Propriété :

Toute intersection de sous-groupes de (& est un sous-groupe de (& . En revanche, une réunion de
deux sous-groupes n'est en général pas un sous-groupe : 2 £ 2£ IU3F et 3 € 2F U 3£, mais
5¢27 U3Z.

Définition :

Soit A une partiede (3 .Le sous-groupe engendré par .4 , noté (: A ) , est I'intersection
de tous les sous-groupes de {r contenant 4 . C'est le plus petit sous-groupe de (& qui contient

| :L

Proposition :

{ A) estl'ensemble des produits finis 1:;1 ;F‘E,.f e a:?f avec £, € A et e € {-11} (e
produit vide valant € ). En particulier, {a) = {a¥:k € 7}.

Démonstration :



Notons P I'ensemble de ces produits. D'abord, # contient & et A . Ensuite, le produit de
E —E —
deux tels produits en est encore un, et I'inverse de :r:il . :r:kjf-" vaut Ty koo, T ®1 . Donc
F est un sous-groupe contenant 4 , d'ou ( A ) C F . Inversement, tout sous-groupe

contenant A contient ces produits, donc P C (A} .

Dans (Z,+), (4,6) = {4u +6v:u,v € [\mathbhbb?]Z} = 27 ,car 2 =6 —4 .
Dans le groupe des isométries du triangle, < r > = {IdJ 7 rg} , tandis que ( T3 > est le
groupe entier.

lll. Morphismes de groupes, noyau et image

Un morphisme transporte la structure d'un groupe dans un autre. Il permet de comparer deux groupes, et
surtout de fabriquer des sous-groupes sans calcul.

Soient (7 et 3/ deux groupes. Une application f:G— G/ estun morphisme de groupes
si. flzy) = f(z) f(y) pourtous =z, ¥ € G . Un morphisme bijectif est un isomorphisme ; un
isomorphisme de (& dans lui-méme est un automorphisme.

Propriété :

Si f estunmorphisme, alors flg) = e/, f(z—1) = f(z) "l et f(z™) = f(z)" pour
tout n £ £ .La composée de deux morphismes est un morphisme, et la réciproque d'un
isomorphisme est un isomorphisme.
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Démonstration :

Ona fle) = flee) = fle) fle) ,donc f(e) = e’ aprés simplification. Ensuite,
f@ flz=) = flzz=1) = e/ ,dot f(z—1) = f(zr)L.Enfin,si f estbijective,
posons x = flu) et y = FTl@w).Aors f(zy) = uv, donc

Fwy) = oy = F710) F710).

e exp: {IR, —I—} — {IR’_FH X :l est un isomorphisme, de réciproque In .
« det:GL,(R) — R* estunmorphisme, car det(AB) = det A det B.

e Laprojection w:Z — Z/n&, i _ &, estun morphisme surjectif.

Définition :

Le noyau d'un morphisme f: G — G’ est ker f = {xE G: flz) = E[HprimemE?]}.Son
imageest Im f = f(G) = {f(x):z € G}.

Théoreme :

Soit f:G — G’ un morphisme. L'image directe d'un sous-groupe de (& est un sous-groupe de
!, et I'image réciproque d'un sous-groupe de ¢3/ est un sous-groupe de {7 . En particulier,
ker f estunsous-groupede G et Im f unsous-groupede ¢3' .Deplus:

f injective & ker f = (el




Démonstration :

Soit FH unsous-groupe de (3 .D'abord, e/ = fle) € f(H).Ensuite,

flz) f(y}_l = f{;py—l} € f(H) pour z,y € H Deméme,si F/ estun sous-groupe
de G/ et xz,yc fTIH) alors flzy—l) = f(z) f(y}_l e H' . Pour l'injectivité,
supposons ker f = {e}.Si flx) = f(y) alors flzy—l) = e/, donc zy—l =c¢ et
T = Y. laréciproque vientde fle) = e .

Comme le montre la figure ci-dessous, tout le noyau est envoyé sur le seul neutre g/ . En revanche,
l'image peut ne pas remplir ¢3/ : certains éléments n'ont pas d'antécédent.

G G’

sans antécédent

Méthode :

Pour identifier le noyau et I'image d'un morphisme { :

* vérifiez d'abord que f est bien un morphisme ;

« pour le noyau, résolvez I'équation f{x) = e’ ;
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« pour I'image, cherchez pour quels ¥ I'équation f{x) = v a une solution ;

« concluez sur l'injectivité par le critere  ker f = {e} .

soit f:(R,+) — (C* x), ¢ — ett.Cestunmorphisme, car pils+t) _ gis gut.
Ensuite, git = 1 & ¢ ¢ 2947 ,donc ker f = 2Zw& . Enfin, tout complexe de module 1 s'écrit
ett ,donc Im f = U.Parconséquent, f n'est pas injective.

IV. Ordre d'un élément et groupes cycliques

1. Ordre d'un élément

Soit & € (#.S'ilexiste unentier 1 = 1 telque x£™ = g, le plus petit d'entre eux est I'ordre
de . Sinon, ondit que X estd'ordre infini.

Théoréme :

Soit & d'ordre fini 1. Alors, pourtout % € &, tk=eceon | k . De plus,
(x) = {E, T, 11, a:n_l} a exactement 7. éléments. Si & est d'ordre infini, les -k ,
k c F ,sont deux a deux distincts.




Démonstration :

Ecrivons la division euclidienne & = gn +r avec 0 < = < n . Alors

k= {,-rﬂ}g T = x£7.Donc rk = g équivauta x" = e, C'est-a-direa r = 0 par
minimalité de 7. Le méme calcul montre que { £ ) = {z":0 < r < n}. Ces éléments sont
distincts:si £7 = x£% avec 0 < r<s<mn,alors £ " =g avec 0<s—r<n,ce
qui est exclu. Enfin, si & est d'ordre infini, %k — x! avec k < { donnerait xi—k — ¢ ,ce
qui est impossible.

Proposition :

T
Si x estdordre m et k & F , alors gk estd'ordre pged(n, k) -

Démonstration :

Posons d = pgcd(n, k), n = dny et k = dky,avec ™1 et kj premiers entre eux. Pour
™ / . N
m > 1,ona (zF)" =e & n|km & ny|k;m.Parlelemme de Gauss, cela équivaut &
nq|m . Le plus petittel m estdonc nq = nfd.

Méthode :

Pour déterminer I'ordre d'un élément I :

« calculez les puissances successives x, 2, £3,. .. jusqu'a trouver € ;
e sivous savez que I — g, l'ordre divise IV :testez seulement les diviseurs de N ;

e dans Z/nZ  lordrede [ vaut n/pgcdin,k) ;

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

e dans (¥, EEW P/q avec pgcd{p, q) = 1 estd'ordre @, et un complexe de module
différent de 1 est d'ordre infini.

Dans Z/12Z ,I'élément § estdordre 12/pgcd(12,8) = 3 . En effet,

8 +84+8 =724 =0 .Dans GLy(R}, la matrice ([l"-,la.a.j?'?] ? gso_l) est d'ordre 4, car

son carré vaut —Jfg .

2. Sous-groupes de Z

Théoreme :

Les sous-groupes de (Z, —I—} sont exactementles n# avec 7n € [N, etl'entier 71 est unique.

Démonstration :

Soit H un sous-groupe.Si H = {0}, alors H = 0F.Sinon, F contient un entier non nul,
donc aussi son opposé :  FF 1 IN* est non vide. Soit 7 son plus petit élément. D'abord,
n#Z C H .Ensuite,pour h € H ,écrivons h = gn +r avec 0 < r <n . Alrs
r=h—gn € H ,donc r = 0 par minimalité. Ainsi H = n#Z .Enfin, 1 estle plus petit
élément strictement positif de & , d'ou 'unicité.

Corollaire :

Pour a,b € Z,ona af +bZ = dF avec d = pgecd(a,b), et oZ NbZ = m7 avec



m = ppcm(a, b).

3. Groupes monogeénes et cycliques

Définition :

Un groupe (3 est monogeéne s'il existe a € (7 telque & = (a) ;untel @ estun
générateur. Un groupe monogene fini est dit cyclique.

Théoreme :

Soit G = ( @ ) un groupe monogeéne. Si (G estinfini, il estisomorphe & (&, 4).Si G est
d'ordre 7, il estisomorphea (Z/nZ, +) par k& — gk .

Démonstration :

L'application @: & — &, k — gk, est un morphisme surjectif. Son noyau est un sous-groupe
de #,doncdelaforme n# .Si n = 0, ¥ estinjective, donc c'est un isomorphisme. Sinon,

a estdordre 7, et ak = al & n|k — . Parconséquent, (k) = a* est bien défini et
injectif. De plus, 1 est un morphisme surjectif, donc un isomorphisme.

Propriété :

Les générateurs de  £/nZ sontles k avec pgcd(k,n) =1 ;ilyena (n},ou ¢ est
I'indicatrice d'Euler. De plus, pour chaque diviseur g de 7, Z/nZ possede un unique sous-
groupe d'ordre g, a savoir { mfd ), etiln'en a pas d'autre.
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Eneffet, } engendre Z/nZ sietseulements'ilestd'ordre 7., c'est-a-diresi pgcd{n, k) = 1.La
seconde affirmation est démontrée dans la fiche d'exercices. La figure ci-dessous représente les six sous-
groupes de E/IZE : un trait relie deux sous-groupes quand le plus bas est inclus dans le plus haut.

[Z/l 27 = (T)]

ordre 12

ordre 1

Le groupe U, desracines 7 -iémes de l'unité est cyclique d'ordre 7, engendré par
w — e2tm/n . Lisomorphisme % —y ok montre que ¢,k estd'ordre n/pgecd(n, k). Ainsi,
les générateurs de Uqg sont w, 5, 7 et 11 :ce sont les racines primitives douziémes de

['unité.

Sur la figure suivante, chaque racine ik de U1 porte son ordre entre parenthéses. Les quatre



générateurs apparaissent en rouge.

(12)

(S

e

g
(82]

(12)

(4)

® générateurs (ordre 12)
® autres racines

V. Classes modulo un sous-groupe et théoreme de Lagrange

Un sous-groupe A découpe le groupe (& en morceaux de méme taille. Ce découpage donne le
résultat le plus utile de la théorie des groupes finis : le théoréme de Lagrange.
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Définition :

Soit A unsous-groupede (.Onpose = rm~ Yy & r—1 y € H .laclasse a gauchede =
modulo H est £H = {zh:h € H].On définit de méme la classe a droite Hx .
L'ensemble des classes a gauche se note G /H .

Proposition :

La relation m est une relation d'équivalence sur &, etlaclassede I est xH .Par
conséquent, les classes a gauche forment une partition de ¢ . De plus, h — xh estune
bijectionde H sur = H .

Démonstration :

D'abord, z—1lx = ¢ € H,donc ™ est réflexive. Ensuite, si £_1y £ H , soninverse
y—lr estdans H :larelation est symétrique. De plus, si =1y et y—lz sontdans H,
leur produit —1z aussi: elle est transitive. Par ailleurs,

yr~o & o lyc HeycoH. Enfing b — gh estsurjectivesur zH par
définition, et injective par simplification.

Dans G = Z/12Z,prenons FH — { 4 = {[j 4 r;eé} . En notation additive, les classes sont

0+H, 1+ H = {15,0&@}. 3 + H et 3 4+ H .On obtient ainsi 4 classes de 3
éléments, et 4 x 3 = 12.

La figure ci-dessous place les douze éléments sur un cercle. Chaque classe forme un triangle d'une couleur
: les quatre triangles ne se chevauchent pas et recouvrent tout le groupe.



—e— H=0+H
11 1 —o— 1+H
—— 2+H
—— 3+H

(@)

=
o
N|

|
w]

00|
D

~|
ul|

6

Théoréme de Lagrange. Soit (¥ un groupe finiet & un sous-groupe de (& . Alors I'ordre de
H divise l'ordre de (3 . Plus précisément, |G| = |H| x |G/H]|. L'entier
[G:H] = |G/H| s'appelle lindice de H dans G .

Les classes & gauche forment une partition de G . Notons  Z14,.. ., £ H ces classes, deux &
deux distinctes, avec & = |G /H|. Chacune est en bijection avec H , donc posséde |F|
k

éléments. Par conséquent, |G| = Z jz. H| = k |H|.
1=1
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Corollaire :

Soit (& un groupe finid'ordre 7.

e L'ordre de tout élément & divise 7 ,etdonc ™ = e.

e Si 71 est premier, (¥ estcyclique, et tout élément différent de €& I'engendre.

Démonstration :

L'ordre de & est le cardinal de ¢ & ), qui divise 7 par Lagrange. En écrivant 7 = dim , avec
d l'ordre de I, onobtient 7 — (;r,ff}m — e. Ensuite, si 7 est premieret = ?é e , l'ordre
de « divise 7 etvautaumoins 2, doncilvaut n.Ainsi {x) =G .

Méthode :

Pour utiliser le théoreme de Lagrange :

« listez les diviseurs de |G| : ce sont les seuls ordres possibles pour un élément ou un sous-
groupe ;

e pour calculer 52V, réduisez I'exposant N modulo I'ordre de %, ou modulo |G| :

* pour montrer qu'un sous-groupe est tout (G, montrez que son ordre ne peut étre qu'un
diviseur de |G| supérieura |G|/2.




Pour P premier, ({Z/pZ:l*, x ) estun groupe d'ordre p —1.Donc 7 p—1 _ 7 pour @ non
divisible par P : c'est le petit théoréme de Fermat. Par exemple, 3100 — (310}10 et
310 = 1 (mod11), donc 3100 = 1 (mod11).

Remarque :

La réciproque du théoréme de Lagrange est fausse : un diviseur de |G| n'est pas toujours l'ordre
d'un sous-groupe. Par exemple, le groupe alterné .A4 , d'ordre 12, n'a aucun sous-groupe d'ordre 6
(résultat admis ici). De plus, dans un groupe non abélien, la classe a gauche =« H peut différer de la
classe a droite Hr .

VI. Le groupe symétrique

1. Permutations et cycles

Le groupe symétrique &, est le groupe des bijections de {1,- ﬂ} dans lui-méme, muni de
la composition. Ses éléments s'appellent des permutations, et |Sn| = n!. Onnote
oT = & T :onappliqgue d'abord T, puis «.

':5‘1

. 14 - o . .
Soient @1y -+ @ des éléments distincts, avec k& > 2. Le cycle : 3 est la permutation qui
1'5"’};-:'
envoie @4 sur @5, @n syr %3,.., %L sur @1, etfixe les autres éléments. L'entier % est sa
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longueur et {fllj f54.. -}:}: '55;;} son support. Un cycle de longueur 2 est une transposition.

Propriété :

Un cycle de longueur % est d'ordre k. Deux cycles de supports disjoints commutent. Enfin, &,
(1 (1
2)(1 3)(1

n'est pas abélien pour n = 3, car ,3) = (1 alors que ]2} = {1 .

2) 3)

Théoréme :

Toute permutation @ ?é Id s'écrit comme un produit de cycles a supports deux & deux disjoints.
Cette décomposition est unique a l'ordre des facteurs pres. L'ordre de ¢ est alors le ppcm des
longueurs de ces cycles.

Démonstration :

Posons % = j s'ilexiste m € Z telque 7 = o™ (3} : c'est une relation d'équivalence, dont
les classes sont les orbites de ¢ .Soit 7 et P le plus petit entier p = 1 tel que JP@} = 1.
(2

L'orbite de 7 estalors [é, olz), . . gp—l@} ,et o y agit comme le cycle :m:z:' . Le
oP7H)

produit des cycles associés aux orbites de plus d'un élément coincide donc avec ¢ en tout point.

L'unicité vient de ce que chaque cycle est imposé par son orbite. Enfin, des cycles disjoints

commutent:si @ = €1.--Cr alors o™ = c{n ... CP%, et ce produit vaut TId siet

seulement si chaque C;ﬂ = 1Id.

Méthode :



Pour décomposer une permutation en cycles disjoints :

partez du plus petit élément non encore traité et suivez les fleches % —» r:r{@':l jusqu'a revenir
au départ ;

recommencez avec le plus petit élément restant ;

oubliez les points fixes ;

I'ordre est le ppcm des longueurs, et la signature vaut (—1)2 ':;*"J' —1) .

Soit o &€ &g donnée par

Onsuit 1 -4 — 3 — 1,puis 2 =6 — 2,pus 5 8 = 7 — 5.Donc

et son ordre vaut ppcm(3,2,3) = 6.

La figure ci-dessous dessine les trois orbites de cette permutation. Chaque fleche relie 3 a cr{a':l :onlit
directement les cycles.
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® ©) ®

O,__® O, _©®
®

(14 3) longueur 3 (2 6) longueur 2 (58 7) longueur 3

2. Transpositions et signature

Corollaire :

(5‘1
Jag
o
. . . L :‘1;;3' = {“11
Toute permutation est un produit de transpositions. Plus précisément,
jag)(ag
ag) .- - (g

Définition :

| uﬂ
Ee
R

Une inversion de ¢ estuncouple (3, 7) avec 1< 7 et ot)>o(7).Si I{o) estleur
nombre, la signature de & est g{.;:r} = {_1}I':'5') .

Théoreme :

La signature £:8, — {—1, 1} est un morphisme de groupes. Toute transposition a pour signature



—1, et un cycle de longueur j a pour signature {—1};‘_1 .Le noyau de £ estle groupe
alterné A,

Démonstration :

D'abord, on a la formule

E(J) — H U(J} : ;—T(t)
<t<g<m

En effet, le numérateur et le dénominateur contiennent les mémes facteurs en valeur absolue, et
chaque inversion apporte un signe moins. Ensuite, chaque quotient est symétrique en 4 et 7.
Donc, pour @, T £ &,

on) = I1 =75 I1 "5 = o) <00
<

car les paires {*T(i:l, 'Tl:j:l} décrivent une fois chaque paire. De plus,

!2}
e((1 (@ 7 (1

2}} 1 Toute transposition s'écrit _q Ppourune permutation ¥ envoyant 1
2 = —

,b) 2)
sur @& et2sur §.Parconséquent,

n'a qu'une inversion,

donc

e(lo
!bjljl = -1

. Enfin, un k -cycle est un produitde & —1

transpositions.
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g = (1
4

3)(2
6)(5

8

i

et o ;Ag .

Pour ,onobtient (o) = (+1)(—1)(+1) = —1.La permutation ¢ est donc impaire,

VIil. Anneaux, corps et idéaux

Beaucoup d'ensembles portent deux lois liées entre elles, comme £ avec I'addition et la multiplication.
Le vocabulaire des anneaux décrit cette situation. Il prolonge le chapitre d'arithmétique sur Z/nZ :

Définition :

Unanneau (A, -+, X ] est un ensemble muni de deux lois telles que {4, +) est un groupe
abélien, X est associative, posséde un neutre 14, et est distributive sur -+ des deux cotés.
L'anneau est commutatif si < |I'est. Les inversibles de A forment un groupe multiplicatif noté

| ;b.
*

Définition :

Un corps est un anneau commutatif K tel que 1 ?é 0 5 et dont tout élément non nul est
inversible. Autrement dit, K™ = K \ {0} .

Z, Z/nZ, R[X] et RR sontdesanneaux commutatifs. En revanche, M., (R} estun
anneau non commutatif pour 7 = 2 . Enfin, @, R et C sont des corps, tandis que



% = {-1,1}.

Théoreme :

Dans Z/nZ ,laclasse k estinversible si et seulementsi pgcd(k, n) = 1. Par conséquent,
Z/nz est un corps si et seulement si 7. est premier.

Démonstration :

Si kwm —1.alors ku 4+ nuv =1 pourunentier v,donc pgcd(k, n) = 1.
Réciproguement, le théoreme de Bézout fournit ;¥ avec kwu 4+ nv = 1,et % estlinverse
de j . Ainsi, tous les k ?é 0 sont inversibles si et seulement si 7 est premier avec 1,... n—1,
c'est-a-dire si 11 est premier.

Définition :

Soit A un anneau commutatif. Un idéal de .4 est un sous-groupe I de {A, —I—) tel que
ax € I pourtous o € A et £ € f .Pour & € A, l'ensemble x4 estl'idéal engendré
par Z.Un morphisme d'anneaux f:A4 — B vérifie flz +v) = flz) + flv),

flzy) = fl@) fly) et f(la) =1B.

Propriété :

¢ Le noyau d'un morphisme d'anneaux commutatifs est un idéal.

* Un idéal qui contient un inversible est I'anneau entier ; les seuls idéaux d'un corps sont {0} et
le corps.

e Lesidéauxde # sontles n#, 7 € IN.
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Démonstration :

Le noyau est un sous-groupe additif, etsi f{z) = 0,alors flaz) = fla) x 0 = 0 . Ensuite, si

u € I estinversible,alors ] = w1y & F,puis @ = ax1 € I pourtout @.Dansun
corps, tout idéal non nul contient un inversible. Enfin, un idéal de £ est un sous-groupe, donc de la
forme n# ; réciproquement, n.# eststable par multiplication par un entier.

L'évaluation evy:R[X] — R, P — P(I), estun morphisme d'anneaux. Son noyau est I'idéal
des polynémes qui s'annulent en 1. Par la division euclidienne, c'est exactement (X — 1) R[X].

Vill. Ce qu'il faut retenir

e Un groupe est un ensemble muni d'une loi associative, avec un neutre et des symétriques ;
-1 _ , —1.—
(ry) = y~lo7L.

e Pour prouver qu'un ensemble est un groupe, montrez que c'est un sous-groupe d'un groupe connu :
ec Het zy—lec H.

* Le noyau et I'image d'un morphisme sont des sous-groupes, et f est injective si et seulement si
ker f = {e}.

L'ordre de T estleplus petit 7 = 1 telque =™ = e ;alors =k = e & n|k‘,et k
estd'ordre n/pgcd(n, k).

Les sous-groupes de & sontles mn# ;tout groupe monogene estisomorphea & ouaun
Zin .

Les classes x H partitionnent (& en parts de méme cardinal : c'est le théoreme de Lagrange,
|H| divise |G| .



Dans un groupe finid'ordre 7, x£™ = g ; un groupe d'ordre premier est cyclique.

Toute permutation se décompose en cycles disjoints ; son ordre est le ppcm des longueurs.

La signature est un morphisme de &, dans {—1, 1} ;un  Jk -cycle a pour signature
(_1)}:—1 _

E,/nE est un corps si et seulement si " est premier ; les idéaux de £ sontles n# .

Questions fréquentes sur groupes

Comment montrer rapidement qu'un ensemble est un groupe ?

Le plus souvent, on ne vérifie pas les axiomes un par un. On montre que I'ensemble est un sous-groupe
d'un groupe connu : il contient le neutre et, pour tous ;¥ de I'ensemble, ;t:y_l y appartient aussi.
On peut aussi le reconnaitre comme le noyau ou l'image d'un morphisme, ce qui donne le résultat sans
calcul.

Le théoreme de Lagrange a-t-il une réciproque ?

Non. Si ¢ divise I'ordre d'un groupe fini, il n'existe pas forcément de sous-groupe d'ordre ¢ : le groupe
alterné .A.; , d'ordre 12, n'a pas de sous-groupe d'ordre 6. En revanche, dans un groupe cyclique d'ordre
7., il existe exactement un sous-groupe d'ordre & pour chaque diviseur ¢ de 7.

Comment calculer I'ordre d'une permutation ?

On la décompose d'abord en produit de cycles & supports disjoints, en suivant les fleches 2 — G(ﬁjl.
(1
3

7

1

41(2
L'ordre est alors le ppcm des longueurs des cycles. Par exemple, ) estd'ordre ppcmi(4,5) = 20
]

5
'3
5

8)

Quelle différence entre un groupe monogene et un groupe cyclique ?
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Un groupe est monogene s'il est engendré par un seul élément. Il est cyclique s'il est de plus fini. Un
groupe monogene infini est isomorphe a &, et un groupe cyclique d'ordre 7 est isomorphe a E,/nz .

Pour aller plus loin en L2

e Les énoncés : exercices de maths en L2 sur groupes

A maitriser avant : Arithmétique et anneau Z/nZ

Chapitre précédent : Arithmétique et anneau Z/nZ

Chapitre suivant : Normes et topologie de R™n

Le méme theme en maths spé : groupes, cours de maths spé

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3
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