Corrigés des exercices de maths spé

Groupes

Corrigé de I'exercice 1 : Sous-groupes engendrés dans Z

1. Tout élément 12w + 18w est multiple de 6, donc ¢ 12,18 } C 6Z . Inversement,

6 = 18 — 12 appartienta (12,18 ) . Par conséquent, tous les multiples de 6 y sont aussi. On
obtient {12,18) = 67 .

2. De méme, tout élément —8wu + 20w est multiple de 4. De plus, 4 = 20 + 2 x (—8) . Ainsi,
{—8,20) = 4Z .

3. Le sous-groupe cherché est d#F avec d = 15 A 21 A35.0r 15 A2l =3 et 3A35 =1
,donc g = 1 .Pourlarelation,onpartde 3 = 3 x 15 —2x 21 = 45 — 42 | Ensuite,
1=12x 3 —35 = 36 — 35 . En remplacant,

1 =12(3x15 —2x 21)— 35 = 36 x 15 — 24 x 21 — 35.

On vérifie: 540 — 504 —35 = 1.Donc {15,21,35) = Z, avec
(@, b,c) = (36, —24, —1).

Question 4

4, Ona 6 A10 =2, 6A15 =3 et 10A 15 = 5. Ainsi, les parties a deux éléments
engendrent 27 , 34 et 5F ,quisontdistinctsde #.Enrevanche, 6§ A0 A 16 =1.
Explicitement, 1 = 6 + 10 — 15 .Donc {6,10,15} engendre Z, sans qu'aucune paire
n'y suffise.

Point de méthode : dans £, le sous-groupe engendré par des entiers est toujours g # ,0U o est
leur pgcd ; une relation de Bézout fournit I'inclusion difficile.
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Corrigé de I'exercice 2 : Somme et intersection de sous-
groupes de Z

1. L'ensemble § = af 4+ bF contient 0 = a-045&-0.Deplus,

(ou + bv) — (@w/ + bv') = alu —uw!) + bv — v') appartienta .S . C'est donc un sous-
groupe de Z.D'aprés le théoréme de structure, § = §7 avec & > lcar a € § .D'une
part, @ et p sontdans & ,donc § divise @ et §,puis § divise d.D'autre part, o
divise tout aw 4 bv , en particulier §.Ainsi § = 4 et af +b68 = d7.

2. L'intersection I = g M bF estunsous-groupe, donc I = u& . Elle contient ab ?‘3 0,
donc i = 1 .Lesélémentsde I sontles multiples communsde @ et §.Or K estle plus
petit d'entre eux qui soit strictement positif. Par définition du ppcm, 4 = ™ et

af Nbf = mi .

3.0na 12A18=¢6et 12V 18 = 36.Donc 12F 4+ 18F = 6F et 127 N1BF = 367 .
4. Les entiers 2 et 3 appartiennenta 2 |J 3£ . Cependant, leur somme 5 n'est ni paire ni multiple

de 3. La réunion n'est donc pas stable par addition. Le sous-groupe engendré contient 3 —2 = 1.
Par conséquent, (2ZU3Z) =17,

Corrigé de I'exercice 3 : Ordres des éléments de Z/12Z

12
12A K

1. D'aprés le cours, }E estd'ordre . On obtient ainsi :

o [ estdordrel;

o 15 7 11 sontd'ordre 12, car premiers avec 12 ;
o 9 et ig sontdordre6,car 12 A2 =12A10 = 2 ;
o 3 et g sontdordre4;

o 4 et sont d'ordre 3 ;

(]|

o § estd'ordre 2.



Par exemple, 34 — 13 — 0 alorsque 4 ?é Oet 2-4 = é?é 0 . Le diagramme ci-
dessous résume ces douze ordres.

ordre

5 6 7 8
élément de 7/127

(=]
el
N |
W
Y
O|
'_l
o
|—|
=

2. On compte 1 élément d'ordre 1, 1 d'ordre 2, 2 d'ordre 3, 2 d'ordre 4, 2 d'ordre 6 et 4 d'ordre 12.
Aucun élément n'a un autre ordre. Letotalvaut 1 +1-+2 +24+2 4+ 4 = 12.

3. Les ordres obtenus sont 1, 2, 3, 4, 6 et 12, qui sont tous des diviseurs de 12, conformément au

théoreme de Lagrange. Enfin, un générateur est un élément d'ordre 12. Les générateurs sont
1,5, 7 et 11.

Corrigé de I'exercice 4 : Générateurs de Z/nZ

1. Laclasse % engendre Z/nZ sietseulementsi k A n = 1.C'estune conséquence du
théoreme de Bézout.

2. Ona 15 = 3 % 5.0Ongarde donc les entiers de 1 a 14 divisibles ni par 3 ni par 5. Les
générateurs de £/157 sont 1 2 4 7 8 11,13,14, soit 8 classes. De méme,
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18 — 9 x 32.0n écarte les entiers pairs et les multiples de 3. Les générateurs de 3[183
sont 1 § 711 13,17, soit 6 classes.

3. Oncherche u telque Tu = 1(mod15). L'algorithme d'Euclide donne 15 = 2x 7 +1,
donc 1 =15—2x 7.Ainsi, u = —2 convient, soit « = 13 dans [[0, 14]]. Vérification :
13x7T=91=6x15+4+1.0nadonc 13.7 = 1.

4. Soit n > 3 et FE l'ensembledes k € [[1, n—1]] premiers avec 7. L'application
sk — n — k envoie F dans F .En effet, un diviseur communa n — k et 7 divise
aussi k.Deplus, sos = id.Supposonsque s(k) = k .Alors n = 2k, et
kAn =1k Comme kAn =1,onaurait %k = 1,puis n = 2, cequiest exclu. Ainsi,
s regroupe les éléments de F par paires {k, n — k} disjointes. Le nombre de générateurs
est donc pair.

Corrigé de I'exercice 5 : Ordre d'une matrice et d'une
permutation

1. Un calcul direct donne

a2 (o1 T, ) 4= 424 = (1 1)

Or A?‘E Iq et AE% In.Donc A estd'ordre 3.

2. On sait que R’.é.*" = Rpg. Ainsi, Hg = Iq sietseulementsi kf € 2w&.Avec § = %’T
cela s'écrit % € Z ,cestadire 12|5k . Comme 5 A 12 = 1, lelemme de Gauss donne

12| % . Larotation fi5r/6 est donc d'ordre 12.

c={(1

t=(4
3. Les cycles ,2 et 5:] { sont a supports disjoints, donc ils commutent. Ainsi,
,3) !
gk = ¢k ¢k . On obtient ,3 car 2 = id. Ensuite, .

5
2) 2
Enfin, ok = id exige ¢k = id et ¢k —= id, car les supports sont disjoints. Cela équivaut a
3|k et 2|k, soit 6|k .L'ordrede ¢ est 6.

4. Par récurrence, B¥ = ([Rra;r?]é‘ii;f,}) pourtout Jj € IN.Eneffet, pk+l — Bk g a

pour coefficient en haut a droite /& - 1. Ainsi, B¥ ?é Iq pour & > 1.Lamatrice E est



d'ordre infini.

Corrigé de I'exercice 6 : Racines dixiemes de l'unité

1. L'élément w est d'ordre 10, donc ¢k est d'ordre On trouve : ;0 d'ordre 1;

10
10AE
w5 = —1 dordre 2; w? w? wh wE dordre5; w, w3, DJ?, w? d'ordre 10.

2. Les racines primitives sont w, w3, n:u?, w? . Posons ¢ = w2, d'ordre 5. On remarque que
—¢kF = wh w2k = w2k +5 pour k =1,2,3,4,lesexposants 2k -+ 5 valent
T,9,11,13 , soit T, 9,1, 3 modulo 10. Ainsi, les racines primitives dixiémes sont les opposées

des racines primitives cinquiemes ¢, {2] {3] g‘l Oor 14¢ + {3 + {3 + ﬂ:‘i = 0, car
g?é 1 et 5;“5 = 1 . Par conséquent,

wHwd+wT+wd=—((++3+H ) =—-(-1)=1

La somme des racines primitives dixiemes vaut 1.

3. Supposons 7. |m ,avec ™M = NG.Si 2" =1, alors z™ = (zﬂ}g — 1. Donc
U, C U,, . Réciproquement, supposons Uy, C U, . L'élément ngﬁfﬂ estd'ordre 7 et
vérifie z™ — 1. D'apres la caractérisation de l'ordre, 7 divise 71 . Ainsi,
U, C U, & n|m.

4, Posons & = s A n .D'abord, § divise m et n,donc Uy C U,, MU, parlaquestion
3. Inversement, soit Z dans l'intersection, d'ordre .Comme z™ = z™ = 1, l'entier ¥
divise m et m,donc §&.Ainsi, 6 = 1.0nconclut U, MU, = U, 4 ,,et

Ujg NUg = Uy = {1, —1}.

Corrigé de I'exercice 7 : Ordre d'une puissance

1. Posons § = n Ak,puis n=4dn/ et p — 4k’ avec n/i p k! = 1.Pour me ¥,
ona {ggk}m = gkm _ Donc {;pk}m — ¢ sietseulementsi 7 |km, c'est-a-dire
bnl|é k'm , soit n/ | k' m .Comme 5/ A k' — 1,lelemme de Gauss donne
| £ . 7 L . k T . .
I'équivalence avec " |m . Ainsi, les entiers M. tels que I:;r; j = g sont les multiples de

1 F — n
n!.L'ordre de k est n = A E"
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2.0na {xk)y C{x) etleseconda n éléments. Ainsi, xk engendre { ) sietseulement
si { z% ) a 7 éléments. Cela signifie que rk estd'ordre 7,soit n Ak = 1.Donc zk
engendre { r ) sietseulementsi kt An =1.

3. Avec nn = 20,ona 20A0 =2, 20A15 =5 et 20 A8 = 4 .Les ordres sont
donc 10 pour £, 4 pour 15 et5 pour r—8.

4. D'aprés la question 1 avec k = —1,I'élément x—1 estd'ordre n /(n A1) = n . Soit
maintenant f: G — G’ unisomorphismeet = € G'.Pourtout k,ona f{;[;“:]k = f(=®)
. Parinjectivité, F{x¥) = e/ équivautd xk = e.Les ensembles d'entiers qui annulent = et
f(z) sontdonc égaux. Par conséquent, = et f(r) ontle méme ordre, fini ou infini.

Corrigé de I'exercice 8 : Un isomorphisme explicite entre Z/nZ
et les racines de l'unité

1. Pour ki€ Z,ona flk+1)=wrt = wkw! = f(k) f(I). Cest donc un morphisme.
De plus, {mk)ﬂ = {wﬂ}k — 1,donc f estavaleursdans U, . Il est surjectif car
U — {M,U < k< mn—1pr. Enfin, westdordre n,donc wk =1 & n | k . Le noyau
n =
de f est n#.

2.Si k= ],alors k—{ecnf, donc wk—1 =1et wk = @l Ainsi, 9 estbien définie.

Ensuite, g(k +1) = g(k +1) = wF T 1 = g(k) g(1) . Elle est surjective comme f . Pour

linjectivité, g(k) = 1 implique &k € nZ, soit k = (.Donc & estunisomorphisme de
(Z/nZ,+) sur (Uy, x}.

3. Pour n = 6,0na 3 = g — —1.Donc I'antécédent de —1 est 3. Par ailleurs, un
isomorphisme conserve |'ordre, donc il envoie les générateurs sur les générateurs. Ceux de E/"SE
sont I et E.Lesgénérateursde Ugsont ,, — ,t7/3 et 5 _ ,—um/3,

Point de méthode : sur un quotient comme E/HE , on Vvérifie toujours d'abord que I'image ne dépend
pas du représentant choisi.



Corrigé de I'exercice 9 : Sous-groupe engendré pari et j

1. Ona ;%4 — et 4|12 ,donc ;12 — 1.Deméme, 53 =1 et 3|12,donc 412 =1,
Ainsi, 7 et 7 appartiennenta Ujs.

2. On écrit E — E‘E.TTJ-'rg — EE'E'?TBI].E et j — E_E'E.TT ' 4!(12 _Alors
iy = plam =712 _ 76 cest )7 avec w = 22712 d'ordre 12. Comme
7T AM12 = 1, I'élément 17 = E?Wa"rﬁ est d'ordre 12.

3. Notons H = (3, 7). .Dunepart, Ujg estunsous-groupe contenant 7 et 7,donc
H C Ujg.Dautrepart, 17 € H ,donc {27 C H.Or {27) al2éléments, comme
Uig. Ainsi, {27 ) = Ui C H .Onconclut {3, 7) = Ujg . La figure ci-dessous montre
les deux sous-groupes de départ et le générateur %7 obtenu.

® [

"j = e’inl
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4, Comme 771 | let n | [, I'exercice 6 donne U, LU, C U;. Par conséquent, le sous-groupe
K engendré par cette réunion est inclus dans Uj . Inversement, posons d = i A n , de
sorte que [ = wmmn/d . Le théoréme de Bézout fournit U; ¥ telsque wum + wn = d .En
divisant par 1, on obtient

d_

U U .
mn = n +m

1
)

Donc e/l _ (Eﬁém”n)ﬂ (Eﬁéfrfm)r” appartientd K .Or ,2um/l engendre Uj. Ainsi,
(Upy UUp ) = Uy vy p-Pour m = 4 et n = 6,onretrouve Uig.

Corrigé de I'exercice 10 : Le groupe (Q, +) n'est pas monogéne

g y 9 3u + Gu
1. Notons H = (2 5) = QE o, v) € Z } Tout élément s'écrit ==———, donc
H C EE . Inversement, £ = % % appartienta H . Par conséquent, H —= %E.
. p,lg/q;)

2. Pourchaque 7,0na 5 — f’T“ ou 7/ 2, estunentier. Ainsi, chaque 7 j
appartient au sous-groupe lz Donc <*r1] sy Ts) C %E . Ensuite, I'application & — g%
est un isomorphisme de gz sur & . Elle envoie notre sous-groupe sur un sous-groupe de £,
c'est-a-dire surun ¢# . Le sous-groupe < Tie-aTs > vaut donc %E : il est monogeéne.

3. Supposons que @ = {a} = aZ pourun rationnel a.Comme @ ?é i0},ona a ?‘3 0.or
% € @), doncil existe &k € 7 telque % = ka . Ensimplifiant par @, on obtient % = %,ce

qui est absurde. Donc (@, +) n'est pas monogéne.
4, Si 1) admettait une partie génératrice finie {f'"l, 4...1, f"“,_-;} , il serait monogene d'apres la

question 2. Cela contredit la question 3. Ainsi, {Q, —I—} n'admet aucune partie génératrice

finie.

Corrigé de I'exercice 11 : Sous-groupes d'un groupe cyclique

1. L'ensemble K contient 0. De plus, si k,{ € K , alors gk—f — gk{gf}_l £ H . Clest donc



un sous-groupe de #, delaforme gZ .Comme g" = e € H ,ona n € K ,donc
a ?é 0 et @|n.Enfin, tout élémentde H estdelaforme gk avec k € K = aZ . Donc

g%
—_ 1 _ !
H_{quz}—<g ), avec a|n.

2. D'aprés I'exercice 7, g% estd'ordre n /{(n A a) = nfa lorsque a|n.Ainsi, {g%) est
d'ordre ¢ sietseulementsi @ = n/d . L'existence est donc assurée par ( g’”’f‘i ) Pour
'unicité, un sous-groupe d'ordre ¢ estun ¢ g®) avec a|n,etnécessairement o = n/d .
Il existe un unique sous-groupe d'ordre ¢, a savoir ( g”f‘i ) .

3. Les diviseurs de 12 sont 1, 2, 3, 4, 6, 12. On obtient donc six sous-groupes :

[¢]

{0}, d'ordre 1 ;

[¢]

(6) = {0,6},dordre2;

o

(4 = {D i oeé},d'ordre3;

[¢]

<§> — {ﬁ! m},d'ordrem

o (2% =4{0,2,4,6,e8,10} , dordre 6 ;

[¢]

Z /122 , d'ordre 12.

Ce sont les six sous-groupes de £ /127 .

4. 0na 100 = 22 x 52, quiposséde 3 x 3 = 9 diviseurs: 1,2, 4,5, 10, 20, 25, 50, 100. Le
sous-groupe d'ordre 20 est engendré par 100/20 = 5.1l y a 9 sous-groupes, et celui d'ordre
20est (5) = {ﬁ, 5,10, .[\hspe?]1.., 95

Corrigé de I'exercice 12 : Produits de petits groupes cycliques

1. Ona (z, y}}“’ = (g;k, yk}  Ainsi, (g, y}k est le neutre si et seulementsi £k — ¢ et
yk = e.Celaéquivauta a|k et b|k, cesta-dired aVb|k.Donc (r,y) est
dordre o v b.

2. L'élément (L i} estd'ordre 2% 3 = &, égal au cardinal du groupe. Il engendre donc
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Z/27 x Z[3Z . D'apres la classification, I'application & — % - (1, 1) est un isomorphisme
depuis E;’@E . Autrement dit, la classe de % modulo 6 est envoyée sur le couple (classe de %
modulo 2, classe de % modulo 3). Le groupe est cyclique et isomorphe a E,/EE . La figure
ci-dessous montre le parcours des multiples & - (L i} . il visite les six éléments.

N _
N T - O > @
N
7))
c
©
yo)
g
c
©
()]
S
£0- @ @ O
(]
0 1 2

composante dans Z/3Z

. Tout élément (@, b) de Z/2Z x Z/2Z vérifie 2 - (a,b) = (0, 0) . Aucun élément n'est donc
d'ordre 4. Le groupe n'est pas cyclique. En revanche, U4 contient 4, d'ordre 4. Or un
isomorphisme conserve l'ordre (exercice 7). Ainsi, E,/EE X E;’EE n'est pas cyclique et n'est
pas isomorphea Uj .

. Dans Z/47, les ordres divisent 4 ; dans Z /67 , ils divisent 6. D'aprés la question 1, I'ordre d'un
couple divisedonc 4 % & = 12 . De plus, {L 1:1 est d'ordre 12. Comme 12 est strictement
inférieur au cardinal 24, aucun élément n'engendre le groupe. Le plus grand ordre vaut 12, et le
groupe n'est pas cyclique.



C L] 7 I II L] ]3 - Q I I I Il I I
cycliques est-il cyclique ?

1. L'élément i estd'ordre M et ] d'ordre 7i.D'aprés |'exercice 12, {i, 1} est d'ordre
mV¥n.Oor mV¥Vn=mnlosque mAaAmn=1.Ansi, {(1,1))a mn ééments,
autantque G .Donc G est cyclique, engendré par (i, 1).

2. Soit (a,b) € G et | =mVn.Ona [-(ab)= (la,Ib).0r m|i, donc m|ia et

jla = (0 .Deméme, ] — {.Par conséquent, I'ordre de tout élément divise |, donc est au

plus [.0r I = mn/d < mn/2 <mn.Aucun élément n'est d'ordre M7, donc G
n'est pas cyclique.

3. En réunissant les deux questions précédentes, E/mE ¥ E/HE est cyclique si et seulement
si mAn=1.

Questions 4 a 5

4. D'abord, 1t estbien définie. En effet,si i = i/ modulo 12, alors j = i’ modulo 4 et
modulo 3, car 4 et 3 divisent 12. Ensuite, 1/ est un morphisme, car on additionne composante par
composante. Son noyau est formé des classes des j multiples de 4 et de 3. Comme 4 A 3 = 1,
ce sont les multiples de 12. Le noyau est donc trivial et 1 est injective. Enfin, les deux groupes
ont 12 éléments, donc ' est bijective. Cherchons ensuite & telque % = 1(mod )4 et

k= 2(mod)3.Parmi 1,5,9,seul 5 vérifie 5 = 2(mod )3 . Ainsi, 1) estun
isomorphisme, et I'antécédent de (1, 2) est la classe de 5 modulo 12.

5.0na 2A6 =2 ?‘3 1. D'apres la question 3, Z /27 x Z/6Z n'est pas cyclique. Or Z /127
I'est, et un isomorphisme transporte un générateur en un générateur. Les deux groupes ne sont
donc pas isomorphes, bien qu'ils aient tous deux 12 éléments.

Corrigé de I'exercice 14 : Ordre d'un produit dans un groupe

commutatif
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1. Soit z € (x)MN{y), dordre r.Legroupe { & ) estcommutatif de cardinal 7, donc
T | 1. par le théoréme de Lagrange. De méme, T | 7. Ainsi, T divise m A n = 1,donc
r=1.0nobtient {x)N{y) = {e}.

2. Comme (3 est commutatif, (,:[‘;yjlmn = {g:m:ln {yﬂ}m — e .Inversement, soit % tel que
(xy)* = e.Alors ok = y—k. Cetélément appartienta =z )M {y ), doncilvaut e.
Ainsi, £k — ¢ et y¥ =e,dot m|k et n|k.Comme m An = 1,onendéduit
mn | k. L'ordrede TY estdonc mmn.

3. Dans £/47Z ,prenons 5 — I et y = 3, tous deux d'ordre 4. Leur somme vaut 4 = {J,

d'ordre 1. Ainsi, lI'ordre du produit n'est pas 4 x 4 quand les ordres ne sont pas
premiers entre eux.

Question 4

4. La transposition T estd'ordre 2 et le cycle ¢ estd'ordre 3. En composant de droite a gauche,

= (2
re =72 =1, 7¢@ =7(3)=3 et 7c(3) = (1) = 2. Donc ;C @
]
=11
d'ordre 2 et non 6. Il n'y a pas de contradiction : on calcule de méme °T l: , donc

3)

TC ?é ¢ T . L'hypothése de commutativité est indispensable.

Point de méthode : pour obtenir un élément d'ordre 7%, on multiplie deux éléments d'ordres 71 et
7. premiers entre eux, a condition qu'ils commutent.

Corrigé de I'exercice 15 : Groupes commutatifs d'ordre premier

1. Soit = ?é e . D'apres le théoreme de Lagrange, son ordre divise I .llvautdonclou F.Or
l'ordre 1 corresponda & = &.Donc I estd'ordre [.

2. Comme p = 2 ,ilexiste x ?é € . Le sous-groupe {:r:) a I éléments, donc il est égal a
(7 . Ainsi, (& estcyclique. D'apres la classification, k —s 5k estunisomorphisme. On
conclut que G estisomorphea Z/pZ.



3. D'apres la question 1, tous les éléments distincts de & sont générateurs. De plus, un sous-groupe
H de G estsoit {e},soitcontientun = e .Danslesecondcas, H D {z) = G.1II
ya P —1 générateurs, et les seuls sous-groupes sont {c} et & .

4, Soit a d'ordre2 et 4 d'ordre3dans 3/ . Ces éléments commutentet 2 A 3 = 1.D'aprés

l'exercice 14, gb est d'ordre 6, égal au cardinal de ¢3! . Donc G = {ab) estcyclique,
isomorphe a8 Z/67.

Corrigé de I'exercice 16 : Théoreme de Lagrange dans le cas

commutatif

1. Notons 7(y) = zy et 7/(y) = z—ly . Alors 7/(r(y)) = v~ 1oy = y , et de méme
7(7/(y)) = v .Donc T est une bijectionde G sur G, de réciproque /.

P =

2. Posons HG Y. ce produit a un sens sans préciser d'ordre, car (3 est commutatif.

Y e
Comme T est une bijection, les éléments TV , pour ¥ parcourant (&, sontles éléments de

(7 dans un autre ordre. Donc ];[G (a:y} =F . Par commutativité, ce produit vaut aussi
y

£™ P . Ainsi, £™ P = P, etenmultipliantpar p—1, £™ = ¢.D'aprés la
caractérisation de l'ordre, I'ordre de & divise 7.

3. Les ordres possibles sont les diviseursde 35 = 5 x 7 ,soit1, 5, 7 et 35. Soit I tel que
o ?é e et xz7 ?é & . Son ordre ne divise ni 5 ni 7, donc il n'est ni 1, ni 5, ni 7. Il vaut donc 35.
Par conséquent, {:r;) = & et (G estcyclique.

4. Posons p(r) = =k . Par commutativité, p(ry) = =X y& = p(z)p(y) : c'estun
endomorphisme. Si p(z) = e, l'ordrede « divise k et 7m,donc kAn =1,et £ =¢.
Ainsi, £ estinjectif. Comme (& estfini, £ est bijectif. Pour la réciproque, écrivons

uk + vn = 1.Alors, pourtout £, ¢ — puk+wvn — (;[;“k:]u {g;ﬂ}ﬂ = li;];:k:lu . Donc

£ est un automorphisme, de réciproque v — y™,

Corrigé de I'exercice 17 : Morphismes de Z/nZ dans Z/mZ
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1. Supposons qu'un tel morphisme  f existe. Alors na = nf(1) = f(nl) = f(0) = 0.De
plus, f@} = f(k1) = ka, ce qui prouve I'unicité. Réciproquement, supposons na = 0 et
posons f(k) = ka .Si %k = j.onécrit k—1=gn et ka—la = glna) = 0. Ainsi,

f est bien définie. C'est clairement un morphisme. Il existe donc un morphisme envoyant I
sur a sietseulementsi ng = 0, etil est unique.

2. Ecrivons m = dm' et n = dn/,avec m/ A n/ = 1.Llacondition s — 0 signifie
m | nu, soit m/|n/ u. Parle lemme de Gauss, cela équivauta m/ | . Dans [[0, m—1]],
les multiples de  m/ sont 0, m/, ... ({d—1)m/.llyena d.D'apréslaquestion 1, chaque tel
U donne exactement un morphisme. Il existe donc exactement & — m A n morphismes
de Z/nZ dans Z/mZ.

Questions 3 a 4

3.Pour n =4et m=06,0na d =2 et m/ = 3.Lesvaleurs possibles de (1) sont
() et 3.Les morphismes sont I'application nulle et i _ 3% . On vérifie que
4.3 =12 =0.Pour m =5 et m = 7,ona d = 1.Seul le morphisme nul existe.

4. Avec m = n, les endomorphismes de Z/n#Z sontles fy k — uk, pour
u € [[0,n — 1] . Limagede [, est {%}.Commele groupeestfini, [,
seulement s'il est surjectif. Cela signifie que % engendre E/HE ,soit w A n = 1.Pour
n = 12,ongarde u € {1, 5,7 11} .1l'y a 4 automorphismes de Z/127 .

est bijectif si et

Corrigé de I'exercice 18 : Eléments d'ordre fini du cercle unité

1. Si z estd'ordrefini 7,alors z™ = 1,donc 2z € U, .Inversement, un élémentde U,

vérifie ™ — 1 et est d'ordre fini. Ainsi, T= L}Jlu"lﬂ . Ensuite, 1 € I" . Soient
m

zeUget welUp. Aors (z w—ljab = {gt‘!?" (wﬁ'}_a — 1, par commutativité de %
.Donc T est un sous-groupe de [I.

2.Si z € Uy, alors , — o2tkm/n pourunentier k,donc » — e2im r avec
r = kfn € Q. Inversement,si © = p/g avec g = 1,alors

(Eﬁéfr pfq:l'i‘ _ EEWP — 1.Ainsi, T = {EW " }
- - ! ;€ bl



3. Supposons que {Ef}k — g%k = ] pourunentier k > 1.Alors k € 277 :ilexiste | € F
telque k& = 2 {,avec E?é 0 .0Onendéduit o = % € ), ce qui contredit I'irrationalité de

. Donc et est d'ordre infini. D'aprés la classification, ( et ) est monogene infini, donc
isomorphe a (£, +).

4. Supposons T = { z).Comme z € T, ilestdordrefini 7.Alors T = { z) aexactement

7 éléments. Or T contient Ugm41,quiena n + 1. Cestabsurde. Le groupe T n'est
donc pas monogeéne.

Corrigé de I'exercice 19 : Exposant d'un groupe commutatif fini

. — Cp _ B ,
1. Décomposons a = H b et b= H v P en facteurs premiers. Posons
r r

o / 5
ar= J] "7 b= ]] »
ap 2 Py ap < By
Alors a’|a et b’;|b.Cesentiers n'ont aucun facteur premier commun. De plus,
o8 =TI o™ P PP = avb pour g — 19— 29x3et bo18=2x32,

ontrouve g/ = 4 et 3’ — g.Onabien 4 A9 =1let 4x9 =36 =12VI8.

) o)
2. D'apres l'exercice 7, I'élément £ﬂfﬂ“’ estd'ordre A (a/a’) = [al = a’ pe méme,
/ ‘1z .
ybfb estd'ordre j’ . Ces deux éléments commutent et leurs ordres sont premiers entre eux.

. . o ;
Par I'exercice 14, leur produit est d'ordre 5/ p/ . Ainsi, %/a’ ybﬂj estdordre gV b.

3. Les ordres sont bornés par le cardinal de (&, donc un ordre maximal f#d existe. Soit ¥ d'ordre
b . Par la question 2, il existe un élément d'ordre A v b.Or M % b > M, donc par
maximalité Af v b = M . Par conséquent, ; divise Af .

Questions 4 a 5

4. Dans Z/4% x Z/6Z  I'ordre d'un couple divise 4 ¥ 6 = 12 (exercice 12). De plus, (1, 1)
est d'ordre 12. L'exposant vaut 12, atteint par (1,1) .
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5. Notons 7 le cardinalde (F .Si (& estcyclique, un générateur est d'ordre #.. Tout ordre
divisant 71, I'exposant vaut 1. Réciproquement, si I'exposant vaut 7, il existe un élément =
dordre m,et {z) = G.Donc G est cyclique si et seulement si son exposant égale
son cardinal.

Corrigé de I'exercice 20 : Probleme : caractérisation des
groupes cycliques

Partie A

1. Si P estpremier, tous les entiersde 14 1 —1 sont premiers avec P, et P ne l'est pas. Donc
gﬂ{p} = p — 1 . Ensuite, un entier est premier avec P si et seulement s'il n'est pas multiple
de P.or [[1, p®]] contient p —1 multiplesde P.Ainsi, @(p) = p—1 et

@(p®) = p@ —p>—1.

2. Un élément d'ordre g engendre un sous-groupe d'ordre ¢ . D'apres |'exercice 11, ce sous-groupe
est I'unique sous-groupe H g d'ordre 4 de Ejnz . Ainsi, les éléments d'ordre g sont
exactement les générateurs de H 7. 0r H j est cyclique d'ordre g, donc isomorphe a Ejdz
. Un isomorphisme conservant les générateurs, Z/nZ contient exactement @(d) éléments
d'ordre .

3. Chaque élément de E;’HE a un ordre qui divise 73, par le théoréme de Lagrange. En
regroupant les 7. éléments selon leur ordre, on obtient une partition. Par la question 2, on en

déduit ; @{d:' = ™ pour n = 12,0na
n

(1) 4+ @(2) + ©(3) + @) + @6) + (12) =14+1+4+2+2+2+4 = 12 Lafigure

ci-dessous montre cette partition de Z/12Z selon I'ordre.



1+1+2+42+2+4=12

0(12) =4
11
0(3)=2 @4d)=2 ¢(6)=2 7
o(l)=1 o(2)=1 8 9 10 5
0 6 4 3 2 1

ord're 1 ord're 2 ord're 3 ord're 4 ord're 6 ordr'e 12

Partie B

1. Le sous-groupe { x ) = {e, £, 1.1, 91} compte d éléments. Chacun vérifie
(;pk")d = li;r;djlk — e.Ondispose donc de ¢ solutionsde 4 = e.Commeily enaau plus
d , ce sont toutes les solutions. Ensuite, un élément d'ordre g vérifie 9 = e, donc il
appartienta { x ).Or { x ) estcycliqued'ordre ¢ :ses éléments d'ordre ¢ sont ses
générateurs, au nombre de ¢(d) . Ainsi, IN(d) > 1 entraine IN{d) = ¢(d).

2. Le groupe (¥ est commutatif de cardinal 7. Par le théoreme de Lagrange, chaque ordre divise
.. En classant les éléments selon leur ordre, on obtient dz N{d:' = D'apres la question

n
précédente, IN(d) < @(d) pourtout d,que JIN{d) soit nul ou non. Par la partie A,

(; (¢(d) = N(d)) =n—n=0.

C'est une somme de termes positifs ou nuls. Chacun est donc nul : IN{d) = ¢(d) pour tout
diviseur o de n.

3. En particulier, IN(r) = @{n) > 1, car 1 est premier avec 7. Il existe donc un élément d'ordre
7., qui engendre (& .Le groupe (& est cyclique.
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Partie C

1.

Le groupe (& est commutatif, comme sous-groupe de {¥. Pour tout d | 1., les solutions de

zd — 1 sont des racines du polyndme X d _1,dedegré d.llyenadoncauplus .La
partie B s'applique : (& est cyclique. Par ailleurs, le théoréme de Lagrange donne z™ = 1 pour
tout z € G,soit & C U, . Les deux ensembles ont 7 éléments. Donc & = U, , qui est
bien cyclique.

Le groupe £/2Z x £ /27 estde cardinal 4, et 2|4 . Or ses quatre éléments vérifient

2-(a,b) = (0,0) . L'équation associée a d = 2 a donc 4 solutions, soit plus que 2.
L'hypothese de la partie B n'est pas satisfaite, ce qui est cohérent avec le fait que ce
groupe n'est pas cyclique.

Point de méthode : le critere de la partie B est I'outil standard pour montrer qu'un sous-groupe fini du
groupe multiplicatif d'un corps commutatif est cyclique.
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