Corrigés des exercices de maths en L2

Groupes

Corrigé de I'exercice 1 : Une loi de groupe sur R privé de -1

1. Endéveloppant, (1+z)(l+vy)-1=1l+z4+ytzsy-l=z4+y+zsy=xz%y.
Soient maintenant T,y € G .Alors 14+« ?é Det 14wy ?‘3 0, donc
(14 2)(141y)# 0. Parconséquent, = ¥y £ —1.Laloi * est bien une loi de
composition interne sur & .

2. L'application % est avaleursdans R*,car 14+ x ?é 0 pour x € (. De plus, l'application
uw — u —1,de R* dans (5, est sa réciproque. Enfin, d'aprés la question 1,
pz*y)=1+z*y = 1+ 2)(1 4+ y) = px)e(y). Ainsi @ est une bijection qui

transforme * en produit.

3. On transporte la structure de {IR*, X } . D'abord, pour z,%, % € (,o0na
iz *y) * 2) = plz)e(v)e(z) = plz * (y * 2)), et ¥ estinjective : la loi est associative.
De méme, @(x * y) = @(y * ), donc elle est commutative. Ensuite, ¢(0) = 1, d'ou
*0 = o 1(p(r) x ) = £ : 0 estneutre. Enfin, le symétrique de & est

e 1(1/(1+2) =g _Il_ ——1. (G, ¥) est un groupe abélien de neutre 0, et le

symétrique de T est —H_La:.On vérifie: T *(—1_‘_%) = l:l —I-:t?jl-l_‘l_ﬁ —1=0.

4. Par récurrence, @{z*n) = (’DI::]_‘:‘:lﬂ = (1+ ;r;:]ﬂ .Donc £*m = (1+ g:;jﬂ — 1. Ensuite,
¥ * 4 =7 équivaut a {1 + g:jB —1 =7, soit {1 + ;1::13 — 8 . La fonction cube
étant bijective sur R, celadonne 1+ £ = 2 .L'unique solution est 1 = 1. Vérification:
1*¥1 =3 ,puis 3¥1 =34+14+3="7.

Point de méthode : dés qu'une loi s'écrit @ 1(ip(x)(y)), transportez la structure de groupe par Ia
bijection % au lieu de vérifier I'associativité a la main.
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Corrigé de I'exercice 2 : Structures de groupe ou non

1. Dans (N, +), leneutreest 0, mais 1 +7 > 1 pourtout n € N : 1 n'apasde
symétrique. {IN, —I—) n'est pas un groupe. En revanche, 2# contient 0, et
2a —2b = 2(w — b) € 2Z. C'est donc un sous-groupe de (£, +). (2Z, +) estun
groupe.

2. Dans {#,%),leneutreest 1.0r 2u = 1 n'apas de solution entiére. (£, X ) n'est pas
un groupe. Ensuite, {—1, 1} est stable par produit, contient 1, et chaque élément est son

propre inverse. {{—1, 1}, x ) est un groupe, sous-groupe de R*.

3. Dans Z/6Z, 3% 3 =& = (. Le produit de deux éléments de Z[6Z \ {0} peutdoncen

sortir : ce n'est pas un groupe, la loi n'est méme pas interne. En revanche, 7 est premier. D'une

part,si 7|ab,alors 7|a ou 7|b& (lemme d'Euclide) : la loi est interne. D'autre part, tout
k ?é 0 est inversible par Bézout. (Z/TZ {ﬁ}, X ) est un groupe abélien d'ordre 6.

4. Le neutre de (My(R), X ) est Iy Orla matrice nulle vérifie 0x B = 0% Iy pour tout
B . Ce n'est pas un groupe.

5. Laloi - n'estpasassociative: (0 -0) -1 =0-1= -1, tandis que

0-0-1)=0-(-1) =1. (R, -) n'est pas un groupe. Remarquons aussi qu'il n'y a pas
deneutre: £ -0 =x ,mais 0 -z = —z.

Corrigé de I'exercice 3 : Reconnaitre des sous-groupes

1.0Ona 1€ U.Deplus,si |z] = |w| =1, alors |zw—l = |z|/|]w| = 1. U estun sous-
groupe de (*.

2.0na 1€ Qj_ , et le quotient de deux rationnels strictement positifs I'est aussi. Qj_ est un
sous-groupe de Q*.

3. Le neutre 0 est pair, donc 0O ¢ 2# 41 . Ce n'est pas un sous-groupe. D'ailleurs,
141 = 2 n'est pas impair.

4. D'abord, fn € H . Ensuite, le produit de deux éléments de FH vaut



ray?] @ & D al b[\imﬁ‘?]> _ (aaf ab’ + bgl\pme’] )
(eayryg €8 3) (@ 07 ‘ bd, PR )

avec aa'’dd’ ?‘é 0 . Enfin, I'inverse vaut

oma&b A\ _ (1), —b/(ad)
(v 18 201 = (o] 1/d )

qui est encore dans H . H est un sous-groupe de GLg(R).

5. ona SLg(R) = ker(det), ot det:GLy(K) — R* est un morphisme. C'est donc un
sous-groupe, comme tout noyau.

6. Ona 2 € H,mais 2—1 = L H . H n'est pas un sous-groupe de [R*.
2

Corrigé de I'exercice 4 : Sous-groupes de Z et sous-groupe

engendré

1.Ona 0 =ax0¢caZ. Deplus, ak —al =alk—1) € aZ. aF estunsous-groupe
de 7.

2. L'ensemble 64 + 15F contient 0, et la différence de Gu + 15v et &u/ 4+ 15w/ vaut
ﬁ{u — uf} + 15(*?_.' — *u*’:l . C'est donc un sous-groupe, égala d# avec g son plus petit
élément strictement positif. Or 3 = 15 — 2 x 6 Iui appartient, donc d | 3 . De plus, tous ses
éléments sont multiples de 3, donc 1 n'en fait pas partie. Ainsi g = 3 : ( 0,15 ) = 3F.

3. Unentierestdans & M 15F s'il est multiple de 6 et de 15, donc de 2, 3 et 5. Ces trois nombres
sont premiers entre eux deux a deux, donc il est multiple de 30. Réciproqguement, 30 est multiple de
6 etde 15. Donc 67 N 157 = 307, et m = 30 = ppcm(6, 15).

4, Ona 4 et 6 danslaréunion, mais & —4 = 2 n'est multiplenide4,nide6. 47 |J&6F
n'est pas un sous-groupe.

5. Comme a la question 2, a# -+ & estun sous-groupe de &, non nul caril contient @ et §.
D'aprés le théoréme de classification, il s'écrit g # avec d = 1.D'une part,
a=axl+bx0¢&df eedeméme b e dF : d divise @ et §.D'autre part,
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d € af + & s'écrit d = aw -+ bv. Par conséquent, tout diviseur commun de @ et §

divise ¢ .L'entier { est donc le plus grand diviseur commun positif :
af + b7 = pgedln,b) Z .

Corrigé de I'exercice 5 : Ordre des éléments de Z/12Z et des
racines de l'unité

1. On applique la formule du cours : l'ordre de % dans £ /127 vaut 12/pgcd(12, &) . Ainsi, §
estdordre 12/4 = 3, g dordre 12/3 = 4,et & dordre 12/1 = 12 . Vérifions pour
g : ses multiples successifs sont 3, 6, 3, 0. Les ordres sont 3, 4 et 12.

2. L'élément J,avec 0 < k < 11, estd'ordre 12 si et seulementsi pgcd(k, 12) = 1.1l est
d'ordre 6 si et seulement si pgcd(k,12) = 2. Les éléments d'ordre 12sont 1 5 7 11 ;
ceux d'ordre 6 sont 5 et 1.

3. Soit , — o2tm P/2 avec pgcd(p,g) =1.Alors 2™ =1 g|pm & g|m ,parle
lemme de Gauss. Donc  z estd'ordre §.Ensuite, ,, — 27 *5/12 avec pgecd(5,12) =1

et ¢ = e29 3/8 avec pgcd(3,8) = 1.Donc w est d'ordre 12 et { d'ordre 8.

4. 0na |l +1 = V2, donc ||:1_|_g':|ﬂ| — 972~ 1 pourtout n > 1.Ainsi (1 —|—i}n?§ 1.
L'élément 1 -+ : est d'ordre infini.

Corrigé de I'exercice 6 : Noyau et image de morphismes usuels

1. Ona |zw| = |2||w|, donc f estun morphisme. Son noyauest {z:|z| = 1} = U.Deplus,
toutréel r >0 vérifie f(r) = r.Ainsi ker f =Uet Im f =R} : f est
surjective, non injective.

2. Ona (xy)g = x4 y2, donc ¢ estunmorphisme. Ensuite, £2 = 1 & x = = 1.Enfin, un
réel ¥ estun carré non nul si et seulementsi ¥ >0, avec Yy = (@)2 . Ainsi
ker g = {—11 1} et Im g = IR*_|_ : T n'est ni injective, ni surjective.



3. Laformule det{AB) = det A det B montre que det est un morphisme. Son noyau est
SL,(R).Pour ¢ ¢ R*, la matrice diagonale diag(t,1,..., 1) estinversible de déterminant
t.Donc ker(det) = SL,(R) et Im(det) = R :le déterminant est surjectif, et non

injectif dés que 1 > 2. Parexemple, diag(2,1/2) estdanslenoyau.Pour n =1,en
revanche, det estl'identité de R¥.

4.Si k — ],alors 6|k —1,donc 6|2k —2{et 5% — 3] : h estbien définie. Ensuite,
h{k + E:l — 2%k +2] = h(k} + h,{ﬁ} Le noyau est formé des J avec 6|2k, c'est-a-dire

3|k . L'image est {[j 2, oe-&} Ainsi ker h = {D 3} et Tmh = {[j 2, oe-‘-l} h
n'est ni injective, ni surjective. On remarqueque 2 x 3 = &.

Point de méthode : sur un ensemble quotient comme E/nz , Vérifiez toujours qu'une formule ne
dépend pas du représentant choisi avant de parler de morphisme.

Corrigé de I'exercice 7 : Décomposition d'une permutation en
cycles

1. Onsuit les flechesa partirdel: 1 — 3 — 7 — 4 — 1. Ensuite, le plus petit élément restant
o= (1
3
7

42

3
6

8)

est2: 2 =+ 5 =29 =36 —= 8 — 2. Touslesentiers de 1 a 9 sont atteints. Donc

. La figure ci-dessous montre ces deux orbites.
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ordre de o : ppcm(4,5) =20

2
(&) ©

c1=(1374):ordre4 c2=(25968):ordre5

2. Les deux cycles sont disjoints, de longueurs 4 et 5. L'ordre vaut donc ppcm({4, 5) = 20 . De
plus, un J -cycle a pour signature {—1}}“"_1 .L'ordre de & est 20 et

o0) = (-1 (-1)F = -1

3. L'inverse d'un cycle s'obtient en le parcourant a I'envers. Comme les deux cycles commutent,

ol =11
4
N
o=l = cl_l cg_l . Donc ’3} {2
1
6
9
,5)
4, Ona 2026 = 20 x 101 +6 ,donc 2026 — 6. Ensuite, Ies cycles commutent :
ob = c?cg . Or c:l‘i = Id et cg = Id , d'ou 5 = r:& 5 = ¢y . Enfin, c%
52026 — ,:1
73
4 (2
envoie 1 -7, 7 =1, 3 —4et 4 — 3. Ainsi §
9
6

1

8)



o= (1

{551 :3:' ':3
oo ,’F} {?
o) = 4 . i
5. On utilise ;flg:' {ag . Donc ’5) {5 . On retrouve la signature : sept transpositions
,GB} e {Gk—l ’9} {9
’Gk:‘ :6:' ':6
8)

donnent (—1}? = —].

Corrigé de I'exercice 8 : Ordres de matrices et produit
d'éléments d'ordre fini

1. Le calcul donne

2 _ —-1& -1 3 _ 42 4 — —1&0 \_ _
A —([\ary?]l&oo )} A° = A A—([\ary?]o&_ll)_ Iq.

Par conséquent, Ab = {—Igjlg = Iy, etl'ordrede A divise 6. Or A ?é Iy, A2 ?é Iy
et A3 ?é In.La matrice A estd'ordre 6.

2. Oncalcule B? = —Jq,donc B% = Iy, tandis que B?é Io et BE?‘E Iy, B est
d'ordre 4. Ensuite,

= (e T 0= 20 = (et £0)

Comme ?é {5, l'ordre divise 3 et vaut 3. (' est d'ordre 3.

3. Onobtient BL = ([l"-,ll'aj.i"?] é ‘%:11 ,}) . Par récurrence,

1 & 1&1 l & 1
GRS (G ADE ( Tog 1 )'d°”c
{BC}n = ([Hra@r 10%: 1 }) ?é Igpour m > 1. BC estd'ordre infini. Ainsi, dans un

groupe non abélien, le produit de deux éléments d'ordre fini peut étre d'ordre infini.

4, Comme (3 estabélien, (gb}k — gk p% pourtout % .D'abord,
(gb}mﬂ = {g’m}n (bn]m = g . Ensuite, supposons I:u,b:lk — e.Alors gk — p—k
appartienta ¢ @ ) M { b} . Ce sous-groupe a un ordre qui divise " et 7 par Lagrange, donc il
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vaut 1. Ainsi gk = ¢ et pk — o, dou m | k et n|§c.Comme M et 7 sont premiers
entre eux, mn|k.L'élément gb estd'ordre mn,

Corrigé de I'exercice 9 : Morphismes de Z/12Z dans Z/18Z

1. Pour k>0,0na g =14...41(k termes). Comme f estun morphisme,
_ 0
kY = ka . Tout élémentde £ /12F aunreprésentant k € { ’ },donc est
f(k) = ka / P fsa. 3 11 f

entiérement déterminé par @ . Enfin, 12a = f(12) = f(0) = 0.Donc f(k) = ka et
120 = 0 -

2.Si k =] dans Z[12Z ,alors k —1 = 12g, et ka —la = g(12a) = 0. La formule ne
dépend donc pas du représentant. De plus, (k + {)a = ka + [a . L'application % —y kg
est un morphisme.

3. Ecrivons g = & avec 0 < o < 17.lacondition 19 = { s'écrit 18|12a, soit 3 |2ex,
soit 3| o parle lemme de Gauss. Les morphismes sont les fﬂ k= ak avec
a € {0,3,6,9,12,15} :ilyena6.0Onremarque que 6 = pgcd(12,18).

4. Pour g = 3,ona f(k) = 3k.Ensuite, 18|3k & 6|k .Dans Z/12Z , cela donne deux
classes. De plus, I'image est formée des multiples de 3 dans E;’ISE .Donc ker f = {ﬁ, 5}
et Im f =(3)=1{0,38,9,12 celB}.0On vérifieque 2x 6 = 12.

5. Un morphisme injectif aurait une image a 12 éléments. Cette image serait un sous-groupe de

E;’ISE , donc son ordre diviserait 18 par Lagrange. Or 12 ne divise pas 18. Il n'existe aucun
morphisme injectif de 7 /127 dans 7 /187 .

Corrigé de I'exercice 10 : Centre et automorphismes intérieurs

1. D'abord, e € Z(G).Soientensuite a,b € Z(G) et x € G.De bx = xb,ontire
b1 — p—1r en multipliant par 3—1 & gauche et a droite. Donc
ab—ly — grb—l = zgb—l.Ainsi Z(G) estun sous-groupede & .



.ona @gly) = gryg—! = (grg)(gyg™1) = @4(@w4(v) . De plus,
@g—l'i@f-’g'iﬂ?:':' = g7 lgzg—1lg = = et de méme dans Iautre ordre. Donc ¥ est un

automorphisme de (7, de réciproque @g—l .

Pour g,k € G, @ @) = ghoh g™l = (¢, (&), Donc
#(gh) = #(g) o #(h). Ensuite, ¥4 = Id signifie gzg—! = x pourtout x, soit
gr = Tg . & estun morphisme de noyau Z(G).

. On calcule, en appliquant d'abord le facteur de droite :

(2 (1
I:]_ (1 13:”:1 12:' (2
Donc et ne sont pas dans le centre. De méme, 2} = (1 et 3} = (1, donc
’2} ’3} 3 2
] ]
2) 3)
{1 I:l ] ]
© 2 2)(1 (1 (1
3) ¢ %S }.Ensuite, 3(1 et 2 , donc ,2 .Enfin, ,3 est l'inverse de
] 3 :2:' = {1 :3:' = {2 :3:' ¢ Z':SB:' :2:'
,3) 3)
(1
2 ;comme Z({S73) estun sous-groupe, il n'y est pas non plus. Donc  Z(S3) = {Id}, et
3)
]

& estinjectif: S3 estisomorphe au sous-groupe #(S3) de Aut(S3).
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Corrigé de I'exercice 11 : Groupes d'exposant 2

1. L'hypothése 12 — g signifie r—1 — 4 pourtout x.Donc, pour =,y € &,
Ty = {a:y}_l = y—lz—1 = yx .Le groupe G est abélien.

(@ (@
2. Une double transposition ,b) (¢, & supports disjoints, a pour carré ,b}g (¢ . Calculons ensuite les
) d)? =1d

produits, en appliquant d'abord le facteur de droite :

|
A
f—

it £

et

£

e S S S N
yuuuuuuux_f'uu

it

|
A
f—

et

4) (2
3
(1 (1
2)(3 3) (2
14:' ) ':1 :4:' ) (1
De méme, ,4)(2 et ,4)(2 . Ainsi, le produit de deux éléments distincts non triviaux est le
3)=0 3=
3) (2 2)(3
4) 4)

troisieme. Par conséquent, ¥ contient TId, est stable par produit et par inverse. ¥ est un



sous-groupe de &4 d'ordre 4 dont tous les éléments vérifient 2 — 1d.

3. Soit = ?é e dans (3 .Alors £Z — g,donc I estd'ordre 2. Par le théoréme de Lagrange,
l'ordre de « divise |G|.Donc |G| est pair.

4. Le groupe {E, —I-:l est abélien, mais 1 4+1 =2 ?‘3 (. Un groupe abélien n'est pas
forcément d'exposant 2.

Corrigé de I'exercice 12 : Elément d'ordre 2 dans un groupe

d'ordre pair

1.Si © & A,alors 1:_1% T = {z_lj_l,donc r—1 £ 4 . Ainsi, r — r—1 estune
involution de A sans point fixe. Elle regroupe les éléments de 4 en paires disjointes
{z,z—1} Donc |A| est pair.

2. Le complémentaire G\ A estl'ensemble des T telsque £2 — ¢ .l contient € etles
éléments d'ordre 2. Son cardinal |G| — | A| est pair, comme différence de deux nombres pairs. Par
conséquent, le nombre d'éléments d'ordre 2 vaut |G| — |A| — 1, qui estimpair. G posséde
un nombre impair, donc non nul, d'éléments d'ordre 2.

3. Par Lagrange, I'ordre de tout élément divise |G| . Or 2 ne divise pas un nombre impair. Un
groupe d'ordre impair n'a aucun élément d'ordre 2.

4. Dans &3, les éléments d'ordre 2 sont les trois transpositions. Dans £ /8Z, % est d'ordre 2 si

et seulementsi 8/pgcd(8, k) = 2,s0it k = 4.0n trouve 3 et 1 éléments d'ordre 2 : ce
sont bien des nombres impairs.

Corrigé de I'exercice 13 : Classes a gauche et a droite dans S3

(1

1. L'ensemble A contient Id, et
2P =1d

. il est stable par produit et par inverse. Ensuite,
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(1
2

( K =((
!3}2 = (1 et 2 . Donc ,2 . H et K sontdes sous-groupes de &3,

1
2)
d'ordres 2 et 3.

(1 (2
o JI:l :3:”:1 13}(1
2. Une classe a gauche s'écrit ¢ H = { 2’) .Oncalcule |2) = (1 et 2) = (1.Pourles
’ )2 3
3 2
g Q7
o {1 12}(1 :2} {2
classes a droite Heg = {é)g},on calcule ;3) = (1 et ;3) = (1.0On obtient :
’ 3 )2
2) 3)

[7][?] gauche : H,

[7][?] droite : H,



(1

Les partitions différent : par exemple ,3) ?é H{(1. La figure ci-dessous compare les deux

3)

partitions.
classes a gauche oH classes a droite Ho
id (12) id (12)
(13) (123) (13) (132)
(23) (132) (23) (123)

3. Les classes a gauche modulo A forment une partition en parts de 3 éléments. L'une est K ,
(1
2), (1

I'autre est donc le complémentaire 3} {2 . Le méme argument vaut a droite. Modulo ¥ ,
] ]

,3)
les classes a gauche et a droite coincident : ¥ et I'ensemble des transpositions.

4. Ona |H| = 2,quidivise 6, avec3classes: 6 = 2x 3.Deméme, |K| = 3, avec2
classes: 6 = 3 x 2. Le théoreme de Lagrange est vérifié dans les deux cas.

Point de méthode : un sous-groupe d'indice 2 a toujours les mémes classes a gauche et a droite, car
l'unique classe différente de H est son complémentaire.

Corrigé de I'exercice 14 : Lagrange et calculs modulaires
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1. L'ensemble des inversibles d'un anneau contient 71, est stable par produit, car
I::,]_’,‘y:l_l = y—1g—1, et parinverse. C'est donc un groupe. D'aprés le cours, k estinversible si
et seulement si pgecd(k, n) = 1.1lyadonc ¢fn) inversibles. Par le corollaire de Lagrange,
g@@ _ 1.si pgedla,n) =1,alors g = 1 (modn) -

2.0na 72 — 49 = 3x 15 4 4,donc %% _ 7,puis 7% _ ig — 7. L'ordre divise 4 et n'est
ni 1ni2:ilvaut4. Deplus, @(15) = @(3)p(5) = 8, et4divise 8. Enfin, 100 = 4 x 25 .
Donc 7100 = 1 (mod15) -

3. Les puissances de 2 modulo 13 sont 2,4, 8,16 = 3, puis 26 — §4 = 12 = —1.Donc
912 = 1. L'ordre divise 12 ; or 21 22 23 9% 26 nevalent pas 1. L'ordre de 3 est donc 12.
Ensuite, 1000 = 12 x 83 + 4 ,d'ou 21000 = 34 = 3. Le reste de 21000 modulo 13
est 3.

4. L'ordre d'un sous-groupe divise [, doncvautlou F.Les seuls sous-groupes sont -z} et
G.

Corrigé de I'exercice 15 : Conjugaison et produit de cycles

1. Comparons les deux permutations en tout point ¥ .Si ¥ = ’T{E&E-:l avec 1 < k , alors
Tery) = ’T{C{GE-EI = T{Gé—l—l} .Deméme, TcC T_I{T{Gk}} = 7(a{) . Enfin,si Y
n'est aucun des ’Tl:flﬁ-:l , alors T_l{y] n'est aucun des &, etil est fixé par ¢ . Donc
Ter™l = (r(ay)
Tc7y) = y . Ainsi - :

fr{a’k:l:l
2 (1

2. Onapplique d'abord ,3 ,puis ,2 : 1 =1 —=2, 2 +3 =<1, 3 +4 =4 et
4) 3)
(1
2

i
3)(2
4 — 2 — 3.Donc ;3 . Remarquons que la signature est cohérente :
4) = (1
i

2) (3
4
(+D(+1) = (-D(-1).



p (1 p(l
3. D'aprés la question 1, ,3) p—1 = (p(1).Donc ,3)p—1 = (2.

,0(3)) )

(e (b »
4. Soient » -+ et » -+ deux cycles. Les ensembles {%;} et {b;} ont k éléments, donc leurs
1'5[‘;;-:' :bk‘:‘
complémentaires ont 7, — k& éléments. On définit 7 par “TI:E&E-:I = b;, puis on la complete par

”Tl:ﬂ&l
-

une bijection quelconque entre les complémentaires. D'apres la question 1, ,ak} 71 = {bl :
o

Dbx)

les deux cycles sont conjugués.

Corrigé de I'exercice 16 : Ordres des éléments de S5 et S6

1
1. Un k-uplet (aq,... G} d'éléments distincts se choisitde n{n—1)...n—k+1) = (nilk)'

facons. Or chaque k -cycle est décrit par exactement j tels uplets, obtenus par permutation

':“11

1'5!‘2

N "

circulaire : ,25) = {@q .1y a donc m cycles de longueur k.
e

1'5[’1:]

2. L'ordre d'une permutation est le ppcm des longueurs de ses cycles. Pour &k | les longueurs
possibles (en omettant les points fixes)sont: & ; 4 ; 3,2; 3 ; 2,2; 2 ;aucune. Les
ordres correspondants sont 5,4, 0, 3,2, 2,1 . Pour &g, les types autres que l'identité sont 6

5, 4,2, 4, 3,3; 3,2; 3, 2,2,2,; 2,2 ; 2, dordres ©,5,4,4,3,6,3,2, 22
. Dans les deux cas, I'ensemble des ordres est {1, 2,3, 4, 5,6} .

3. Dans &g, un élément d'ordre 6 est forcément le produit d'un 3-cycle et d'une transposition

disjointe. On choisit le 3-cycle de ﬁ = 20 facons. Ensuite, la transposition est imposée : elle

échange les deux éléments restants. &5 contient 20 éléments d'ordre 6.

4. Un sous-groupe cyclique d'ordre 10 serait engendré par un élément d'ordre 10. Or, d'apres la
question 2, aucun élément de &g n'est d'ordre 10. St n'a pas de sous-groupe cyclique
d'ordre 10.
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Corrigé de I'exercice 17 : Le groupe des isométries du carré

1. Uneisométrie & de IJa estlinéaire, donc elle conserve la distance & (2 . Or les sommets sont
exactement les points du carré a distance 2 de (& .Donc 9 permute les sommets, et
*ﬁ{g} € &4 est bien défini. Ensuite, le sommet image de 2 par gh estl'image par § de
limage par A : #{gh) = #(g)®(h).Enfin,si #(g) = Id, alors 7 fixe les vecteurs
(1,1) et (—1,1}, quiforment une base de R2.Comme & estlinéaire, ¢ = Id. & est
un morphisme injectif.

2. Larotation T s'écrit (x,y) — (—y, z) :elleenvoie {1,1) sur (=11}, c'est-a-dire 1 sur 2,

puis 2 sur 3, 3 sur 4 et 4 sur 1. Pour les symétries, 3y : {1?: y:' — ':ya 35‘:' )
soilz,y) = (—y,—2), sg3:(z,y) = (—2,4) et s4:(z,y) = (£, —y) . On obtient

&(r) = (1

FICRS
\‘;-_-""“:_-r'"
ST ST
V. N
Crn  Um
o bBOD
e o
| I

(

(

2)(

4), B(s,) = (
4)(

,3).

Avec #(Id) = Id, ce sont les huit permutations cherchées.



3. Comme & estinjectif, 9 et €(g) ontle méme ordre. L'identité est d'ordre 1, T et r3
sont d'ordre 4, et ’FE, 51y 8q, 53, 54 sontd'ordre 2.

4, Ona T 51{1?, y) = r{y, ) = (—z,y),donc T 5] = S3.En revanche,
31 ’.i‘“l::t:‘, y:l = sll:—y, :L?:l = l::l:, —y} ,donc 517 = %4 . Les permutations confirment le

2
3

i

calcul : :4:' {2 .Comme 73y ?é SyT, le groupe )4 n'est pas abélien.
!4:' = {1
2) (3

!4:]

1

5. Le sous-groupe { r % = {Id, r; 72, r3} est cyclique d'ordre 4. Ensuite,
W = [Id, T2, g, 54} eststable: S954 = 54385 = rd, 2 Sq = 54 et
rd 54 = S55.5es éléments sont leurs propres inverses. ¥ est un sous-groupe d'ordre 4
non cyclique, car il n'a aucun élément d'ordre 4. Enfin, EFI:D4} est un sous-groupe d'ordre
8de &4 ,d'ordre 24. Son indice vaut 24 /8 = 3.

Corrigé de I'exercice 18 : Anneau Z/nZ, inversibles et corps

1. Lesinversibles sont les % avec pgcd(k,12) =1.0r 52 = 95 = 2x 12 +1,

72 — 49 = 4x 124+ 1et 112 =121 = 10 x 12 4+ 1 . Les inversiblessont 1 & 711,
et chacun est son propre inverse.

n — 0, avec 3 ?é 0et 4 ?é 0.En particulier, 3 n'est pas inversible : sinon,
7 —73 137 _7. Z/12Z n'est pas un corps.

3. L'algorithme d'Euclidedonne 60 = 3 x 17+ 9, 1T =1x9+8 e 9=1x8 +1.Donc
pgcd(17,60) = 1 . En remontant les calculs :

1=9-8=90-(17-9)=2x9—-17T=2x(60—-3x17)—17 =2x 60 -7 x 17.

Ainsi 17 x _7 — 1.L'inversede 17 dans Z /607 est E3. Vérification :
17Tx 53 =901 =15x60+4+1.

4. On multiplie I'équation par l'inversede 17 : ¥ = E3x 5
les v = 25 +60k, k € F .Vérification: 17 x 25 =
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5. Soit a?é Oet Mg:& —+ GT . Si 4T = @Y  alors a(r —y) = 0,donc £ = ¥ par
intégrité : ™y estinjective. Comme A estfini, ™y est aussi surjective. Il existe donc &
avec gz = ].Tout élément non nul est inversible : 4 est un corps.

Corrigé de I'exercice 19 : Idéaux de Z et de R[X]

1. D'aprés l'exercice 4, 127 + 187 = pgcd(12,18) 7 et 124 N 187 = ppcm(12,18) 7.
On obtient 67 et 367 .Ce sontdes sous-groupesde Z,et &k x nm = n{km) :ils
absorbent la multiplication. Ce sont donc des idéaux.

2. L'évaluation evy:P — P(1) estun morphisme d'anneaux: (P + @)(1) = P(1) + Q(1),
(PQ)(1) = P(DQ(1) etle polyndme constant 1 vaut 1 en 1. Donc I = ker evy estun
idéal. Ensuite, (X —1)R[A] C I clairement. Inversement, si P(1) = 0, la division
euclidienne donne P = (X — 1)@ + ¢, avec ¢ constant. En évaluant en 1, on trouve
¢ =0.Donc I = (X —-1R[X].

3. 0na J = kerev; Mkerev,, intersection de deux idéaux : c'est un idéal. Si P € J, alors
P = (X — 1)@ parlaquestion 2. Puis 0 = P(2) = Q(2) ,donc @ = (X —2)R .La
réciproque est immédiate. Ainsi J = (X — 1)(X — 2)R[X].

4. Soit I unidéalde K nonréduita {0},et x £ I nonnul. Alors % estinversible, donc
1 = z—1lg € J.Parconséquent, @ = ax 1 & I pourtout a € K .Les seuls idéaux

de K sont {0} et K.

5.0na 1 & £, mais % ¥ 1= %gz . Z est un sous-groupe de 1!, mais pas un idéal.
C'est cohérent avec la question 4.

Corrigé de I'exercice 20 : Sous-groupes d'un groupe cyclique

1. L'application % :# — G, k —s gk, est un morphisme surjectif. L'ensemble
L={k:akc H} = 1{)_1{1{} est donc un sous-groupe de & . Il s'écrit & , avec



m > 1 car n € L .Ensuite,tout h € H s'écrit gk avec k € L,donc & = mj et
h = (a™)? . Ainsi H = {a™ ) estcyclique.

2. D' njd - —r - _ g njd : .
. D'abord, , estd'ordre  pocd(n, m/d) — n/d -Donc { g™" } estd'ordre d. Soit
maintenant A un sous-groupe d'ordre o ,et 1 — gk £ H .Parlagrange, rd — &, donc
n | kd, puis ? | k. Par conséquent, 1 £ { . y.Onadonc H ¢ { . ), et les deux

ont ¢ éléments. <g”fd> est l'unique sous-groupe d'ordre ¢ .

3. Les diviseurs de 18 sont 1, 2, 3, 6, 9 et 18. Le sous-groupe d'ordre ¢ est engendré par m .
Ensuite, le sous-groupe d'ordre o est inclus dans celui d'ordre g’ si et seulementsi d | d’ . En
effet, la condition est nécessaire par Lagrange ; elle est suffisante car 18/.:3 est alors un multiple
de 18,/.:5’ . Les sous-groupes sont {0}, (3} (ordre2), (&) (ordre3), {3 (ordre
6), (2) (ordre9)et Z/I8Z . La figure ci-dessous résume les inclusions.

ordre 18

ordre 9 ordre 6

ordre 1

4. Chaque =z £ (¥ engendre {a:},dontl'ordre d divise 7. C'est I'unique sous-groupe 4
d'ordre d,et I enestun générateur. Ainsi, (& est la réunion disjointe, pour d | ., des
ensembles de générateurs de M g.Or H g est cyclique d'ordre ¢, isomorphe & Z/dZ, donc

ila ¢(d) générateurs. Par conséquent, L_%: Pld) =1 ooy n =18 :
n
14142424646 =18.
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Corrigé de I'exercice 21 : Générateurs du groupe symétrique

1. On applique les facteurs de droite & gauche. D'abord, ¢ — 1 — 7 — 7. Ensuite,
(1
(1
g —+ 7 —1—2.Deplus, 1 — 5 — 2 — 1, et les autres points sont fixes. Donc ,7 ) {1
11‘:' = @
7)
. Or toute permutation est un produit de transpositions, et chaque transposition est de la forme R:}
]

ou s'écrit avec elles. Les transpositions engendrent S, .

k)
7 (1
2. P 7=k ivaris 1 Drapres Ia formule de conjugaison, *5 7 = (1)
. Posons , qui verine —1l = . apres la rormule de conjugaison,
FETIE TT =T gasen ) = (1
k+1)

q¢

(1 2), (2

,car 7T({1) = 1 pour k& > 2 .Parrécurrencesur k,toutes les sont dans :
H=1p - g A 3)... (-1
. )7
Par la question 1, les transpositions { engendrent &, .
J*+1)

cktc—k = (ck(1)
3. Par la formule de conjugaison, ,c¥(2)) = (k+1 pour 0 < k& < n —2.Donc
#42)

cktc k= (k+1 , -
. Ainsi, { T, ¢} contient toutes les transpositions

12
2, S, = (t,c).

. Par la question

PaE)

4. Les deux transpositions fixent 4. Or 'ensemble  F' = {o' € [\mhcal?]S4: o(4) = 4} estun
(1
(Q 2)(1
sous-groupe. Donc ;2), (1 .De plus, ,3)(1 par la question 1. Le sous-groupe
13}>CF%54 2) = (2
3)
engendré contient donc les trois transpositions de {1, 2, 3} , qui engendrent les permutations de



{1, 2,3} . Elles n'engendrent pas 54 , mais le sous-groupe F', d'ordre 6, isomorphe
a &3.

Corrigé de I'exercice 22 : Sous-groupes finis de C*

1.Ona 1 eU, etsi 2 = ™ =1, alors {zw—l)n — 1.Donc U, estun sous-groupe
de C*.Deplus, Uy = {0 <k < nn-—1} avec ,, — o217/, quiestdordre 7.
U, = (w) estcyclique d'ordre 7.

2. Par le corollaire de Lagrange, tout z € (7 vérifie z™ = 1,donc &G C U, . Les deux
ensembles ont 71 éléments. Donc & = U, , et tout sous-groupe fini de [* est cyclique.

3.5 z & U, NU,, sonordredivise m et 7,donc o :ainsi zd — 1 .Réciproquement, si
»d — 1,alors M — (zd}mfd — 1 etdeméme zm =1.Donc U,, MU, =Uj;,
Pour m = 4 et m = 6,0ona g = 2.Comme le montre la figure, les carrés de U4 etles
points de g ne se rencontrentqu'en 1 et —1.
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O o,
® Us
O Ua Nl =1k

4.5 z €Up et we€ Up,alors (zw) = (z)" (w™)" =1,donc zw € Upyp .
Ensuite, si zw = zfw/, alors zz/ 1 = w/w—l € U, NU, = Uy = {1} . Donc
z = z! et ww = 1w’ :l'application est injective. Enfin, les deux ensembles ont M7
éléments. L'application (z, w) — zw est une bijectionde U,, x U, sur U, .

5. D'abord, 1 € Uy, . Ensuite,si z € Uy, et w € Uy, alors zw—1 € U,,, . C'est donc un
sous-groupe. Il est infini, car les ngﬂfﬂ , n = 1,sontdeux adeux distincts. Par définition,
chacun de ses éléments est d'ordre fini. Supposons enfin U,, = { 4 ) .Alors z € U, pourun
certain 7, et ( b4 ) C U, serait fini. U,, est un sous-groupe infini, non monogéne, dont
tous les éléments sont d'ordre fini.



Corrigé de I'exercice 23 : Probleme, sous-groupes additifs de R

1. Soit h € H nonnul.Si A >0,ilestdans H N [R*_|_.Sinon, —hc Het —h=>0.Cet
ensemble est donc non vide et minoré par 0. Sa borne inférieure o existe,et o = 0,

2. Supposons @ >0 et a ¢ H  Comme 2a > a, la caractérisation de la borne inférieure fournit
r £ H avec a < x < 2a.Comme a g H onaméme a < x.De nouveau, il existe
y € H avec o £ y<z,etdonc & <Y <T Alors £ —y E H et

O<zr—y<zc—a<la—a=a.

Cela contredit la définitionde @ .Donc a £ H .

3. Comme a € H ,ona aZ C H.Soit € H et n=|zfa]|. Aos r=z—na
estdans H et 0 < r <a.Si >0, oncontredit la minimalit¢ de a@.Donc r = 0 et
r = na . Ainsi H = af .

4. Soient £ <¥Y.Comme a = 0 ,ilexiste h € H avec 0<h <y — z.Posons
k=|z/h|+1 Dunepart, k>=z/h, donc kh >z . .Dautrepart, k < z/h +1,
donc kh <z +h <y .Or kh € H .Toutintervalle ]z, y[ contient un élément de
H : H estdensedans [k.

5. L'ensemble H = & 4 V2 & contient 0 et
(m + nv2) — (m! +n/V2) = (m —m’) + (n — n/ W2 . C'est donc un sous-groupe, non
nul. Supposons & >0 .Alors H = g ,donc 1 = pa et V2 = ga avec P, 9 entiers et
P ?é 0.0nendéduit V2 = g/p € Q, ce quiestfaux. Donc @ = O . Par la question 4,
7 +V2 7 estdensedans [R.

6. Soient 0 < = <y < 1.Parlaquestion5,il existe ;7 entiers avec
t=m+nv2 € |r,y CJ0,1[ . Alors nv2 = —m +£,avec —m entier et
0« t<1.Donc |_ nv2 J = —m , et la partie fractionnaire de ny2 vaut t.Les parties
fractionnaires des 1./2 sont denses dans [D, ] . La figure ci-dessous le suggere : pour 71
de 1 a 200, les points remplissent déja tout le segment.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

1= =200 (AR

0 0,25 0,5 0,75 1
parties fractionnaires 2 — [nﬁ]

Point de méthode : pour un sous-groupe de [, tout se joue sur a = inf{H M Rj_:l :soit A est
discret de la forme g , soit il est dense.
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