Exercices de maths sup

Groupes, anneaux et corps

Exercice 1 : Propriétés de lois de composition usuelles

Pour chacune des lois suivantes, dites si elle est associative, si elle est commutative, si elle admet un
élément neutre et, le cas échéant, déterminez les éléments inversibles. Dans les questions 1 et 2, &
désigne un ensemble non vide.

1. Laréunion U surl'ensemble P(E) des parties de F .
2. L'intersection M sur P{E).

3. Laloi (m,n) — max(m,n) sur N.

4. La soustraction sur 7.

5. La composition © surl'ensemble F{R, R) des applicationsde R dans R.

Exercice 2 : Parties stables

Dites si chacune des parties suivantes est stable pour la ou les lois indiquées. Justifiez par une preuve ou
par un contre-exemple.

1. L'ensemble I des entiers impairs, pour |'addition puis pour la multiplication.
2. L'ensemble [ __, pour I'addition puis pour la multiplication.

3. L'ensemble U, desracines n-iémes de I'unité, pour la multiplication des complexes.
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z € C,

4, Le cercle { 2} , pour la multiplication.

,|2:| =

5. L'ensemble des fonctions paires de [ dans [, puis celui des fonctions impaires, pour la
multiplication des fonctions.

6. L'ensemble des injections de [k dans [, pour la composition.

Exercice 3 : Les groupes U, Un, C* et R*+

Onnote 4 — Egéﬂfg . La figure ci-dessous place les éléments de Uz etde U4 surle cercle unité.



. Montrez que [LJ et [Rj_ sont des sous-groupes de {E*, X }
. Montrez que, si 7 divise m ,alors Uy, estun sous-groupe de U, .
. Déterminez U3z M Uy . La réunion Uz U U4 est-elle un sous-groupe de U ?

. On considere I'application ¢ : [Rj_ x U — C*, {*r, u} —+ U, ol I'ensemble de départ est
muni de la structure de groupe produit. Montrez que % est un isomorphisme de groupes.
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Exercice 4 : Montrer qu'une partie est un sous-groupe

Dans chaque cas, dites si H est un sous-groupe du groupe & indiqué.

=

G=(Z+4) et H=25ZF.

R 2k
2. G=(Q7,x) et H:{k‘]EE}'

3. G= R x)et H=[zel*}x2ecql.
4. G=(Z,4+) et H=N.

5. G =(C"x)et H={rec}¥*}Re(z) > 0,0}.

o

f}SE:I
G = (SR, o}, groupe des bijectionsde [,et H :{ .
(5w ©) O =0

Exercice 5 : Intersection et réunion de sous-groupes

Soient (G, -) ungroupeet H, K deux sous-groupesde G .

1. Montrezque H M K estunsous-groupe de (& .

2. Montrezque H | K estunsous-groupede (& sietseulementsi H C A ou K C H.
Pour le sens direct, raisonnez par I'absurde enprenant h € H \ K et k € K \ H.

3. Déterminez 47 M 6Z . L'ensemble 27 LU 37 est-il un sous-groupe de {Z, +) ?

Exercice 6 : Le groupe produit U2 x U2




onmunit G = Uy x Uy de la structure de groupe produit, avec Up = {—1,1} . 0n note
e=(L1), a=(,-1), b=(-1,Det ¢ =(-1,-1).

1. Dressez la table de la loide & .
2. Montrez que 2 — g pourtout 1 £ (F etque (3 estabélien.

3. Dressez latablede Ug = {1,%, —1, —¢} . Montrezque G et Ug ne sont pas isomorphes,
bien qu'ils aient le méme nombre d'éléments.

4. Déterminez tous les sous-groupes de {7 .

Exercice 7 : Le groupe symétrique S3

1 —= 2,
Onnote p £ 519 lapermutation ,2 —+ 3,, et Tﬁj la transposition qui échange % et 7.
3 =1
i

1. Calculez p2 et p3.justifiezque S3 = [id, P, P2, trio, [\tanau?] 4, TEB}-
2. Calculez 719 ° 713 et 7132 ° 712 . Que peut-on en déduire ?

3. Montrezque A = {id, p, p2} estun sous-groupe de 53 .
g€ 53 , . -

4, Montrezque H = 0{3} —_3 est un sous-groupe de 53 et déterminez ses éléments.
1 1T

5. Soit m = 3 .Enprolongeant 713 et 713 par l'identité sur {4,. - Tl} , montrez que Sy
n'est pas abélien.

Exercice 8 : Les sous-groupes de Z

Soit JH un sous-groupe de I:E, —|—:|_ Le but est de montrer qu'il existe un unique . € [N tel que
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1. Traitezlecas F = {0}. On suppose désormais ?é {0} .

2. Montrezque F 1 INT est non vide. On note 7. son plus petit élément. Montrez que
nd C H .

3. A l'aide de la division euclidienne, montrez que H  n# .)ustifiez l'unicité de .

dy + 6
[, v) € [\maththbb?]Z2
I'entier 1 telque K = ndf .

4. Montrez que A = { } est un sous-groupe de £, puis déterminez

Exercice 9 : Morphismes usuels et noyaux

Pour chacune des applications suivantes, montrez que c'est un morphisme de groupes, déterminez son
noyau et dites si elle est injective.

1. f:(C7x) = (RY, %), z — |7,

2. foi(Ry4) = (C7,x), ¢ elume.

3. [ (€, x) = (€, x), 2 — z4.

4. fu: (Z,+) — (C¥, x), L — ;*.Déterminez aussi son image.
5. fy: (R*, x) — (R*,x), £ — £3.Est-ce un automorphisme ?

On considére f: (R, +) — (C*. % définie par #(8) = E“"'f)& — efl o128,
; ; f



=

. Montrez que f est un morphisme de groupes.

N

. Déterminez ker f.Qu'en déduisez-vous ?

w

. Justifiezque Im f estun sous-groupe de (*.Le morphisme [ est-il surjectif ?

4. Déterminez Im f NU et Im f NREL .

o

. Décrivez géométriquement Im f 4 l'aide du module et d'un argument de f(8) .

Soit f: (G, -) — {G’;, ©) un morphisme de groupes.

1. Soit A unsous-groupe de G .Montrezque f(H ) estun sous-groupe de ¢/ .

2. Soit EF’ unsous-groupe de ¢3/ . Montrez que f_l{H’} est un sous-groupe de (3 qui
contient ker f .

3. onprend G = G/ = (C*,x) et f(z) = 22 . Déterminez F—1(U), f_l{{—l, 1,
f(Ug) et fl:IR*:l.

Soit (G, -) ungroupe. Pour @ € G,ondéfinit ¥, G = G par ¢ (r)=ax a—1 Le centre
a € G,
de G est Z(G) = 1§ orall z € G,G,

AT = Ta

1. Montrez que ¥, est un automorphisme de (& et précisez sa réciproque.
2. Montrezque ¥4 ° %, = ¥4 .Endéduireque #:G — S, @ — ¥, estun morphisme
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de groupes.
3. Montrez que ker ¢ = Z(G) . Qu'en déduit-on pour %(G) ?

4. Déterminez le centre de 53, avec les notations de I'exercice 7.

1. Montrezque (R, +) et (R%, x ) sontisomorphes.

2. Montrez qu'il n'existe aucun isomorphisme de {ﬂ:*, X ) sur {R*, X ). On pourra utiliser le fait
que tout complexe non nul est un carré.

3. Montrez que {Q, —I—} et {Qj_, X } ne sont pas isomorphes.
4. Montrezque (Z,+) et (@, +) ne sont pas isomorphes.

5. Montrez que {[R*, X ) et (R, +) ne sont pas isomorphes.

Exercice 14 : Sous-anneaux de C

Dites si chacune des parties suivantes est un sous-anneau de (C, +, x } .

. a4+ 3
Lo Zh]= {{a b) € [‘\mathbhbb”‘]zg

— a1
10”‘
2. L'ensemble [ = ;g c E des nombres décimaux.

e N

3 Z[V2 { b\ ,{a b) EMEE



s B — a 4+ 22
© 7 7T \,@, b) € [\maththbb?]Z2 [

znC,

5. 2F , puis le disque {,|2:| <0

1},puis R U :zE.

Exercice 15 : Le groupe des inversibles de Z[i

Pour z = a + b € Z[z], on pose N(z) = |,z|2 — a2 4 b2 . On admet que Z[2] estun sous-
anneaude (.

=

. Montrez que IN{z) € N etque N{zw) = N{z) N{w) pourtous =z, w € Z[2].

N

. Montrez que si # estinversible dans Z[¢] ,alors IN{z) = 1.
3. En déduire le groupe des inversibles E[ﬁ]x . A quel groupe usuel est-il égal ?

4. L'anneau Z[z] est-il intégre ? Est-ce un corps ?

Exercice 16 : Diviseurs de zéro dans un anneau de fonctions

Oonnote A = F(R,R), muni de I'addition et de la multiplication point par point. On considére
flz) = max(z,0) et g(xr) = max(—=, 0), représentées ci-dessous.
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|
3 '\\ - f(x) = max(x, 0)
N — = g(x) = max(—x, 0)
~
N g =0
2 \\
~
~
~
~
~
1 AN
~
~
~
~
~
0
—3 _2 ~1 0 1 2 3
X

. Montrez que I'anneau .4 n'est pas integre.
. Déterminez le groupe des inversibles 4% .

Soit h £ A .Montrez qu'il existe & < A, nonnulle, telleque hk = 0, sietseulementsi h
s'annule au moins une fois.

Déterminez les éléments e € A telsque g2 — ¢ .

. Montrez que I'ensemble  C{[R, ) des fonctions continues est un sous-anneau de A . Est-il
integre ? Que dire du signe d'un inversible de cet anneau ?

Exercice 17 : Formule du binome et matrices carrées d'ordre 2

On admet que I'ensemble  M(R) des matrices carrées d'ordre 2 est un anneau, avec le produit

([\ray?)

etdeneutre I = ([yray?]éfé? ,}) .Onpose N = ([\ra@r?]

a &b
c& d’

}) ( a! b’ C[\prprime?] d,‘) — (

aal! + be! ab’ + bd'
ca! +de! 't dd’

) o

0&1
0&0°

)



5 (Lt 221

1. Calculez py2.)ustifiez que IV commute avec X I pour tout réel }.

2. Soit A = ([."-,Il'aj.?'?] g g%,}).Calculez A™ pourtout n € N.

3. Calculez (IV + B)E et N2 4+ 2NNB + B2. Commentez.

Soit A unanneau.Un élément a € A estdit nilpotent s'il existe p & N* tel que gP =10.

1. Soit @ nilpotent, avec g® = (.Montrezque 1 — a estinversible et exprimez son inverse.

2. Soient @ et p nilpotents tels que agb = ba,avec gP = 0 et 3% — . Montrez que
a -+ b est nilpotent.

3. Soient @ nilpotentet & £ A telque @b = ba .Montrezque gb est nilpotent.
4. Montrez que, dans un anneau integre, le seul élément nilpotent est (.

5. A l'aide des matrices N et B de l'exercice 17, montrez que I'hypothése gh = bha dela
question 2 ne peut pas étre supprimée.

Exercice 19 : Morphismes d'anneaux

1. Soit A unanneau. Montrez que l'application ¥ :Z — A4, n — n -1, estun morphisme
d'anneaux, et que c'est le seul.

2. Montrez que tout élément de  Z[v2] s'écrit de maniére unique a + bvZ avec (a,b) € Z2 . En

déduireque o:a + bv2 — a — bJ2 est bien définie, puis que c'est un automorphisme de
l'anneau Z[vZ].
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3. Soient K uncorps, B unanneaunonréduita [0} et f: K — B unmorphisme
d'anneaux. Montrez que f est injectif.

4, Déterminez tous les morphismes d'anneaux de 1} dans @.

Exercice 20 : Le corps Q[v2]

Onpose K = Q[vZ] = {a + by ;“2{& ) e Qg}.On rappelle que 3 est irrationnel.

1. Montrez que I'écriture @ + bv2 d'un élémentde K est unique.

2. Montrez que KA estun sous-anneau de [£.

3. Montrez que tout élément non nul de K est inversible dans K . Conclure.
4, Calculez les inversesde 3 4 2v2,de 142 etde 2 + V2.

5. Montrez que V3 ¢ K.

Soit A unanneau commutatif fini, non réduita {0}.Pour @ € A ,onnote m,;: 4 —= 4,
r — ar.

1. Onsuppose A integreet a f,é 0. Montrez que ™ est injective.
2. En déduire qu'un anneau integre fini est un corps.

3. On ne suppose plus 4 integre. Montrez que tout élément @ de A est soit inversible, soit un
diviseur de zéro, c'est-a-dire qu'il existe b?é 0 telque ab = 0.

4. Le résultat de la question 2 subsiste-t-il pour un anneau integre infini ?



Exercice 22 : Anneau de Boole et différence symétrique

Un anneau de Boole est un anneau A , non réduita {0}, dans lequel 2 — 4 pourtout = £ A.

1. Montrezque x + & = U pourtout = € A.
2. Montrez que A est commutatif.

3. Montrez que ,:t:(l - :t?:l = 0 pour tout x.Endéduire que A estintégre si et seulement si
A = {D, 1} ,

4. Soit E un ensemble non vide. Pour X, ¥ € P(E}, on note
XAY =(XUY)\(XNY) Onadmetque A estassociative etque [ est
distributive sur A . Montrez que {P{E), 4, M} est un anneau de Boole.

5. Déterminez les inversibles de cet anneau. Pour quels ensembles FE est-il integre ?

Oonnote A = Z[V2] et o l'automorphisme a + b2 — a — bV2 de l'exercice 19. Pour z € A
,onpose IN(z) = zo(z), etl'onnote &€ = 1 4 V2. On cherche les couples d'entiers (@, &) tels
que 72 — 342 — 1. La figure ci-dessous montre les deux hyperboles 52 — 932 — 41 et les points
a coordonnées entieres.
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. Pour z = a + bVZ, calculez IN(z) . Montrezque N{zw) = N{(z) N(w).
. Montrezque z £ A* sietseulementsi IN(z) = £1.

. Vérifiez que £ estinversible et calculez 2, £3.Montrez que I'équation g2 — 942 — 1
possede une infinité de solutions entieres.

. Soit 4 = g +bv2 € A® telque u >1.Montrezque |o(u)| <1, puisque a > 1 et
b > 1.Endéduireque u > &.

. Montrez que les inversibles strictement positifs de .4 sont exactementles &%, n € £ .
. En déduire I'ensemble des solutions {a, b:l € N? de a2 —9h2 = 1.

. Montrez que I'application {n, s:l — 5 €™ estunisomorphisme du groupe produit
(Z,4) x (Ug, x) sur (A%, x).



Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en maths sup

e Le cours : groupes, anneaux et corps, cours de maths sup

e A maitriser avant : Logique, ensembles, applications et relations, Nombres complexes et
exponentielle complexe

e Chapitre précédent : Arithmétique dans I'ensemble des entiers relatifs
e Chapitre suivant : Calcul matriciel et systemes linéaires
e Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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