Corrigés des exercices de maths sup

Groupes, anneaux et corps

Corrigé de I'exercice 1 : Propriétés de lois de composition

usuelles

1. La réunion est associative et commutative. De plus, A IJ il = A pour toute partie A , donc
il estneutre.Si A 1IUB =@,alors 4 AJB =i,donc 4 = . Ainsi, | est
associative, commutative, de neutre (i, et |J est le seul élément inversible.

2. De méme, l'intersection est associative et commutative, et A4 M B = A pourtout 4 C £ .
Si AMPB = &, 6alors F C A4 ,donc 4 = F .Parconséquent, [ a pour neutre
FE ,et FE estleseulinversible.

3. D'abord, max({max(m,n), p) et max(m, max(n, p)) valent toutes deux le plus grand des
trois entiers : la loi est associative. Elle est évidemment commutative. Ensuite,
max(m,0) = m car m > 0,donc O estneutre. Enfin, max(m, n) = 0 impose
m = 0. Le seul inversible est donc (.

4. La soustraction n'est pas associative: {1 —1)—1 = —1 mais 1 — {1 —1) = 1.Elle nest pas

commutative: 1 —0 ?é 0 — 1. Supposons qu'il existe un neutre & . Alors © —e = x donne

g =(,puis € —2 = T donne —F = & pourtout I,cequiestfauxpour = = 1.La
soustraction n'a donc pas de neutre.

5. La composition est associative, de neutre 1dR . Enrevanche, avec f{z) = & +1 et
g(x) = 2z ,ontrouve fog(zr) = 2z +1et geo flz) = 2z + 2. Elle n'est donc pas
commutative. Enfin, f estinversible s'il existe g telleque fog = geo f =1d,cequi
caractérise les bijections. Les inversibles de {F (R, K), ) sont les bijections de R dans
[ .
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Corrigé de I'exercice 2 : Parties stables

1. Pour I'addition, 1 4+ 1 = 2 n'est pas impair: I n'est pas stable. Pour la multiplication,
2k + D2 +1) = 2(2kl + & + 1) + 1 estimpair. Donc I est stable par X mais
pas par .

2. Une somme de réels négatifs est négative, donc [ est stable par addition. En revanche,
(=) x (=1) = 1¢ R_. Ainsi, R_ eststable par -+, paspar X .

3.Si 2™ =1 et w" =1,alors {zw}ﬂ = zM " = 1, carla multiplication des complexes
est commutative. L'ensemble U, est stable par multiplication.

4. Le complexe 2 estdemodule 2,mais 2 x 2 = 4 estde module 4.Ce cercle n'est pas
stable par multiplication.

5.Si f et 9 sontpaires,alors (fg){—x) = f(—=) g{—x) = f(x) g(x) : le produit est pair. Si

f et @ sontimpaires, alors  {fg)(—x) = (—f(z))(—g(z)) = (fg)(x) :le produit est pair.
Par exemple, & — & estimpaire, maisson carré  —s 2 nel'est pas, puisqu'il vaut 1 en
1 eten —1.Les fonctions paires forment une partie stable, les fonctions impaires non.

6. Soient f et @ injectives.Si g o f(x) = g o f{y), l'njectivité¢ de ¢ donne f(z) = f(v),

puis cellede f donne & = ¥ . Les injections forment donc une partie stable par
composition.

Corrigé de I'exercice 3 : Les groupes U, Un, C* et R*+

1. On applique la caractérisation des sous-groupes. D'abord, 1) ¢ C* et |l| = 1. Ensuite, pour
zyw € U,ona |zw™ L =|z|/|w| =1.Deméme, RL Cc C*, 10, et
T /y >0 pour x,y >0.Ainsi, U et IR*_|_ sont des sous-groupes de {E*, X :I

2. Ecrivons " = 71g avec g € N .Si z™ = 1,alors z™ — {zﬂ}g = 1, donc
U, C U,, . Parailleurs, U, contient 1 et, pour =z, w € Uy,
(zw—l)n = zn (wﬂ}_l — 1 .Par conséquent, L., estun sous-groupede U,,.

3G 3 =1 et 4 =1,alors z = z‘i(zB}_l — 1.Donc UznWUg = {i}.
Considérons ensuite %7 , produit de deux éléments de la réunion. On calcule



l:ij:lg =343 = —4 ?é 1 et {ﬁj}é =448 = ?‘é 1. Ainsi, %j % Uz UUg4. La
réunion n'est pas stable : ce n'est pas un sous-groupe de [. Sur la figure de I'énoncé,
?Qj — E?er tombe en effet entre jg et —1, hors des points marqués.

4, D'abord, % est un morphisme :
@l w(r! uw) = elrr! uu’) = rrfuu! = (ru)(r/u’). Ensuite,si ru = 1,0n
prend le module : r = 1,puis 1 = 1.Lenoyauestdonc {(1,1}}, et ¥ estinjective. Enfin,

= =z
tout 7 € C* sécrit z = |z| x =] avec 2| >0 et | = 1 Donc ¥ estun

isomorphisme de IRj_ x U sur C*.

Point de méthode : pour montrer qu'une réunion n'est pas un sous-groupe, cherchez deux éléments pris
dans des morceaux différents et regardez leur produit.

Corrigé de I'exercice 4 : Montrer qu'une partie est un sous-
groupe

1.Ona 0=5x0¢c5Z,et 5a —56 = 5(a —b) € 5Z.Donc 57 est un sous-groupe de
£.

2.0na HcQ et 1 =90¢ fF.Pour k,leZ, Zk(zf}_l — 9k —1 ¢ H . Ainsi,
H est un sous-groupe de (), x ).

3. D'abord, 14 =1 ¢ @ ,donc 1 € H .Soientensuite =,y € H . Alors
(a:y—l}g = x2 [ y? estun quotient de deux rationnels, le dénominateur étant non nul. De plus,
:J:y_l ?é (0. Par conséquent, H est un sous-groupe de {IR*, X :l . Il contient par exemple

V2 et 3.
4, Ona 0,1 € Nmais 0—-1= -1 ¢ [N. Donc [N n'est pas un sous-groupe de 7.

5. Le complexe , — /3 apourpartieréelle 1/2>>0.Cependant, ,2 — o2:7/3 a pour
partie réelle —1/2 . Ainsi, H n'est pas stable, donc ce n'est pas un sous-groupe.

6. D'abord, id(0) = 0. Soientensuite f, g € H .Comme g(0) = 0,ona g~ 1{0) =0.
Donc f o g—1(0) = f(0) = 0.Par conséquent, F est un sous-groupe de S| .
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Corrigé de I'exercice 5 : Intersection et réunion de sous-
groupes

1. Leneutre € appartienta H eta K .Si =,y € H MK alors = ~y_1 appartient a
H (sous-groupe) eta K (sous-groupe). Donc H (1 K est un sous-groupe de & .

2.Si H C K ,alors H UK = K estunsous-groupe;de mémesi K C H .
Réciproquement, supposons que H |J K est un sous-groupe, et qu'aucune inclusion n'a lieu. On
choisitalors h € H \ K et k € K \ H.Leproduit h -k appartienta H U K .S'il est
dans H ,alors k = h—L1 . {h - Er;} € H , ce quiest exclu. S'il est dans K, alors

h=(h-k - k=1 € K, ce quiest également exclu. C'est absurde : donc & U K est
un sous-groupe si et seulementsi H C A ou K C H.

3. Soit £ €4 MEFL .Onécrit £ = 4g.Comme 3 divise & = 4g etque 3 est premier
avec 4, le lemme de Gauss donne 3|a .Donc 12|z .Réciproquement, un multiple de 12
est multiplede 4 etde &.Ainsi, 47 M 67 = 12# .Enfin, 2 ¢ 3f et 3 ﬁ;‘ 24 :aucune
inclusion n'a lieu. D'apres la question 2, 2.7 Il 3 n'est pas un sous-groupe.

Corrigé de I'exercice 6 : Le groupe produit U2 x U2

ab = {1 ~ l:_l:ln
(-Dx D =(-L-)=c

ac = (—1,1) = b et bc = {1, 1) = a.On obtient la table de gauche de la figure ci-
dessous.

1. On calcule composante par composante. Par exemple, . De méme,

2. Pour = = (x1,2,) € G,ona z? = {:J:%, :JS‘%:I = (,,1) = e,car (£1)* = 1.Deplus,
Ty = {a:l Yp Ty yg} = {yl Ty ,1:2} = YZ . Ainsi, tout élément de (& vérifie
rd = e, et (3 estabélien.

3. Latablede U4 figure a droite. Supposons qu'il existe un isomorphisme f :Ua — G . Alors
f{g’g} = f@g = e = f(1), d'aprés la question 2. Par injectivité, 54 — 1, ce qui est faux
puisque ;2 — _1.Lesgroupes G et U4 ne sont donc pas isomorphes.



X e a b C X 1 i -1 —
e e a b C 1 1 i -1 =i
a a e C b i f -1 —i 1
b b c e a -1 | -1 - 1 i
c c b a e —i | 1 i -1
U X U : X% = e pour tout x Ugy:it==1=1

Sur la figure, la diagonale de la table de (& ne contient que €, contrairement a cellede U4 . C'est
exactement l'invariant utilisé.

4. Les parties {€} et (G sont des sous-groupes. Pour x € {a, b, ¢}, la partie {€, T} estun
sous-groupe : elle contient €,et £—1 = 5, x2d = g.Soitenfin H un sous-groupe
contenant deux éléments distincts de  {a, b, ¢} . Leur produit est alors le troisiéme, d'apreés la
question 1. Donc H = @ .Les sous-groupes de & sont {e}, (€, a}, {e, b},

e, ¢} et G.

Corrigé de I'exercice 7 : Le groupe symétrique S3

1. Ona p2(1) = p(2) = 3, p2(2) =1 et p2(3) = 2 .Ensuite, p3(1) = p(3) =1, etde
méme pour 2 et 3 : p3 = 1d . Les permutations £ et p3 n'ont aucun point fixe. Chaque
transposition Tq’j a exactement un point fixe, différent pour chacune. Les six permutations citées
sont donc distinctes. Comme 53 a 3! — § éléments, on a bien

S3 = {id, g, p% tr12, 713, Tga9a} -

2. Oncalcule 129713 : 1 =43, 2 =1, 3 = 2.Cest pg. Puis 7137172 :
l1—=2, 23, 3 —=1.Cest F.Comme p?é 02, le groupe S3 n'est pas
abélien.
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3.0na id = pU € A.Comme p3 = id, les exposants se lisent modulo 3 . Ainsi, pour
k,1€4{0,1,2}, p% o (pf}_l = pk — 1, quiestl'undeséléments id, £, 02 . Donc
A est un sous-groupe de 573, a trois éléments.

4, D'abord, id € H.Si o,0! € H ,alors ¢/ —1(3) = 3, donc
o oo/ —1(3) = o(3) = 3. Clest donc un sous-groupe. Un élément de H fixe 3 et
permute {1, 2} . Par conséquent, H = {id, 7{5}.

5.Dans Sy ,ona Tiq0Ti3(l) = 714(3) = 3 ,tandisque Ty 0 To(1) = 715(2) = 2.
Ces deux permutations ne commutent pas, donc 5, n'est pas abélien pour n = 3.

Corrigé de I'exercice 8 : Les sous-groupes de Z

1.Si H = {0},alors H = 0F,et n = 0 convient.

2. Comme H ?é {0}, il contient un entier = ?é 0 . Il contient aussi —x , et I'un des deux est
strictement positif. Donc  EFF 1 ¥ est une partie non vide de [N : elle posséde un plus petit
élément m.Ensuite, 0 € H et,si kn € H ,alors (k+ljn = kn +n € H . Par
récurrence, kn € H pourtout k% £ IN.Enpassanta l'opposé, —kn c H .Ainsi,

nd C H .

3. Soit x £ H .Lladivision euclidiennedonne * = gn + 7 avec 0 < r<n.Or
T = T — g7 est la différence de deux élémentsde H ,donc = € H .Sil'onavait r >0,
T serait un élémentde FEF ) N¥ strictement inférieur a 7, ce qui contredit la minimalité.
Donc r = 0 et & £ nd.Parconséquent, H = nd .Pourlunicité, si nfd = mdF avec
n,m € N,alors m|n et n|m,6donc n = m.Tout sous-groupe de 7 estde la
forme n#Z pourununique 7 € N.

4. Ona D=4x04+6x0¢c K et
(4u +6v) — (du/ +6v/) = 4(u —uw’) +6(v —v/) € K .Donc K est un sous-groupe.
Tous ses éléments sont pairs, donc K C 2F .Deplus, 2 = 4 x (-1)4+6x 1€ K, donc
28 C K .Ainsi, K =27 et n =1.

Point de méthode : le plus petit élément strictement positif d'un sous-groupe de £ est le bon candidat
; la division euclidienne fait ensuite tout le travail.



Corrigé de I'exercice 9 : Morphismes usuels et noyaux

“

1. Ona |zz/| = |z||#/|, donc f7 estun morphisme. Son noyau est { 1} = U.Comme

ker fl = U ?é {1}, fl n'est pas injectif.

1
,|z| =

2. 0na 2ur(t +1t') _ .3émt o0¢m ¢/ . Ensuite, e2¢mt — 1 siet seulement si
ot € 9, Cest-a-dire £ £ Z.Donc ker fg = £, et fg n'est pas injectif.

3. Comme (¥ est commutatif, (ng}‘l — z% /4. Le noyau est I'ensemble des =z tels que
z4 — 1.Ainsi, ker fg =Ug = {l,7, -1, -1}, et fg n'est pas injectif.

4. 0Ona k41 — ;k ;1 Ensuite, ;k — ,tkm/2 _ | sietseulementsi kw/2 € 2nZ, soit
4 | k .Donc ker f,_l = 44 et f4 n'est pas injectif. Enﬁn, +% ne dépend que du reste de
% modulo 4.Par conséquent, Im f‘i ={l,s, -1, -1} = Ug,

5. Ona @y}g = 3 43, La fonction cube est strictement croissante sur R, donc z3 = 1
équivauta £ = 1 : ker f5 = {1} et f5 est injectif. De plus, tout vy & R* posséde une
racine cubique réelle, non nulle, d'ou la surjectivité. Ainsi, f5 est un automorphisme de

(R*, x).

Corrigé de I'exercice 10 : Une spirale et un morphisme injectif

1. Par la propriété de I'exponentielle complexe,  £(§ + .9’:, _ J[(+e)f + (1+e)8’ _ f® f{g’} .
Deplus, f(8)F 0.Donc f estun morphismede (R,+) dans (C* x).

2. S f{#) = 1,onprendlemodule: |f({#) = e = 1,donc 8 = 0 .Réciproquement,
f(0) = 1.Ainsi, ker f = {0} : le morphisme [ est injectif.

3. L'image d'un groupe par un morphisme est un sous-groupe du groupe d'arrivée. Donc Im f est
un sous-groupe de  C*. Supposons —1 = f{8) . Alors e = |-1| = 1,donc 8 = 0 et
fe) = 1?‘2 —1 . Par conséquent, —1 ¢ Im f,et [ n'estpas surjectif.

4. D'une part, f{#) € U équivauta ef = 1,s0it § = 0 : Im f N U = {1} . D'autre part,
f(@) estun réel strictement positif si et seulement si €% = f(§) / e? estalafois dans U
et dans IRj_ , C'est-a-dire 218 — 1. Cela équivauta & € 27# . Donc
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Im f NRY = e2¥,
tT Lkez

5. Le complexe f{uﬁ'} a pour module & et pour argument # . En coordonnées polaires, I'image
est donc la courbe y = gf :c'est une spirale logarithmique. Quand & — —aa, elle s'enroule
autour de I'origine sans l'atteindre ; quand & — oo, elle s'éloigne a l'infini. La figure ci-
dessous représente cette spirale, qui coupe le cercle unité au seul point 1.



|
/1 — imagedef:6m
------ cercle unité v

31 f(n/2) = ie™?

On lit aussi sur la figure que la demi-droite IRj_ est coupée en une suite de points g2k ,
conformément a la question 4.
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Corrigé de I'exercice 11 : Image directe et image réciproque

par un morphisme

1. D'abord, e’ = fle) € f(H ). Soient ensuite Y, = fl:ﬂi‘l) et Yy = f{ﬂi‘g) avec
Ty, 0y € H pors vy o yzl = flog) o flogh) = flzg - 271) et
Ty - :132_1 € H .Donc f{H) estun sous-groupe de ' .

2. Comme fle) = e/ € H' ,ona e ¢ f7YH').si f(z) et f(y) sontdans E’,alors
flz -y=1) = fl) @f{y}_l ¢ H' Enfin,si © € ker f ,alors f(zr) = ¢/ € H.
Ainsi, f_l{H"} est un sous-groupe de G qui contient ker f.

3. 0na |22| = |z, donc 22 € U équivauta |z| = 1: f~1(U) = U.Ensuite,
z2 € {-1,1} équivaut & {2:2}2 =1,s0it z%4 =1 : f_l{{—l, 1}) = Ug . Pour
» — o2tkm/6 ona L2 _ ,2tk7/3 Quand k décrit {0,... 5}, on obtient tout Usz.
Enfin, le carré d'un réel non nul est strictement positif, et tout ¥ == 0 vaut {@}2 . Donc
AWy =, L) = U, f(Ug) = U et £(RY) = RY.

Corrigé de l'exercice 12 : Automorphismes intérieurs et centre
d'un groupe

1. Pour =,y € G, fpa{:t::lfpa(y} —aralayal=azyal= gﬂa(ﬁy} . C'est donc
un morphisme. Ensuite, gﬂa_l{gﬂa(ﬁ}} —alazrala =z, etdeméme
P OP—1 = 1da . Ainsi, ¥, est un automorphisme de ( , de réciproque ¥ —1 .

2. Oncalcule @ (@y(z) = abx b la—l = (@h) = {ab)_l = @ (T) . D'apres la question 1,
©, € 5G .Par conséquent, F{ab) = ¥(@)o #(b) : & estun morphismede (G,")
dans (Sq, ).

3. 0na ¥(a) = idg sietseulementsi grag—1 = x pourtout =, cest-a-dire ar = za
pour tout & .Donc ker & = Z'{G:l , et le centre est un sous-groupe de (5, comme
tout noyau.

4. Le neutre 1d est dans le centre. Montrons qu'aucun autre élément n'y est. D'abord,
T1g © pll=1let po TIEI:].:I = 3 .Ensuite, Ty 0© pl=2e po Tlgl:l:l =1 .De



méme, Tg3 0 (1) =3 et poTq(l) = 2. Aucune transposition ne commute donc avec /2
,et f n'est pas central. Enfin, si p2 = p—1 commutait avec 717, soninverse /2

commuterait aussi avec 719 : c'est exclu. Ainsi, Z({S3) = {id}, et & est injectif pour
G = 54,

Corrigé de I'exercice 13 : Isomorphismes et non-isomorphismes

. L'exponentielle vérifie % T ¥ — & o¥ . Elle est continue et strictement croissante, de limites
0Den —oo et 4o en oo, Cestdonc une bijectionde [ sur [Rj_ , de réciproque I .
Ainsi, €XP est unisomorphismede (R, +) sur (R}, x).

. Supposons que  f : C* — R™ soit un isomorphisme. Par surjectivité, il existe Z tel que

flz) = —=1.0r =z posséde une racine carrée 1 ¢ C*.On obtient alors

-1 = f{ng = f(wjg = [, ce qui est absurde. Il n'existe donc aucun isomorphisme de
C* sur R¥.

. Supposons que [ : (Q, +) — {Qj_, X ) soit un isomorphisme. Il existe @ € @ tel que

2
fl@) = 2. Aors 2 = f(% + %) — f(%) . Le rationnel positif f{a/2) vaudrait donc 32,
qui est irrationnel. Ces deux groupes ne sont pas isomorphes.

. Supposons que [ : £ — © soit un isomorphisme, et posons g = f{1}. Comme f estun

morphisme, f(n) = ng pourtout n € Z.Deplus, g ?é 0, sinon f serait nul. Par

surjectivité, il existe 7 tel que ng = g/2,soit n = 1/2, quin'est pas entier. Donc
(Z,+) et (Q, +) ne sont pas isomorphes.

. Supposons que  f: (R¥, x ) — (R, +) soit un isomorphisme. Alors f{1) = O et

2f(-1) = f(-1)%) = F(1) = 0.Donc f(—1) = 0 = F(1), ce qui contredit I'njectivité.
Ces groupes ne sont pas isomorphes.

Point de méthode : pour séparer deux groupes, trouvez une équation ( 2 = ¢, T = yg,
£ = 2%...) dont le nombre de solutions n'est pas le méme des deux cotés.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Corrigé de I'exercice 14 : Sous-anneaux de C

1. Ona 1 = 14 0z . La différence de deux entiers de Gauss en est un, et
(@ + b)(c 4+ 2d) = (ac — bd) + s{ad + bc) aussi. Donc  Z[z] est un sous-anneau de
C.
, k k’ E10™ — k7107 k k’ kk’
2.0na 1 =1/10" Ensuite, = _ = et —= = .
/ 10" " 107 107+ 107" X 197 = 1pntm
Ainsi, [ est un sous-anneaude .

3.0na 1 =14 0v2, la différence est stable, et
(@ + b5v2)(c + dv2) = (ac + 2bd) + (ad + bc)V2. Donc  Z[V2] est un sous-anneau.

4. 0na 1=14+21x0 et (@+2:b)—(c+ 2:d) = (@ —c)+ 2:(b —d) . Enfin,
(@ + 220)(c + 22d) = (ac — 4bd) + 22(ad + bc) . Par conséquent, E est un sous-
anneau de C.

5. D'abord, 1¢ 27 .Ensuite, 1 et —1 sontdans le disque, mais pas 1 — (—1) = 2.Enfin, 1

et —z sontdans R U 31R,mais 1—{—2) = 1 & n'estniréel niimaginaire pur. Aucune de
ces trois parties n'est un sous-anneau.

Corrigé de I'exercice 15 : Le groupe des inversibles de Z[i]

1. Pour z =a 4+, IV Z:I — g2 4+ b2 est un entier naturel. De plus,
N{zw} = |zw|2 = |z| |w|2 = N{z} N{w} La norme [V est donc multiplicative et a
valeurs dans [v.

2.Si zw =1avec w € £[t],alors N{z) N{w) = N(1) = 1. Ce sont deux entiers naturels
de produit 1.Denc IN(z) =1,

3. L'équation g2 + 52 — 1 en entiers impose [az, bg} = {D, 1}.On trouve
z € {1, =1,2, —2} . Réciproquement, 1x1 =1, (-1)(-1)=1let z2x (—2) =1.
Ainsi, E[ﬁ]x = {1, -1,3, —3'} = U4 . La figure suivante montre ces quatre points, seuls
points du réseau situés sur le cercle unité.



3 ¢ éléments de Z[i] ' . o o
@ inversibles: N(z)=1
-==- N(z) =2 : non inversibles
24 o ° ® v e ¢ ¢
11 . ‘ ’
01— . © ©
—1 - o ® o] e
— - ® ° ¥ | o = o
—3 1 o ) ¥ | ¥ @ o
-3 -2 -1 0 1 2 3

4. L'anneau £[¢] est commutatif etnonnul. Si zw = 0 dans Z[t], cette égalité a lieu dans le
corps C,donc z = 0 ou w = 0.l estdonc intégre. En revanche, N{l + z':l =2 ?é 1,
donc 1 -2 estnon nul mais pas inversible. L'anneau Z[z] est intégre, mais ce n'est pas
un corps.

Corrigé de I'exercice 16 : Diviseurs de zéro dans un anneau de

fonctions
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1. Lesfonctions f et g sontnonnulles, car f(1) =1 et g{-1) = 1.Pour = > 0,
g{x) = 0;pour = <0, f(x) = 0.Donc f(z)g(xr) = O pourtout z.Ainsi,
fg =0 avec f ?é 0 et g ?é 0 :I'anneau A n'est pas integre.

2. Si hk = 1,alors A{z)k(zx) =1 pourtout z,donc h nes'annule pas. Réciproquement, si
h ne s'annule jamais, la fonction l/h est un inverse. Donc 4 * est I'ensemble des
fonctions qui ne s'annulent pas.

3.5 h{xzg) =0, posons k(zg) =1et k(z) =0pour = ?é % - Alors ﬁ@% 0 et
hik = 0.Réciproqguement, si A ne s'annule pas, elle est inversible, et A%k = [ donne
k= h_l{hﬁc} — 0. Ainsi, h est un diviseur de zéro si et seulement si elle s'annule au

moins une fois.

4. 'égalité 2 — ¢ signifie e(g:}g = efz), soit e(r) € {0,1} pourtout . Les solutions
sont les fonctions indicatrices 15 ,ou B estune partiede [.

5. La fonction constante 1 est continue, et la différence et le produit de deux fonctions continues
sont continus. Donc  C(R, R} est un sous-anneau. Or f et & sontcontinues, et fg = 0 :ce
sous-anneau n'est pas integre. Enfin, un inversible } de cet anneau ne s'annule pas. D'apres le
théoréme des valeurs intermédiaires, un inversible de C(R, K) garde un signe
constant.

Corrigé de I'exercice 17 : Formule du bind6me et matrices
carrées d'ordre 2

1. La formule du produit donne N2 = ([Era;r?] g g g ,}) . De plus,

(AI)N = XN = N (AI). Ainsi, N2 =0 et IV commuteavec )} J.

2. Onécrit A = 37 4+ IV ,ou 3f et IN commutent. La formule du binéme s'applique, et
Nk =qpopour > 2. Pour m>1,ilreste

A=) + () BN TN =3"T+n3" I N

3" n3n—l

0

9 &6

Donc A" = (
A2 = ([Rra},r?] 0% ,}) , ce que confirme un calcul direct.

n) pour n > 1,et A0 — j.Parexemple,



3.0na N+ B = ([Rra@r ?gjé ,}) donc (N + B}E — I . Parailleurs,

180
N2—R2—_qpet NB= ([\ray?][j&ﬂ,).oonc

N2 {ONB 4+ B? = ([Hra@r?]g o ,}) £ I Enfat,
EN = ([l"-,ll'a,j.?'?] g g ?,}) ?é INE | Le développement correct est

(N + B}g — N24 NB 1+ BN 4+ B2 = 1 :laformule du bindéme échoue car N
et E ne commutent pas.

Corrigé de I'exercice 18 : Eléments nilpotents d'un anneau

1. Comme 1 et @ commutent, la factorisationde ] — g® donne

(1 — a} {1 +a+4+...+ ai'f’_lj — 1 —a¥ = 1 .Leproduit dans l'autre ordre vaut aussi 1 .
n—1

Donc ] — g estinversible, d'inverse Z ak.
E=0

2. Posons n = p+g—1.Comme gh = bha,laformule du bindme donne

n
mn —
@+b) = Z (E)ﬂkbn ¥ sk > p,alors gk =0.Si k& < p—1,alors
k=0
n —k > g ,donc pn—k — g .Tous les termes sont nuls. Ainsi, (a + b}i'ﬂ'g_l =0:
a + b est nilpotent.

3. Comme a et § commutent, une récurrence immeédiate donne {gb}k = gk bk. En
particulier, {abjp — aP 3P — 0, donc gh est nilpotent.

4. Supposons A intégreet gP = (,avec P minimal.Si p = 2 ,alors 4 % gP—l — ,
donc @ = 0 ou zP—1 _ .Dansles deux cas, cela contredit la minimalité de P, car
@ = 0 donne gl — g .Donc P = 1.Dans un anneau intégre, ([ est le seul
nilpotent.

5. D'aprés I'exercice 17, N2 = B2 = 0, mais (IV —|-B:|2 — I . Parrécurrence,

(N —|—B}2k =TIe (N —|—Bjm§:+1 N + B, quisontnon nulles. Donc N + B
n'est pas nilpotente : I'hypothese de commutation est indispensable.
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Corrigé de I'exercice 19 : Morphismes d'anneaux

1. L'application X est un morphisme de groupes additifs, car l:m —+ n:l lag=m-la4+n-1y.
Par distributivité et régle des signes, {m -1a){(n-14) = (mn)-14.Enfin, ¥(1) =14.
C'est donc un morphisme d'anneaux. Soit maintenant f un morphisme d'anneaux de Z dans

A . C'est un morphisme de groupes additifs avec  f{1) = 14 , donc
fln) = f(n-1) = n- f{1) = n-14.Ainsi, X estl'unique morphisme d'anneaux de
Z dans A .

a—al

2. Supposons g &3 = af + b'V3 . Si b?é b’ alors V3 = YR serait rationnel. Donc
b — b’ puis a = o’ .Lapplication o est donc bien définie. Ensuite, o{l) = 1, et & est
clairement additive. Pour le produit, avec z = a + bv2 et w = ¢ 4+ dv2 :

o(zw) = (ac + 2bd) — (ad + be)V2 = (a — bV2)(ec — dV2) = o(2)o(w).

Enfin, & o ¢ = 1d,donc & est bijective. Par conséquent, ¢ est un automorphisme de
l'anneau Z[VZ].

3.Dans B ,ona lp ?é Op ,sinontout b = b x 1g seraitnul. Soit = £ ker f avec

T ?é 0 . Alors T estinversible dans le corps K , et
lg = f(lg) = flz) f{z—1) = 0p, ce qui est absurde. Donc ker f = {0}.un
morphisme d'anneaux défini sur un corps est toujours injectif.

4. Soit f un morphisme d'anneaux de © dans @.Comme a la question 1, f(n) = n pour tout

ncZ.Pour pEZLet geN ,ona g f(p/g) = flg) f(p/q) = f(p) = p.Donc
f{p;’q) = p,/q . Le seul morphisme d'anneaux de () dans @ est I'identité.

Corrigé de I'exercice 20 : Le corps Q[v2]

1.Si g4by3 =al 153 avec b%bf,alors JE:{a—a*’}f{b;—bjEQ,cequiest

faux. Donc p — 4’ et g = @’ :I'écriture est unique.

2. Ona 1 € K ,etladifférence de deux éléments de K estdans K . De plus,
(@ + bvV2)(c + dv2) = (ac + 2bd) + (ad + bc)V2, 3 coefficients rationnels. Ainsi, K

est un sous-anneau de [.



3. Soit z = a —I—bu@% 0.Sil'onavait g — Y3 = 0, alors soit b?é 0 et V2 = a/b serait
rationnel, soit § = 0 ,puis @ =0 et z = 0 .Donc a—bx@% 0, et
a2 —20% = (@ + V2 (a — v2) = 0. On en déduit

1 _ a _ b g
P= a2 a2 e K

Comme K est commutatif et non nul, c'est un corps, sous-corps de [.

4. Pour 34+ 2¥2,0na 42 _ 952 —g9_8 — 1.Pour 1+ +v2,ontrouve 1 —2 = —1.Pour
243, ontrouve 4 —2 = 2 . Lesinversessont 3 — 27, W3 —1 et ] —

Vérifions le dernier : {g _|_\.f§:|(1 _g) =2-V24+V2I-1=1.

I

5

5. Supposons 3 = a + bv2 avec @, b rationnels. En élevant au carré,
3 = (a2 + %2} + 2abVy3 . Par unicité de I'écriture, 2ab = 0.Si b = 0 ,alors g2 = 3
,et 3 serait rationnel. Si g = 0,alors 942 — 3, donc {2&-}2 = 6, et & serait
rationnel. Les deux cas sont impossibles, donc V3 ¢ K.

Corrigé de l'exercice 21 : Un anneau integre fini est un corps

1. Si &T = a¥  alors a{a: —y} = (0. Comme a% 0 etque A estintégre,  —y = 0,
Donc ™y est injective.

2. Une application injective d'un ensemble fini dans lui-méme est bijective. Il existe donc & £ 4 tel
que mmgu(b) = ab =1,et ba = 1 par commutativité. Tout élément non nul est donc
inversible. Ainsi, un anneau integre fini est un corps.

3. Si ™y estinjective, elle est bijective comme a la question 2, et @ est inversible. Sinon, il existe
a:?é Yy telsque G@T = a¥ . Enposant b = = —y?é 0, onobtient gb = 0. Tout
élément d'un anneau commutatif fini est donc inversible ou diviseur de zéro.

4. Non:l'anneau £ estintegre et infini, mais 2 n'y est pas inversible. L'hypothése de finitude
est essentielle.

Point de méthode : sur un ensemble fini, injectif équivaut a bijectif ; c'est I'argument clé chaque fois que
I'on veut produire un inverse sans le calculer.
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Corrigé de I'exercice 22 : Anneau de Boole et différence

symétrique

1. D'une part, {;t: —+ ;pjg = 1 4 x par hypothese. D'autre part, en développant,
{:J;—I—:J::l2 — 2452452422 = x4+ x4+ 1+ . Onsimplifiepar £ + x dansle
groupe {4, +).On obtient r 4+ £ = 0, c'est-a-dire —z = = .

2. On développe {:t:—I—y}E = ;p3-|-;r;y_|_y3_¢_|_y2 =r+zxzy+yr+y. Or
(@ +y)? = z +y.donc zy +yz = 0.Dapréslaquestionl, zy = —(yz) = yz.
L'anneau A est donc commutatif.

3.0na z(l—z)=x—52=0.Si A estintégre,alors z =0 ou £ =1 pourtout .
Comme A n'estpasréduitd {0},ona 1 ?‘é 0,donc A = {0,1} . Réciproquement, dans
{0,1} , Ie seul produit de deux éléments nonnulsest 1x 1 = 1% O .Ainsi, A estintagre
si et seulementsi A = {0,1}.

4. Laloi A estassociative (admis) et commutative, car sa définition est symétrique. Ensuite,

X Al = X.,donc { estneutre. Deplus, X A X = X \ X = @ : chaque partie est
sa propre opposée. Donc  (P(F), A) est un groupe abélien. Par ailleurs, M est associative,
commutative, de neutre & , et distributive sur A (admis). Enfin, X M X = X , et

E & . Par conséquent, (P(E), A, N) est un anneau de Boole. La figure ci-dessous
représente A A B :c'estla réunion privée de l'intersection.



en bleu: AAB=(AuB)\(AnB)

5.5 X MY = E,alors & C X ,donc X = F :leseulinversible est F .D'apresla
question 3, I'anneau est intégre si et seulementsi P({E) = {B, E'} . Cela se produit exactement
quand E est un singleton. D'ailleurs, si @ ?é b dans E,ona {a} N {b} = 0 .Ainsi, les
inversibles se réduisent a {F}, et I'anneau est intégre si et seulement si F a un seul
élément.

Corrigé de l'exercice 23 : Probléme : unités de Z[v2] et
équation de Pell-Fermat

1. Pour z = a+bV2,ona N(z) = (@ +bv2)(@ — bv2) = a2 — 2% € Z . Comme 0 est
un morphisme d'anneaux et que A est commutatif,
N(zw) = zw o(z)e(w) = N(z) N(w). La norme est donc multiplicative.

2.Si zw = 1,alors N(z) N(w) = N(1) = 1. Ce sont deux entiers de produit 1, donc

N(z) = £ 1.Réciproquement, si N(z) = % 1,alors z x N{z)o(z) = N(z)? = 1, et
N(z)o(z) € A Ainsi, z ¢ AX sietseulementsi N{z) = %1,
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3.0na N({) =1—2 = —1,donc € estinversible. Ensuite, 2 = 1 4 2v2 +2 = 3 + 2v2
et €3 =(34+2/2)(14+v2) =7 +5/2.Pour m € IN,écrivons gm = a,, + b,,V2.
Aors a2 — 2023, = N{E)*™ = 1.Comme &>1,lesréels £2m sont deux a deux
distincts. Par unicité de I'écriture, les couples (@, by ) le sont aussi. L'équation
a2 — 952 — 1 a donc une infinité de solutions entiéres.

4. Ona uolw) = N{u) = £1,donc |o(w)| = 1/u < 1. Ensuite,
a4 = u+;(ﬁj}lgl —net pI = “_;(uj}lgl — .Lesentiers @ et { sont
strictement positifs, donc @ = 1 et & > 1.Par conséquent,

u=a+b02>14+V2 =c¢.

5. D'abord, les &™ sont des inversibles strictement positifs, car 4 * est un groupe.
Réciproquement, soit 1; £ A% avec u >0.Comme £>>1,ilexiste n € Z telque
e < y < gt il suffit de prendre 1 = Lln u /In EJ .Posons @ = w e~ ™ .Clestun
inversiblede A ,et 1 < w < &.Silonavait v > 1, laquestion 4 donnerait ¥ = &, ce qui
est faux. Donc w = 1 . Les inversibles strictement positifs de .4 sont exactement les
e, nef.

6. Soit (u,5) € N2 telque g2 _9p2 — 1. Alors u = a + /2 > let N(u) = 1.Dapres
les questions 2 et5, u = ™ avec n = 0.Deplus, 1 = N{u) = (—1}n ,donc 7 est
pair. Réciproquement, g2m — {3 + Z\Ejm se développe a coefficients entiers positifs et a pour
norme 1 .Les solutions dans |2 sont les couples (r:&, b:l tels que

a+b/3 =3B+, meN: (L0, (3,2, (1712), (99, 70), etc. On
vérifie par exemple que 172 — 9 % 192 — 989 — 988 — 1.

La figure suivante place les premieres puissances de & : elles alternent entre les deux hyperboles, selon
la parité de I'exposant, car (&™) = (—1}ﬂ :



7. Notons {n, s) = s&™ . Cet élément est inversible, car 5 et € le sont. Ensuite,
W(in, s)(n', ") = ss/e™ T 7' = 4h(n, s)(n’, s’) : c'est un morphisme. Si se™ = 1,
alors s = 1car e®>0,puis €® = 1 donne m = 0.Le noyau est trivial, donc ' est
injectif. Enfin, soit 4 € A .Si w > 0,laquestion5donne w = &” = ¥(n,1).Si u<0

,alors —u est un inversible positif, et ©w = —&™ = 1){n, —1). Donc 1 estun
. . ® + [\varsilon?]",
isomorphismede £ X Uy sur A" = .

n e ud

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths sup
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