Exercices de maths sup

Groupe symétrique et déterminants

Exercice 1 : Décomposition d'une permutation de S9

On considére la permutation ¢ £ Sg définie par

_ (1 23 4 567809
C“(3518;97624 )

Le schéma ci-dessous relie chaque entier k a sonimage o(k).

1. Décomposer ¢ en produit de cycles a supports disjoints.
2. Déterminer l'ordre de ¢ dans le groupe Sg .
3. Calculer la signature de .

4. Calculer 2026,
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5. Ecrire & comme produit de transpositions et vérifier la parité obtenue.

Exercice 2 : Composée, inverse et signature dans S5

o=(1 T =1

2 4)(2
Dans St ,onpose et !
5 ONP%E 3)(a 5

5) 3)

1. Calculer &T et T, puis les décomposer en cycles a supports disjoints. Le groupe St est-il
commutatif ?

2. Déterminer o—1.
3. Calculer (g}, (1) et eloT) . Vérifier la propriété de morphisme.

4. Ecrire @ sous forme de tableau a deux lignes, compter ses inversions et retrouver E{r:r}.

Exercice 3 : Conjugaison d'un cycle

v = (o
Soient n = 2, :aﬁ uncyclede S, et o € 5,.

ap)

cyo—l = (c(ay)
1. Montrer que !fj_':i;‘g:'

o(ap)

2. En déduire que deux cycles de méme longueur sont conjugués dans &y, : pour deux tels cycles
Yet /. ilexiste o telque y/ = g yo—l.



o=(1

o (1 2
3. Dans St , calculer ,3)(2  pour ,3
,4:1 o1 14
5)
o (1
)2
4. Trouver une permutation o € 53 telle que ,3) c—1 = (1.
3

1

2)

c
2

)

Soit 7 = 3.0n note ; . On pourra utiliser le résultat de I'exercice 3.

(2
g)=(1
1. Soient 2 ?é 7 deux éléments de [[2, n]] . Vérifier que ,2)(1 . En déduire que les
7)(1
]‘E-:l

,pour 2 < k < m,engendrent S, .

(1

transpositions

k)
(1
J+D) = (k
2. Montrerquepour 2 < k <n—1,ona ,F@:—I—l}{l . En déduire que les transpositions
k) (k
X *+1)
JJEE_|_1:I,pour 1<k <n-—1,engendrent S5, .
ck—1(1
3. Montrer que ]2} ,;_':k"_lj' — (jg pour 1<k <n-1.
o+
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4. Conclure que Sy estengendré par les deux permutations et ¢.

(
2)

Exercice 5 : Morphismes du groupe symétrique vers C*

Soient m > 2 et ¥ unmorphisme de groupesde (Sy, o) dans (C7, x ).

1. Montrer que toutes les transpositions ont la méme image par %'. On pourra utiliser I'exercice 3.

2. Montrer que cette image commune vaut 1 ou —I.
3. En déduire que % est soit le morphisme constant égala 1, soit la signature & .

1
4. Application : montrer que pour 7. = 2, le groupe alterné A, a pour cardinal % . On pourra
o — (1

considérer I'application
2o

Exercice 6 : Le jeu de taquin

Le taquin est une grille 4 x 4 contenant quinze carreaux numérotés et une case vide. Un coup consiste
a faire glisser dans la case vide un carreau voisin, horizontalement ou verticalement. On numérote les
casesde 1 a 16, ligne par ligne, et I'on considére la case vide comme un carreau portant le numéro

16 . Une configuration est alors une permutation & £ $15, ol J{k} est le numéro du carreau situé
dans la case k . La position de départ correspond a l'identité.



1 2 3 4 1 2 3 4
5 6 7 8 5 6 7 8
9 10 11 12 9 10 11 12
13 14 15 | vide 13 15 14 | vide
position de départ position visée

1. Montrer qu'un coup qui déplace la case vide de la case P versla case ¢ transforme la
oof(p

configuration & en
)

2. On colorie les cases comme un damier. Montrer que chaque coup change la couleur de la case vide.
En déduire que si la case vide revient en case 1& , le nombre de coups joués est pair.

3. Montrer qu'il est impossible, a partir de la position de départ, d'atteindre la position visée ci-dessus,
ou seuls les carreaux 14 et 15 ont été échangés.

Exercice 7 : Formes bilinéaires alternées du plan

Pour u = liﬂ;l, 1:2) et V= {yl, yg) dans [RZ, on pose

301(“) U) = 56'1 yg - 332 y1: QDQ(U, U) = 331 yg + 332 y1; (Pg(u: U) = 3’11 yl + :’Dl yg - 372 yl'

1. Vérifier que ces trois applications sont bilinéaires. Lesquelles sont alternées ?

2. Soit f une forme bilinéaire sur [R2. Montrer directement que si [ est alternée, alors [ est
antisymétrique.
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3. Soit f une forme bilinéaire alternée sur R2 et I:El, Eg} la base canonique. Montrer que
flu,v) = fleg,e9) Gﬂl'iuj W) pour tous U, U,

Exercice 8 : Opérations sur les colonnes d'un déterminant

Soient B un espace vectoriel de dimension 3, B unebasede FEf, et U, U, W trois vecteurs tels
que dgt{u, Uy ’U-":' = 3 Calculer, en justifiant chaque étape :

=

dfat{ﬂ’ U, W) et dgt{w, u, )
2. dﬁegt{ﬁu, 3v, —w) .

3, dﬂegt{u + 2v, v, w — 5u)

4. dﬁeat{u—I—tJ,ﬂ—I—w,w—I—u};

5 dﬁegt{u—ﬂ,ﬂ—w,w—u}.

Exercice 9 : Un déterminant d'ordre 3

On consideére la matrice

T
|
|_'|.
—_O =
] N[l

1. Calculer det A parlarégle de Sarrus.

2. Retrouver ce résultat en développant selon la deuxieme ligne.

3. Endéduire det(AT), det(24), det(—A), det(A3) et det(d—1).



Exercice 10 : Aires et volumes orientés

Le plan et I'espace sont rapportés a leurs reperes orthonormés directs usuels. On considere les points
A(l,1), B{4,2) et C(2,3) représentés ci-dessous.

1. Calculer det{ﬁ, E} . La base {E] E} est-elle directe ?

2. En déduire I'aire du parallélogramme construit sur ABE et ACE , puis l'aire du triangle A4 BC .

3&1
1427
est I'aire de I'image du carré unité par [ ? Celle de I'image du triangle A BC ?

3. Soit f I'endomorphisme de [R?2 de matrice ([l"\.ra,jr?] }) dans la base canonique. Quelle

4. Calculer le volume du parallélépipéde construitsur u = (1,0,1), v = (2,1,0) et
w=(0,1,3).
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Calculer le déterminant suivant en se ramenant a une matrice triangulaire, puis dire si la matrice
correspondante est inversible :

—
LOOTIND
==
W DI —

Exercice 12 : Une base de I'espace dépendant d'un parametre

Pour a € [, on considére les vecteurs de [R3

u, = (1,1,a), v, =(1,a,1), wy = (a,1,1).

1. Calculer det{ua, Y ’wa:l dans la base canonique et le factoriser.
2. Pour quelles valeurs de @ la famille (g, Vg, Wq) est-elle une base de R3 ?

3. Déterminer le rang de la famille dans les cas restants.

Exercice 13 : Matrices antis

Soit m = 1 un entier impair.

1. Soit A € M (K) telleque AT — _4.Montrerque det A = Q.
2. Le résultat subsiste-t-il si 7@ est pair ?

3. Montrer qu'il n'existe aucune matrice M € M, (R) telleque M2 = —T,.



4. Montrer qu'il n'existe pas deux matrices inversibles M, IV € M. (R) telles que
MN = —NM .Donnerun contre-exemple lorsque n = 2.

Exercice 14 : Déterminant de quelques endomorphismes

Soit 7 = 1. Calculer le déterminant des endomorphismes suivants et dire lesquels sont des
automorphismes.

1. @:P = P(X +1) sur Rp[X].
2. :P = P+ X P sur Rp[X].

3. D:P - P sur Rp[X].

4, 7. M — M7T sur M, (R).Onadmettraque M., (R} estla somme directe du sous-

espace des matrices symétriques, de dimension m , et de celui des matrices antisymétriques,

de dimension ﬂ(ﬂg_lj .

Exercice 15 : Déterminant a diagonale constante

Soient n > 2 et a,b deuxréels.Onnote A, le déterminant de la matrice de taille 7 dont les
coefficients diagonaux valent @ et tous les autres valent § .

1. Calculer A, en ajoutant toutes les colonnes a la premiére.
2. Pour quelles valeurs de (@, &) cette matrice est-elle inversible ?

3. Application : calculer le déterminant de taille 5 dont les coefficients diagonaux valent 0 et les

autres 1.
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Exercice 16 : Déterminant de la matrice des minimums

Soit n > 2 .0Onnote M, = {min@', j':':ll < 1,7 < n . Parexemple,

1
2
3

?

s

I
e e b
LI BIND —
Colap—

1. Calculer det M, enremplacant, pour 7 allantde n a 2,laligne Ly par L; — L;_q.

2. En déduire que M, estinversible et que son inverse est a coefficients entiers.

Exercice 17 : Déterminants tridiagonaux

Pour m > 1 etdesréels a,b,onnote D,(a,b) ledéterminant de taille 7 dont les coefficients
diagonaux valent @, ceux situés juste au-dessus et juste en dessous de la diagonale valent §, et tous
les autres valent (. Onpose Dqfa,b) = 1.

1. Montrer que pour 7 > 2, D, (a,b) = a Dp_1(a,b) — b2 D,_s(a, b).
2. Calculer D,,(2, —1) pourtout 7.
3. Calculer D, (5,2} pourtout 7.

4. Onnote T, = Dy,(1,1). Calculer T'y,..., T7 et montrer que la suite (T',,) est
périodique. Pour quels 7t la matrice correspondante est-elle inversible ?

Exercice 18 : Variantes du déterminant de Vandermonde

1. Calculer V7{1,2,3,4).



2. Soient @, b, ¢ trois réels. En considérant le polynéme P(X ) = V{a, b, ¢, X) etson
coefficienten X 2, montrer que

1T 1 1

aag bb3 &cc3 =(a+b+c)(b—a)(c—a)lc—0).

3. Soient Ly - Lm des réels deux a deux distincts. Montrer que I'application
P — (P(xg),. .., P(xy) estunisomorphisme de Ry[X ] sur gr+l.

4. Déterminer 'unique polyndme F & [RQ[X] tel que P{D:l =1, P{l:l = 2 et P{E:l =5

Exercice 19 : Comatrice et inverse d'une matrice d'ordre 3

On reprend la matrice de I'exercice 9 :

A =

D
—_O =
SR N [l

1. Calculer les neuf cofacteurs de A et écrire com{A).
2. Vérifier que A com(A}T = det(d) I'3.

3. En déduire 4—1.

Exercice 20 : Matrices inversibles a coefficients entiers

Soit A € M, (Z), c'est-a-dire une matrice carrée a coefficients entiers.

1. Montrer que det A £ # et que les cofacteursde A sont entiers.

2. Montrer que A estinversible et que 4—1 esta coefficients entiers si et seulement si
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det A € {~1,1} .
3. Appliquer ce critére aux matrices ([\ra@r?] ?ﬁ:‘:g !}) ot ([Erajr?] ﬁ iilg ! ) .

)
3.
6

11
4, Calculer I'inversede B —= (1 2
1 3

Exercice 21 : Déterminant triangulaire par blocs

Soient p,g 21, A€ Mp(K), B € Mypgqg(K) et C € Mg(K).Onpose

M = ([\ray?] 643(5508)}) € Mpirq(K).

1. Onsuppose 4 noninversible. Montrer que det AF = 0.

2. Montrer que det| [\ary? A %O = det A et det|[\ary?
Nary 7l g o ary?]

pour toute matrice X € My ¢(K).

Ip& X

D&Cb):dEtc

3. Onsuppose A inversible. Factoriser M a l'aide des deux matrices de la question 2 et en
déduire que det M = det A det C .

4. Application : calculer

OO
OO
|
—
s = D=

Exercice 22 : Signature et produit de Vandermonde

Soient . = 2, T1i--aTn desréelset o € 5, .0nnote V{:El, - :t?ﬂ:l le déterminant de

. T -— I . .
Vandermonde, dont on connait la valeur 1;[ _ { 1 E:I. Dans cet exercice, on utilise seulement la
T ]



propriété suivante de la signature : si @ estun produitde P transpositions, alors g{g) = {—1}P.

1. Montrer que V{i‘g(l:,: s iﬁg(ﬂ:,:' = elo) V{$1: .+ Tn), en utilisant seulement I'effet d'un
échange de deux colonnes sur un déterminant.

2. En choisissant £, = %, en déduire que

E(O’) — H U(J} : :r(g)
<t<g<nm

1

3. En déduire que gfg) = (—1)N':Gr:',ou N(o) estle nombre d'inversions de o .

4. Application : pour ¢ = ( % % i % ) , calculer IN(g), puis vérifier le résultat a I'aide de la

décomposition en cycles.

Dans tout le probléme, 7 = 2 et les matrices sont réelles.

Partie A. Un polynéme associé a une matrice. Soit A € M (R) .

1. A l'aide de I'expression du déterminant comme somme sur &, , montrer que

r — det(d 4 = I,;) estune fonction polynomiale de degré 1, de coefficient dominant 1,
dont le terme constant vaut det A .

2. En déduire qu'il existe r =0 telque A + = I, soitinversible pour tout T € ]D, ’F[.

3. lllustrer ces résultats avec A = ([Hra@r?] ? gé ,}) :

Partie B. Comatrice d'un produit.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

1. Montrer quesi JM estinversible, alors com{M ) = det(M) {M—l}T .

2. Endéduire que com({AB) = com(4)com(B) lorsque A et B sontinversibles.

3. Soit « — M(x) une applicationde R dans M., (R) dont tous les coefficients sont des
fonctions polynomiales de . Montrer que det M{x) et les coefficients de com{M(x}) sont

aussi des fonctions polynomiales de .

4. En déduire que com({AB) = com(4)com(B) pour toutes matrices A, B € M, (R).

Partie C. Déterminant de la comatrice.

1. Montrer que det{-:om A} = {det A}”_l lorsque 4 estinversible.
2. Etendre cette égalité & toute matrice 4 € M, (R).

3. Vérifier le résultat directement pour n = 2.

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en maths sup

e Le cours : groupe symétrique et déterminants, cours de maths sup


https://mathovore.fr/groupe-symetrique-determinants-corrige-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/groupe-symetrique-determinants-cours-maths-sup

e A maitriser avant : Matrices, changements de base, rang et trace, Structures algébrigues usuelles :
groupes, anneaux, Corps

Chapitre précédent : Matrices, changements de base, rang et trace

Chapitre suivant : Intégration sur un segment

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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