Cours de maths en L1

Géométrie du plan et de I'espace

. Reperes cartésiens du plan et de I'espace

La géométrie analytique traduit les objets géométriques en nombres. On fixe pour cela un point origine et
des vecteurs de référence. Ensuite, chaque point est repéré par ses coordonnées. Ainsi, une droite ou un
plan devient I'ensemble des solutions d'une équation. De méme, un probleme d'intersection devient un
systeme linéaire. Ce lien entre géométrie et algebre linéaire est le fil conducteur du chapitre.

1. Reperes et coordonnées

Définition :

Un repére cartésien du plan est un triplet R = ({};ﬁjﬁ} formé d'un point (3 et d'une base
(,3) des vecteurs du plan. Tout point M s'écrit alors de facon unique  RF — sty - Le

couple {:t:,y:l forme les coordonnées de A4 dans R . De méme, un repére de I'espace est un

= 3 —> N = 3 — : ; 4
quadruplet (Cu,0,0) ou (% Ul) est une base. Chaque point a alors trois coordonnées

(z,y,2).

Le repere est dit orthonormé lorsque ses vecteurs de base sont deux a deux orthogonaux et de norme 1.
Dans toute la suite, sauf mention contraire, on travaille dans [R4 ou [R3 muni du repére canonique, qui
est orthonormé. Comme le montre la figure ci-dessous, les coordonnées d'un point de I'espace se lisent en
projetant ce point sur les trois axes.
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Dans le plan, on considere 12(2,—1), @=(2,1) et ¥=(0,1). Le déterminantde (7,d) vaut
2% 1-0x 1= ﬁ?é 0. C'est donc une base, et ({2;,1) est un repére. Le point de coordonnées
(X,¥ )=(1,3) dans ce repére vérifie 0 M — G+3% = (2,4) - Par conséquent, ses

coordonnées canoniques sont (4,3).

2. Changement de repere




Soit R/ =(2;d,0) unrepéreduplan, avec £2(a,b), U={ujuq) et T=_(uv;,v;) dansle
repére canonique. Si A a pour coordonnées (X,¥ ) dans ‘R’ et (r,y) dans le repére
canonique, alors :

u, & v
()=, g, J(5)

La matrice carrée est inversible, car ses colonnes forment une base. On peut donc toujours exprimer
(X,Y) enfonctionde (x,y) .

En pratique, on choisit un repere adapté au probleme. Par exemple, la droite passant par {2 et dirigée
par i apouréquation ¥ =0 dans R’ .La méme formule vaut dans I'espace, avec une matrice de
taille 3x 3.

3. Distance et milieu

Dans un repére orthonormé de I'espace, pour A{asﬂ,yﬂ,zﬂ) et Bl:d?B,yB,ZB:I ,ona:

) 9 9 [ZTatTpYat¥pzutzp
AB:\/(“J'B_$A) +(?JB—UA) +(ZB—ZA):I( N ) )

ou I estle milieu dusegment [AB]. Dans le plan, il suffit de supprimer la troisiéme coordonnée.
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La formule de la distance n'est valable que dans un repere orthonormeé. Dans le repere (ﬂ;u,ﬁ} de
I'exemple précédent, le vecteur 3} a pour coordonnées {1,0} . Pourtant, sa longueur vaut /§, et
non 1.

Il. Produit scalaire dans le plan et dans l'espace

1. Définition et propriétés

Pour 4 =(r,y,z) et D={=z/,y/,z') dans R3, le produit scalaire canonique est
Ut = oo/ +yy' +zz'  Lanormede F est |F|=vE-4=\/z24y2+z2.Dans R2,on
pose de méme -t =z +yy! .

Le produit scalaire est bilinéaire, symétrique et défini positif : -1 = 0, avec égalité si et seulement

si 7 —{ . De plus, on dispose des identités suivantes :

A+o12=181242 2-0+1912, 2.0 =L(1a+012—1212—1212),

Ces propriétés découlent directement de la formule en coordonnées. En effet, chaque terme rx/ est
linéaire par rapport a chacune des deux variables. Par ailleurs, la somme :J::Q—i—g.r2 +22 nes'annule que
pour T=y=z=0,



2. Inéaalité de Cauchv-Scl t anal

Théoréme :

=3 = T . .
Pour tous vecteurs 3} et F,ona |w-d|< |Z| 17| . L'égalité a lieu si et seulement si 73 et 3

sont colinéaires.

Démonstration :

Si 3 —0 . les deux membres sont nuls et les vecteurs sont colinéaires. Sinon, on pose

P(t)= |ﬁ_|_ﬁ|2 — [3]%¢2 +2(ﬁ.ﬁ}t+|ﬁ|2 . C'est un polyndme de degré 2, positif sur [ . Son
discriminant est donc négatif ou nul : Q{ﬁ.ﬁ}g_émmmg < (0 . D'ou I'inégalité. Ensuite, I'égalité
équivaut a l'existence d'une racine g, c'est-a-dire a ﬁ-|-f,,ﬁ = 5 . Les vecteurs sont alors

colinéaires. Réciproquement, si 7 — 17, les deux membres valent |A] 172 .

= 3
Grace a cette inégalité, pour deux vecteurs non nuls, le quotient |E’?| Fﬁl appartient a [—1,1] . On définit
= 3

alors I'angle géométrique & & [D,ﬂ'] par cosd= % . Ainsi, on retrouve la formule du lycée
wl [

BT = |ﬁ| |5|cosd . En particulier, deux vecteurs sont orthogonaux lorsque leur produit scalaire est nul.

r
I'angle entre ces deux vecteurs vaut &= R

3. Projection orthogonale sur une droite vectorielle
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. = 2 — . . I —3 Y . N3 >
Soit 3= 0 et 3 unvecteur. Il existe un unique réel X tel que #j— A3 soit orthogonala 33, a

=3 3
. e . ; . .
savoir A = W . Le vecteur 33 est le projeté orthogonal de %) sur la droite vectorielle R .
i

Démonstration :

=
=

Par bilinéarité, (ﬁ_}ﬁ}-ﬁ — ﬁ-ﬁ_;ﬂmz . Cette quantité s'annule si et seulementsi A =

]

=3

. -+
Ce quotient a un sens, car |*u:|§~é 0.

Cette proposition est la clé de tous les calculs de distance. En effet, le projeté orthogonal réalise la plus
courte distance. D'apres le théoreme de Pythagore, pour tout réel £ :

B—ta2=1T-ATI2+(A=t)?1T12 > D22,

Ill. Equations cartésiennes et paramétriques de droites et de
plans

1. Droites du plan

Définition :

La droite ) passant par A(azﬂ,yﬂ} et dirigée par = {oc”ﬁ)?é 5 est I'ensemble des points
M tels que AME — ¢33 -avec te [% . Un paramétrage de T estdonc:




[ |
Théoreme :

Toute droite du plan admet une équation cartésienne ax—+by—+c =0 avec {a,b}?“: {D,D} :
Réciproquement, un tel ensemble est une droite. Le vecteur n= {a,b} est normal a la droite, et le
vecteur (—b,a) la dirige.

Avec les notations précédentes, M(z,y) appartienta D sietseulementsi 4 p7 et i sont

colinéaires. Autrement dit, det{mﬁ} — () . Cela s'écrit ,Six—xﬁ}—a(y—yﬂ} =0, qui est

de la forme voulue avec (a,b) = (8,—a)# (0,0). Réciproguement, supposons b= O . L'équation

équivaut alorsa ¥y = —%:r:—g . C'est la droite passant par (D,—E) et dirigée par (l,—g) , vecteur

colinéairea (—b,a).Si b=0,alors az O et on obtient la droite verticale z = —§. Enfin,
(@,b)-(—b,a)=0, donc 7 est orthogonal & la direction.

Comme le montre la figure ci-dessous, le vecteur normal et le vecteur directeur sont orthogonaux. Les
coefficients de & etde ¥ fournissent donc immédiatement un vecteur normal.
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—_— D:2X+y—-4=0

2. Plans de l'espace

Définition :

=

Le plan P passantpar A et dirigé par deux vecteurs non colinéaires 77 et % estl'ensemble
des points M telsque 477 — sT+17 - avec (s,t) € R2. Clest une représentation
paramétrique a deux parametres.




Théoreme :

Tout plan de I'espace admet une équation cartésienne az—+by—+cz+d =0 avec
(a,b,c)% (0,0,0). Réciproquement, toute équation de ce type définit un plan. Le vecteur
—¥ by 1
n = (a,b,c) est orthogonal a tout vecteur du plan : c'est un vecteur normal.

Démonstration :

2 . Il en existe : la partie IV en fournit un. Si I'on
avait 7 =au-+57 , on aurait 7% = AU+ A0 =0, ce qui est exclu. Ainsi, (UD,7) est
une base de [R3. Ecrivons AME = st tiidrn - Alors AME = r|ﬁ|3 . Par conséquent,

Soit 7 un vecteur non nul orthogonal a 3 eta
o

M €7P équivauta r=0,donca AM; A = 0 - En coordonnées, cela donne
a{a:—azﬂ}—l—b(y—yﬂ}—kc{z—zﬂ} =0

Réciproquement, supposons par exemple af,é 0. L'ensemble d'équation azr—+by+cz4+d=0
contient le point A(—g:l[:]![:l) .l s'écrit AME .7 — - Orlenoyau de la forme linéaire non nulle

1 — 1)1, est de dimension 2, d'aprés le théoréme du rang. C'est donc le plan passant par 4 et
dirigé par ce noyau.

3. Droites de l'espace

Une droite de I'espace se parametre comme dans le plan, avec trois coordonnées. En revanche, une seule
équation cartésienne ne suffit plus, car elle définirait un plan. Une droite de I'espace est donc décrite par
un systeme de deux équations. Autrement dit, c'est I'intersection de deux plans non paralleles.

La droite passant par A(1,0,2) et dirigée par % =(2,1,—1) a pour paramétrage T =1+2t,

y=1%, z=2—%.0nélimine le parameétre gracea T =1 . On obtient ainsi le systéme
r—2y—1=0et wy+z—2=0 . Ladroite est donc I'intersection de ces deux plans.
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4. Passer d'une représentation a l'autre

Méthode :

Pour paramétrer un plan d'équation ax—+by+cz—+d =0 avec a?é 0, onchoisit ¥ =35 et

Z =1 comme parameétres libres. Puis on exprime 5 — —%{d+bg—|—ct} . A l'inverse, pour obtenir
une équation cartésienne du plan paramétré A-|-5ﬁ-|-ﬁ , on a deux options. D'abord, on peut
éliminer 5 et t entre les trois équations. Ensuite, on peut calculer un vecteur normal 3 — g AD

et écrire AMﬁ =0-

Leplan Piz—y+22—4=0 s'écrit £ =4+y—2z . Enposant ¥ =5 et z=1, ses points

sontles (4+s—2%, s, t).Ainsi, P passe par (4,0,0) etil est dirigé par (1,1,0) et (—2,0,1)

. On vérifie que ces deux vecteurs sont orthogonaux & 7 =(1,-1,2) : 1-14+0=0 et
—-240+2=0.

IV. Produit vectoriel et produit mixte

1. Produit vectoriel

Définition :

Pour 4 =(r,y,2) et D={(z/y/ 2/}, le produit vectoriel est le vecteur :
UAND =(yz!—zy’, za!—z2!, cy'—yz').

Chaque coordonnée est un déterminant 23 2 extrait du tableau des coordonnées, avec une




permutation circulaire des lettres.

Le produit vectoriel est bilinéaire et antisymétrique : Az = —1A%. De plus :

o A7 estorthogonala 75 eta o ;

o TAT :ﬁ si et seulement si 73 et 7 sont colinéaires ;

+(3-8)2 = 212152 (identité de Lagrange), donc  [EA%] = |2 [Blsind -

Démonstration :

La bilinéarité et I'antisymétrie se lisent sur la formule. Ensuite, on développe

U-(dAD) = o(yz! —zy ) +y(za! —x 2" )+ 2(xy! —yx’) . Les six termes s'annulent deux a
deux, donc la somme est nulle. Par antisymétrie, on a aussi ﬁ-{ﬁﬁﬁ} = —ﬁ-{ﬁf\ﬁ} —0. L'identité
de Lagrange se vérifie en développant les deux membres (voir les exercices). Elle entraine le dernier
point, car |ﬁ|2|ﬁ|3{1_50523) — |ﬁ|2|ﬁ|351n35’, avec sin# = 0 . Enfin, pour des vecteurs non
nuls, FA7 =0 équivauta sind =0, c'est-a-dire a la colinéarité. Si I'un des vecteurs est nul, les
deux assertions sont vraies.

Géométriquement, la norme de A% est I'aire du parallélogramme construit sur 37 et . Comme le

montre la figure ci-dessous, le vecteur I A% est orthogonal a ce parallélogramme. Son sens est donné
. . * -

par la regle de la main droite, avec par exemple g = [y
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Pour obtenir un vecteur normal au plan dirigé par 73 et 7, oncalcule 3 = TAT . On vérifie

ensuite le résultat en controlant 3.3 =0 et 3.7 = (0 . De méme, la droite intersection de deux
= =3 N 3 .
plans de vecteurs normaux 1 et riq estdirigee par 1 Ang .

Cherchons le plan passant par  A(1,1,0), B(2,0,1) et C(0,2,2).0na 4B — (1,-1,1) et
— — —
AC = (_1!112} .Donc A BAAC = {_2_1’ —1-2, 1_1:, = ,:_3!_3![3} . Ce vecteur est non



nul : les points ne sont pas alignés. Un vecteur normal est {1,1,0}, d'ou I'équation T4y =2.0n
controleque A, B et ' lavérifient.

2. Produit mixte

=8

Le produit mixte de trois vecteurs de 2 est le réel [

Propriété :

Le produit mixte est égal au déterminant des trois vecteurs dans la base canonique :

[4,020] = det(x,Bd) . Il est donc trilinéaire et alterné. Il est nul si et seulement si les trois
vecteurs sont coplanaires. Enfin, sa valeur absolue est le volume du parallélépipede construit sur ces
vecteurs.

Démonstration :

Notons ) = (&#/ y// 2/ . En développant le déterminant selon sa troisiéme colonne, on retrouve
exactement z/(yz!—zy! )y (zz!—zz")+ 2" (zy!—yx’) . Ensuite, un déterminant est nul
si et seulement si la famille est liée, donc si les vecteurs sont coplanaires. Enfin, le volume vaut l'aire
de la base multipliée par la hauteur. L'aire de la base est |ﬁfﬁ| . La hauteur est la valeur absolue de

=,
- wMY . . -3 —3
la composante de 3 sur le vecteur unitaire AT Le produit des deux vaut bien |(GAT)-|.
AT

Remarque :

Le volume du tétraeédre A B I} vaut le sixieme de celui du parallélépipede :
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\7a :% [E:E:AD] . De méme, l'aire du triangle A BC vaut % E;\ﬁ . Par exemple,

le tétraedre de sommets &, (1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1) a pour volume % .

V. Distance d'un point a une droite ou a un plan

1. Point et droite du plan

Théoreme :

Soit D:axz—+by+c =0 une droite du plan et M[]lii?[j,y[]:l un point. La distance de M a
D estle minimumde MM pour M €D . Ellevaut:

_ |a:1:0—|—by0—|—c|+

dMo. D)=z

Ce minimum est atteint en un unique point A , le projeté orthogonal de M sur D .

Démonstration :

Posons # = (a,5) . On cherche H sur D delaforme H = Mg—X# . Lacondition H €D
argtby,tc

a?+b?
Ensuite, pour tout A €D , le vecteur HME dirige 1 . Il est donc orthogonal a

H M= \7 - D'apres le théoréme de Pythagore, MoM2=MyH24+HM2> MgH?,
avec égalité si et seulementsi A = H . Finalement, Mg H = || 7], ce qui donne la formule.

s'écrit G“:i'»‘,j—}m a}—I-b{yD—}m b)4+c =0 . Elle donne une unique valeur } —




2. Point et plan

Théoréme :

Soit 'P:aa:+by+cz—|—d =10 unplanet Mo{mm,ym,zg} un point. Alors :

) lazg+by,+czg+d|
— Va24b24c?

d(Mqg,P

argtbyytezgt+d

Le projeté orthogonal de M sur P est H = Mp—An,avec )\ —
Pl ? 0 0 a2+b2+4c2

La démonstration est identique a la précédente, avec une coordonnée de plus. Comme le montre la figure
ci-dessous, le segment [ M g H | est porté par la normale au plan.
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Soit P:2z—2y+z-5=0et My(L,2,3).0Oncalcule 2—44+3-5=—4 et [3|=3.Donc

d{MU!’P} :% .Deplus, A= —% ,d'ou H = (g:%:%) . On vérifieque H P :

34—20+51—45
3 =0.

3. Point et droite de l'espace




Théoreme :

Soit T la droite passant par A et dirigée par ﬁ?é 5 ,et  Mp un point de I'espace. Alors :

4(Mo,D) =AM

n

Démonstration :

— 3 .
Soit F — A+)u avec ) — HMg'“. D'aprés la partie Il, Ff Jf, estorthogonala 7. Comme
|l

dans le plan, le théoréme de Pythagore montre que d{ M, D)= H M . Par ailleurs,
A > - 2 43,0 > et 7 sontorth
AMy= u+HM.donC AMgAg=HMgha O HMy €t 1 sontorthogonaux.
4 A a3 .
Par consequent, ‘HM['J*"W‘ =HMj |u| .

Méthode :

Pour une distance point-droite dans |'espace, deux voies sont possibles. D'abord, la formule du produit
vectoriel donne le résultat en un seul calcul. Ensuite, si I'on veut aussi le point le plus proche, on
calcule } par projection, puis H = A+ X1l etenfin H My,

Soit 7D la droite passant par (@ et dirigée par 1 =(1,1,1), et M(1,0,0).0na
A A _vad _ ﬁ iecti
O M At = (0,~1,1) » de norme v2.Donc d{M,D)= B=3 Par projection, on trouve

. 1 et
aussi =3 et H_(B:

1

Cal—=
ol
S
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VI. Positions relatives de droites et de plans

1. Deux droites du plan

Soit deux droites d'équations ax—+by—+c=0 et afg:-|-b”y+cf = . Elles sont paralléles si et
seulement si leurs vecteurs normaux sont colinéaires, c'est-a-dire si g/ —g/ph = (. Sinon, elles se
coupent en un point unique. On reconnait ici le déterminant du systeme linéaire formé par les deux
équations. Ainsi, un systeme de Cramer de taille 2 correspond a deux droites sécantes.

Les droites £+y =3 et 2z—y =0 ont pour déterminant 1x {-1)—2x 1= —3% 0. Elles
sont donc sécantes. En ajoutant les équations, on obtient 3x =3 . Le point commun est {1,2} .

2. Droite et plan, deux plans

Propriété :

Soit ‘P unplan de vecteur normal ¥ et T une droite passant par A , dirigée par 3.

o Si ﬁﬁ% 0, la droite coupe le plan en un point unique.

e Si .7 =0, ladroite est paralléle au plan. Elle est contenue dans P si A cP et
disjointe de P sinon.

-3 3 . ; ; Z o
Deux plans de vecteurs normaux 1 et 7 sont paralleles si et seulement si ﬁlnﬁz —(J. Sinon,
; : : e =
leur intersection est une droite dirigée par 71 ARy .




Ecrivons pﬁ.ﬁ_ﬂ — (- Le point A—i—tﬁ appartienta ‘P si et seulement si

i (ﬁ.ﬁ}+(ﬁ.ﬁ+d} — ) . C'est une équation affineen £.Si ﬁﬁ?‘é 0, elle a une unique
solution. Sinon, elle est vérifiée pour tout £ lorsque A £ 7P , et pouraucun £ dans le cas
contraire.

P =+ ] \ / .
Pour deux plans, si 711 et 75 ne sont pas colinéaires, le systeme des deux équations est de rang 2.
Il est donc compatible, et ses solutions forment une droite. Sa direction est formée des 7 tels que
= =3 3 —» : e S | ; ; = 4
A1 =nn-w =0 ; elle contient le vecteur non nul 711 Arlqg . Siau contraire 7 =k, les

deux plans ont la méme direction : ils sont paralléles.

Comme le montre la figure ci-dessous, deux plans sécants se coupent selon une droite orthogonale aux
deux vecteurs normaux.
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D=P1nP;

ﬁ]_ A ﬁz
n2
P

Pour déterminer l'intersection de deux plans, on résout le systeme de leurs deux équations. D'abord,
on élimine une inconnue par combinaison de lignes. Ensuite, on prend comme parametre une

. / . . A . . / sz N —=* —=*

inconnue restee libre. Enfin, on contréle que la direction trouvee est colinéairea 1Ay .

I Considérons les plans T+y+z=3 et T—y+2z=1.En ajoutant les équations, on obtient ‘



2z+3z=4.0npose z=2%.Alors x=2-3%,puis y=3—xr—z=1+%. L'intersection
est la droite passant par (2,1,0) et dirigée par (—3,1,2) . En effet,
(1,1,1)A(1,-1,2) = (3,—1,—2) est bien colinéaire & ce vecteur.

3. Trois plans et systemes linéaires

Un systéme linéaire de trois équations a trois inconnues se lit comme I'intersection de trois plans. Le rang
du systeme contréle alors la géométrie de la situation.

Théoreme :

Soit un systéme A X = B de trois équations non triviales en (x,v,z).Laligne 5 de A estun
vecteur normal ﬁﬁ' duplan P; défini par I'équation 7 .

e Si det A?é 0, les trois plans ont un unique point commun.

e Si det A =0 etsilesysteme est compatible, les solutions forment une droite (rang 2) ou un
plan (rang 1).

¢ Si le systéme est incompatible, deux des plans sont paralléles, ou bien les plans se coupent
deux a deux selon trois droites paralleles.

Démonstration :

Si X estune solution, les solutions sont les X g+¥ avec AY =0.D'aprés le théoréme du
rang, ker A estdedimension 3—rg A . On obtient un point, une droite ou un plan selon que le
rang vaut 3, 2 ou 1. Supposons maintenant le systeme incompatible et aucun couple de plans
paralléles. Alors le rang vaut 2, et P1MPq est une droite dirigée par ker A , puisque ces deux
espaces sont de dimension 1 et emboités. Cette direction est orthogonale a ﬁg, donc la droite est
parallelea P13 sans le rencontrer. Le méme argument vaut pour les deux autres intersections.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

Considérons le systtme x—y =1, y—z=1, £—z=23.Llasomme des deux premiéres
équations donne 1 —z =2, ce qui contredit la troisieme. Le systeme est donc incompatible.
Pourtant, aucun couple de vecteurs normaux n'est colinéaire. Les trois plans se coupent deux a deux
selon des droites paralléles a {1,1,1} : ils forment un prisme.

4. Deux droites de I'espace

Propriété :

Soit 11 passantpar A1 dirigée par ﬁl ,et Pq passant par Ag dirigée par ﬁg. Les
droites sont coplanaires si et seulement si [Alflg,al,ag] — ) . Dans ce cas, elles sont paralleles

. + 7 . . . . . .
Si ﬁlf\ﬁg = (1, et sécantes sinon. Si le produit mixte est non nul, les droites n'ont aucun point
commun et ne sont pas paralléles.

Démonstration :

Si ﬁl et ﬁg sont colinéaires, le produit mixte est nul et les droites sont paralleles, donc
coplanaires. Sinon, les droites se coupent si et seulement s'il existe + et 3 tels que

A+t = Ag+stn . Celarevient a m = t%}; —siiy - donc a I'appartenance de m
au plan vectoriel engendré par ﬁl et ﬁg. D'apres la partie IV, cela équivaut a la nullité du produit
mixte.

L'axe (O'x) et la droite passant par (0,1,1) dirigée par 5 donnent
[{D,l,l},;,}'] = {D,l,l}-g = 1% 0. Ces deux droites ne sont donc pas coplanaires.




VIl. Cercles et spheres

Définition :

Soit {2 unpointet FH>==0.Le cercle du plan, ou la sphere de I'espace, de centre {7 et de rayon
F estl'ensemble des points AT tels que §2 A = F . Dans un repere orthonormé, avec
{2(a,b,c) , la sphére a pour équation {x—a}2+{y—b}2+(g—c)2 = RZ.

Proposition :

Soit k —=g24b21c2_4 . L'ensemble d'équation z2-+ty2+4z2—2axr—2by—2cz+d=0 estla
sphére de centre {2{a,b,c) etderayon % si k>0.Cestlepoint 2 si k=0, etl'ensemble
vide si k<0 . Le résultat est analogue dans le plan.

Démonstration :

On compléte les carrés :  £2—_9gr = (x—a}g—az , et de méme pour ¥ et z.L'équation
équivaut donc a (x—ajg+(y—b}2+{z—cjg — k. Le membre de gauche vaut 3 Af2, d'ou les
trois cas.

Théoreme :

Soit & lasphéredecentre 2 etderayon R ,et P unplan.Onnote h=d(f2P)et H
le projeté orthogonal de {2 sur P .

e Si  h=F, lintersection est vide.

e Si h = H, lintersection est réduite a H : le plan est tangent a la sphere.
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e Si h< AR, lintersection est le cerclede P decentre H etderayon /g2_j2.

De méme, un cercle et une droite du plan ont 0, 1 ou 2 points communs selon la position de
d(f2,D) parrapporta R .

Démonstration :

Pour AT 7P ,le vecteur ﬁ est orthogonal a ﬁ . D'aprés le théoreme de Pythagore,

N M2=h21 A2 Ansi, M €S équivautd EFas2— R2_h2. Cette équation n'a pas
de solution si RE—hE{U .Elleimpose M = H si H = h .Enfin, elle décrit un cercle de
centre H si R2_p2~0.

Méthode :

Pour reconnaitre un cercle ou une sphéere, on complete les carrés afin d'obtenir le centre et le rayon.

Pour étudier l'intersection avec une droite ou un plan, on compare la distance du centre au rayon.

Enfin, la tangente a un cercle en un point A est la droite passant par .4 de vecteur normal
ﬁ . De méme, le plan tangent a une sphére en .4 admet m pour vecteur normal.

L'équation :1:3+y3—2$+4y—4 =0 s'écrit {1:—1)2+(y+2j2 — 9. C'est le cercle de centre
12(1,—2) et derayon 3. Le point A({1,1) Iuiappartient, et 7 A — (0,3) - Latangenteen A
est donc la droite % =1 . Par ailleurs, la droite ¥ = & est a la distance E::::S du centre. Elle

coupe donc le cercle en deux points : en remplacant ¥ par T, on obtient z24x—2=0,d'ou
les points  A{1,1}) et B(-2,-2).

La figure ci-dessous représente cet exemple : le cercle, sa tangente en 4 et la sécante passant par



A et B.

2 ]
1,1)
l ]
0 / |
—1 i
B(-2, —2) |
—2 - ®
Q(1, —2)
—3 -
—4 -
- cercle de centre Q, rayon 3
e ~l tangente y =1
— sécante y = x

-4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4 5

Ce qu'il faut retenir

e Un repere cartésien est un point et une base. Les formules de distance n'ont de sens que dans un
repere orthonormé.

e Le produit scalaire vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwarz, ce qui permet de définir I'angle de deux
vecteurs.

* Une droite du plan a une équation ax—+by—+c =0 ; un plan de I'espace a une équation
az+by—+cz+d =0, Les coefficients forment un vecteur normal.
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¢ Une droite de I'espace se décrit par un paramétrage ou par deux équations cartésiennes. On passe
de I'un a l'autre en éliminant ou en introduisant des parametres.

e Le produit vectoriel A7 estorthogonala 73 et 7, et sa norme est I'aire du parallélogramme. I

fournit un vecteur normal en un calcul.

e Le produit mixte est un déterminant. Il teste la coplanarité et donne des volumes.

. & +E' +cz +l:;.r 3 = '
e Distances : | 0 ylg'l 0 | pour un plan, et @ pour une droite de I'espace.
n )

e Un systeme linéaire de trois équations est une intersection de trois plans. Son rang décide si I'on
obtient un point, une droite, un plan ou le vide.

e Cercles et spheres se reconnaissent en complétant les carrés. Leur intersection avec une droite ou
un plan dépend de la distance du centre.

Questions fréquentes sur géométrie du plan et de I'espace

Comment trouver rapidement un vecteur normal a un plan défini par trois points ?

On calcule le produit vectoriel ABE ﬂﬂé . S'il est non nul, les points ne sont pas alignés et ce vecteur
est normal au plan. On écrit ensuite AME .7, — (j pour obtenir I'équation, puis on la controle sur les trois
points.

Pourquoi une droite de I'espace n'a-t-elle pas une seule équation cartésienne ?

Une équation ax—+by—+cz+d =0 non triviale définit un plan, car elle fixe une seule contrainte sur trois
coordonnées. Une droite demande deux contraintes indépendantes. Elle se décrit donc comme
I'intersection de deux plans non paralléles, ou bien par un paramétrage.

Quelle formule utiliser pour la distance d'un point a une droite de I'espace ?

. . C = . |;’-'LMHH_}|
Si la droite passe par A et est dirigée par 7}, la distance de M vaut T’“ . La formule

b
|aa:|:|—|—byn-|—c|

a2+

orthogonalement.

ne vaut que pour une droite du plan. Pour obtenir aussi le point le plus proche, on projette



Que signifie géométriguement un systeme 3x3 sans solution ?

Chaque équation définit un plan. Si le systéme est incompatible, soit deux plans sont paralleles et
distincts, soit les plans se coupent deux a deux selon trois droites paralleles, comme les faces d'un prisme.
Le déterminant nul ne suffit pas a conclure : il faut encore étudier la compatibilité.

Pour aller plus loin en L1

e Les énoncés : exercices de maths en L1 sur géométrie du plan et de I'espace

A maitriser avant : Systémes linéaires et calcul matriciel, Nombres complexes et trigonométrie

Chapitre précédent : Déterminants

Chapitre suivant : Probabilités sur un univers fini

Tester vos connaissances : QCM de maths en L1 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de maths de L1 a L3

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr/geometrie-plan-espace-exercices-maths-l1
https://mathovore.fr/systemes-lineaires-matrices-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/nombres-complexes-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/determinants-formes-alternees-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/probabilites-univers-fini-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/qcm-maths-l1
https://mathovore.fr/licence-l1-maths-cours-exercices-corriges
https://mathovore.fr/licence-cours-maths
https://mathovore.fr

