Corrigés des exercices de maths en L1

Géométrie du plan et de I'espace

Corrigé de I'exercice 1 : Changement de repéere dans le plan

1. Le déterminantde (%,0) vaut 1x 1—(—1)x 1=25 0. La famille est donc une base du plan,
et R/ estunrepeére. De plus, e = —141 =0 : le repeére est orthogonal. En revanche,
il =3l = x@% 1. Le repére est orthogonal mais pas orthonormé.

2. Par définition, [ M = 2747 = {2_1] g_|_1:, — (1]3:, . On ajoute les coordonnées de {2 .
Donc M(2,5) dans le repere canonique.

3. Larelation g3 ME = XulY7D sécrit z—1=X-¥ et y—2=X4Y .Enajoutant ces

deux égalités, on obtient 2.X = z+4vy—3 . En les soustrayant, on obtient 2¥ =y—xz—1. Ainsi

X:ﬂ_g_g et Y:y_é’r_l.Oncontréleavec M(25) . X:%:ﬁ et ¥==2=1.

[cSe ] %]

4, L'équation ¥ =x+1 équivauta y—z—1=0, c'est-a-direa ¥ =0 .Deméme, T+y =25
équivauta T+y—3=2,donca X =1.Dans R',ona D;:¥ =0 et DX =1.En

effet, 11 passe par 2 et elle est dirigée par 7} : c'est le premier axe du nouveau repeére.

5. On compléte les carrés : E:(a:—l}E—I—{y—Z}E =5.0r z—1=X-Y et y—2=X+4Y . Par
conséquent, (X—Y}2+{X—|-Y}2 —2X219Y2=5. L'équationde ( dans R’ est
}{3—|-‘j"2 =7 L'équation garde la forme d'un cercle, car les vecteurs de base sont orthogonaux
et de méme norme. Cependant, le « rayon » lu dans ces coordonnées vaut JS_/’E , alors que le

vrai rayon vaut v2x,/5/2=15.

Point de méthode : dans un repére non orthonormé, les coordonnées restent utiles pour les équations,
mais les longueurs ne se lisent plus directement.
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corriaé de I :ce 2 : Droites du blan. équati l

paramétrages

1. Le vecteur E — (4,—2) dirige (AB).Un paramétrage est = —=1+4t, y=3-2¢,
avec icR.
2. Onélimine % : £= ‘TT_I ,donc vy = B—ET_I . En multipliant par 2, on obtient 2y =7—x .
Une équation de (A B) est z+2y—7 =0, de vecteur normal (1,2). On vérifie :
14+6—T7=0 pour A et 542—-F=0 pour B.

3. Pour az+by+c=0,levecteur (—b,a) dirige la droite. Ici, il vaut (1,3}.0Onpose xz=t%,
et I'équation donne ¥ =3%+1 .Donc D est dirigée par (1,3) et paramétrée par
r=t%t, Y= 143t

4. Les vecteurs normaux (1,2} et (3,—1) ne sont pas colinéaires, car
1x I:—l:l—ﬁx 3= —7% 0 . Les droites sont donc sécantes. On remplace ¥ =3z 41 dans
s+2y=T: Te4+2=T,dou z= % et y= %—H = 2.?—‘? . Le point d'intersection est
b 23 Ao . 2 3%
(?:?).Controle. s+ =7.

5. La droite cherchée admet 4 B — {4]_2} , ou {2,—1} , comme vecteur normal. Elle a donc une
équation 2z—y+c=0.Comme C(2,—1) luiappartient, 44+14+c=0, soit c=-5.La
perpendiculaire 8 (A B) passant par C a pour équation 2z—y—5=0,

Corrigé de I'exercice 3 : Plans et droites de l'espace, d'une

représentation a l'autre

1. Un vecteur normal est 7 = (1,2,—1) . Ensuite, 142—-0=3,donc A &P . Pour paramétrer,
onécrit £ =3—-2y+=z etonpose ¥ =35, z=t.Unparamétragede P est
(z,y,z) =(3—2s+%, s, £). Le plan passe donc par (3,0,0) etil est dirigé par (—2,1,0) et

(1,0,1), tous deux orthogonaux a 3.

2. La troisieme équation donne ¥ = x—3s. On reporte dans la premiére :

r=14+s54+2z—3s=1-2s5-+2 ,donc s— l-I-er—:r . Ensuite, la deuxieme équation donne :



y=2—5+2(2—3s)=2-Ts+22= 2—7(1+QZ_$)+22'

En multipliant par 2, on obtient 2y =—3-+47z—3z . Une équation de & est
Tr—2y—3z—-3=0.

3. Le plan est dirigé par @ ={1,—-1,3) et bh— (1,2,1) - On calcule
aAb=((-1)(1)-3x 2, 3x 1-1x 1, 1x 2—(=1)x 1) =(=72,3) - Le point (1,2,0)
appartientd @ .Donc —T{x—1)+2(y—2)+3z=0,soit —Tr+2y+3z+3=0.0n
retrouve bien Tr—2y—3z—3=0.

4. Unpointde A sécrit (24t —143%, —2£).0n élimine t=x—2 . Alors
y=—143{z-2)=3z-T et z=—-2(r—2)=—-22+4.Donc A est l'intersection des
plans 3z—y—7=0 et 2z+z—4=0. Leurs vecteurs normaux (3,—1,0) et (2,0,1) ne
sont pas colinéaires, ce qui confirme qu'ils se coupent selon une droite.

Corrigé de I'exercice 4 : Plan passant par trois points

1.Ona AB— (1,1,-2) et A — (—1,1,—1) - Par la formule du produit vectoriel :

E/\ﬁ:(lx (=1)—=(=2)x 1, (=2)x (=1)=1x (=1), 1x 1=1x (=1))=(1,3,2).

Ce vecteur est non nul, donc ABE et ACE ne sont pas colinéaires : les points ne sont
pas alignés.

2. Le vecteur (1,3,2) estnormalauplan (ABC).L'équation estdonc z+3y+2z=d et
A donne d=14+044=>5.Leplan {ABC) apour équation z+3y+2z-5=0.
Contréle: 24340=05 pour B et 0434+2=5 pour .

3. L'aire du triangle vaut la moitié de celle du parallélogramme. Donc l'aire de A4 B vaut

Lifara="11.

4, Pour I7,ontrouve 340+42=5 : I’ appartientauplan,donc 4, B, C, I sont
coplanaires. Pour E ,ontrouve 143+42= 6% 5 : F n'appartient pas au plan.
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Corrigé de I'exercice 5 : Produit scalaire et angles d'un triangle

1. Ona ﬁ — ,:41[3} et E — {1]3} . Donc ﬁﬁ — 4. Parailleurs, AB=4 et
AC =JID . Ainsi cosBAC =

2. Ona ﬁ =(—4,0) et ﬁ =(-3,3) d'ou ﬁﬁ —19-Deplus, BC =VIE=3/2.

13 WE il
Donc COS@—.:}X A= 9 . L'angle @ mesure 7.

":-_]

3.0na CA=— (-1,—3) et CB— (3,-3), d'ou CA-CB — _349=¢ Donc
VB

CosACE=—=0—==L-00,

TWI0x 32T VBT B

—_— —2
4. Leprojeté H de C sur (AB) vérifie 1 r7— yap avec ) —ACAB _ 4 _ 1 ponc
H(1,0) et CH =3 . Lairevautalors %x A Bx {_’,’H:%x 4% 3. Par ailleurs,
det{ﬁ,ﬁ} _ 4% 3_0% 1 =19, dont la moitié vaut aussi 6. L'aire du triangle est 6.

5. La hauteurissue de (' estladroite 1+ =1 .La hauteurissuede A a pourvecteur normal
B_fj} =(-3,3).ou (—1,1) ; elle passe par I'origine, donc elle a pour équation % = & . Ces deux
hauteurs se coupent en (1,1} . On contréle avec la hauteur issue de B , de vecteur normal
E =(1,3) :son équationest 43y =4,et 14+3 =4 . L'orthocentre est le point

(1,1 .

Point de méthode : une hauteur est une droite de vecteur normal connu, le c6té opposé ; son équation
s'écrit donc immédiatement.

Corrigé de I'exercice 6 : Distance d'un point a une droite du
plan

1. On applique la formule du cours avec n= {3,—4} , de norme 5. On calcule
3x 2—4x (-1)+2=12 . Donc d(M,D)=% .



2. Ona [ — M —)\n avec }:%.Ainsi:
_ 36 14 23
H= (2 28 —1+5¢ ) (25 25)

On vérifieque H €D : &éﬁj —(0.Deplus, MH =A7l= ESX 5 . On retrouve
14 23§

1% 14 23
MH = T »avec H(ES’ES

3. Les deux droites ont le méme vecteur normal. Le point (D l) appartienta 72 . Sa distance a

17
l0—2—8|
5

D’ vaut — 9 . Comme les droites sont paralleles, cette distance ne dépend pas du

point choisi. La distance entre T et P’ vaut 2.

4. Ladroite A passe par (1,0) etelle est dirigée par (2,1} . Un vecteur normal est donc

(1,—2) , et I'équation s'écrit £—2y—1=0. La distancede O a A vaut % = % .

Corrigé de I'exercice 7 : Cercles du plan

1. On compléte les carrés : x2—4x = {35—2}2—4 et yi46y= (y-|-3:|2—9 . L'équation devient
(x—2}2+{y+3}2 =449412=25 . C'est le cercle de centre .!?{2,—3) et de rayon
H=5.

2. 0na (5—2}24-{14-3}2 =9416=25,donc A €C.Latangenteen A admet
{2 A =(3,4) pour vecteur normal. Son équation est donc 3(x—5)+4(y—1)=0.La
tangente en A a pour équation 3r+4y—13=0,

3. Ladistancede {2 a D vaut |2—6—6]

— 2JE , qui est inférieure a 5. On attend donc deux

points. On remplace & =6—2y : (4—2y}2+(y+3}2 —25. Celadonne 5y2—10y =0, soit
¥ =0 ou ¥ =2, L'intersection est formée des points (6,0} et (2,2).

[2—6+4c|
==
, C'est-a-dire [c—4| =55 . Les valeurs cherchées sont ¢ —=445/5 et -=4—5/5.

4. La droite est tangente si et seulement si sa distance au centre vaut H . Cela s'écrit

5. On compléte les carrés : ($+1}2+{y—2j2 —144—10 = —5. Une somme de carrés ne peut pas
étre strictement négative. L'ensemble est vide.
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Corrigé de I'exercice 8 : Distance d'un point a un plan et

projeté orthogonal

1. Ona A =(2,—1,2),denorme3.0n calcule 6—14+8-1=12 .Donc d(M,P)= 13—‘? —=4.

)

2. D'aprés le cours, F — M —A7 avec A — 19—2 —

H=(3-% 144 4-3)=(

. Ainsi :

Cad | e

]

7
3

2|

¥

2)
2.

3. Lepoint H estlemilieude [M '], donc Af/=9H — AL . On obtient

M’(_E:T_g) . Contrdle : —%—%—g—l — —12, opposé de la valeur 12 obtenueen {4 .

2—748
3

CJ|=~J

1

i

On vérifie :

—1=0. Le projeté orthogonal est H(

4. Unpoint N(z,y,z) estaladistance 2de P sietseulementsi |2zx—y+2z—1|=6.
L'ensemble cherché est la réunion des deux plans paralleles 2z—y+2z—7=0 et
2r—y+2z4+5=0.

Corrigé de I'exercice 9 : Intersection de deux plans

-3 -3 .
1. Les vecteurs normaux sont 7] =(1,1,—1) et 7y =(2,—11) . IIs ne sont pas colinéaires, car
leurs premieres coordonnées imposeraient un rapport 2, incompatible avec les deuxiemes. Les
plans ne sont donc pas paralleles.

2. En ajoutant les deux équations, on obtient 3x =&, donc £ =2 . La premiere équation devient
y—z=—1.0nprend z=1 comme paramétre, d'ou % =1t—1.La droite D est

paramétrée par (2, —14t%, t) : elle passe par (2,—1,0) et elle est dirigée par (0,1,1}.

Contréle dans Py : 4—{-14+2)+t=35.

3. Oncalcule RyAfg=(1x 1-(-1)(-1), (-1)x 2—-1x 1, 1x (=1)~1x 2)=(0,~3,~3) . Ce
vecteur vaut —3 (0,1,1) : il est bien colinéaire au vecteur directeur trouvé.

4, Ona ﬁl-ﬁg = 2—-1—-1=0. Les plans sont perpendiculaires : I'angle vaut % .



5. Onremplace le paramétrage dans P3 : 2+42(—14t)+t =4, soit 3t=4.Donc t=

NP

Le point d'intersection est (2,%:%) . Controéle : 2—|-%-|-% =4.

La figure ci-dessous montre les deux plans perpendiculaires et leur droite d'intersection T, dirigée par
(D,l,l) .

— D (2, =1+t 1)

Point de méthode : résoudre le systeme donne un point et une direction ; le produit vectoriel des
normales sert de controle rapide.
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Corrigé de I'exercice 10 : Positions relatives d'une droite et
d'un plan

1. Le plan a pour vecteur normal 7 = (1,—2,1) .

o Pour D1 : (1,1,1)-A=1-2+1=0, donc la droite est paralléle au plan. De plus,
1-0+2=3, donc le point (1,0,2) estdans 7 .Ladroite T estcontenue dans
P.

o Pour D'y : méme direction, mais I'origine donne D?é 3 . Ladroite Dy est
strictement parallelea P .

o pour Pz : (2,0,)#= 3% 0, donc la droite est sécante. Le point {142%,1,14+%) est
dans P sietseulementsi 142{—2414f=3,soit £=1.Le point d'intersection
est (3,1,2).

o Pour Dg :ladirectionest (1,1,0)A(0,0,)=(1,-1,0).0r (1,-1,0)-A=142=35 0
: la droite est sécante. Avec z—=10 et ¥ =1—x,|'équation du plan donne

r—242x=3,donc x —2 Le point d'intersection est (g:—%:[]) .

2. Tous les points de D5 sont & la méme distance de P , puisque la droite est paralléle au plan.
. : 0-3| 6
On prend l'origine. La distance vaut — —*—.
p g 7 7
3. La droite orthogonale 8 P passant par A est dirigée par # . Elle est paramétrée par

(14%, 1—2¢, 14t} . On remplace dans I'équation du plan: 14+t—2+44¢t+1+£ =3, soit

ft=3 .Donc %= % et le pied est (%1[],%) . La distance vaut alors |¢| [}] = % . On retrouve
la formule du cours : w = /6 .
VB 2

Corrigé de I'exercice 11 : Positions relatives de deux droites de
l'espace

1.Ona g44/— (_1!_1!1 . Ensuite,



aAl=((-1)x 0-2x 1, 2x 2-1x 0, 1x 1—(-1)x 2)=(~2,4,3) . Le produit mixte vaut
donc {ﬁs’xﬁ}-}l}lf —92-443=1-Ce produit mixte est nonnul: D et 7’ ne sont

pas coplanaires.

2. 0na m:m_g 3:] et
] ]

and =((—1)(-1)-2x 2, 2x 1-1x (=1), 1x 2—(-1)x 1)=(-3,3,3) . Le produit mixte
vaut 0—949 =10 : les droites sont coplanaires. Comme ﬁhﬁ% 0 , elles ne sont pas paralléles,
donc elles sont sécantes. Onrésout 14+i=14s, 2—t=-142s, 2f=3—s.La premiére
équation donne { =5, puis la deuxieme donne ¢ =1. La troisieme est vérifite: 2=3—1.Le
point commun est (2,1,2}. Le plan qui les contient admet  (—3,3,3) ,0u (—-1,1,1}, pour
vecteur normal. Son équation est —r-4y+z=1.Controle: —24+1+2=1 et

—1-143=1.

3. 0na (—2,2,—4)=—21 : les droites sont paralléles. Un point de D s'écrit (14%,2—1,2¢). 1
est nul seulement si =0 par la troisidme coordonnée, mais alors il vaut (1,2,0) O . Les
droites D et A sont strictement paralléeles.

Corrigé de I'exercice 12 : Distance d'un point a une droite de
l'espace

—2 — _—y
l.Ona AM =(33,0), AM-T=3+6+0=9 et #|¢=g.Donc X =1.Le projeté
orthogonal est F = A+ =(2,2,1).

2.0na HM = {2,1,—2} . On vérifie 'orthogonalité : HME 4 =9242-4=0-Donc
d(M,D)=HM =/4+1+4=3.

—
3. On calcule AMhﬁ:{Bx 2—0x 2, O0x 1-3x 2, 3x 2-3x 1}:{6,—6,3} , de norme
V8] =9 . La formule donne %: 3.

4. Par bilinéarité, f{t} — |AM3 |2—2t AM}-ﬁ—H?EP — 1818492 - On factorise :
flt)= 9(1_1)24_9. Le minimum vaut 9, atteinten £ =1 seulement. La distance minimale
vaut /9 =3, atteinte au point H .
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Corrigé de I'exercice 13 : Produit mixte et volume d'un

tétraedre

1. Le produit mixte [ﬁjﬁjﬁ

] est le déterminant d'une matrice diagonale. Il vaut
1x 2x 3=6.Le volumede (4B vaut g:l.
2. Le plan ,:1_17_'_%_'_% =1 contient A4, B et (' .Orces points ne sont pas alignés, donc c'est
bien le plan (ABC'). En multipliant par 6 : (A BC ):6x+3y+22-6=0.
i — Q. Le volume vaut aussi lx Ax 6 , donc
V36+9+4 7 N 3 7
A= —% =73 Pour contrdler, 4 B — (_1121@, et Ad = (_11013} donnent

ABPAAC — (6,3,2) - denorme 7. L'aire de  ABC' vaut % :

3. La distance de &} au plan vaut

4. Premiere methode: A 1) — {[311!1:, , donc [AB!A{:"!AD] — {5!312}.{[]!1!1) — & . Le volume

vaut % . Seconde méthode : la distance de D auplan (ABC) vaut w — % . Le

volume vaut donc %x %x %: % Le volume de 4 B{ I} vaut 5 .

&

Corrigé de I'exercice 14 : Identités sur le produit vectoriel

1. Posons 4 =(a,b,c) et T=(p,q,7) . D'une part,
|ﬁ;ﬁ|2 — (br—cq}2+|:cp—a,r:|2+(gq—bp:]g . En développant, on obtient les six carrés croisés
b2r24c2g24c2p24a2r2402g24p2p2 | diminués de 2(begr+acpr+abpg). D'autre
part, (@p—}bq—}cr}g = a2p3—|—bgq3—|—c3r2 —|—2|:abpq—|—acpff—|—bcqr:l . En ajoutant, les doubles
produits se compensent. Il reste la somme des neuf produits d'un carré de {a,b,c} par un carré de
{P,9,7} . C'est exactement (a2+&.3+¢3} (p24g24rd)= ZPR2 .

2. Posons & =(a,b,c), D=(p,g,r), W=(ry,z).0na
GAW = (gz—ry, ro—pz, py—qgx) . La premiére coordonnée de LA (DA vaut
b( py—gz)—c{ro—pz) . On ajoute et on retranche GPE

b(py—gz)—c(rz—pz)=plar+bytcz)—z(ap+bgter)=(4-W) p—(4-V) .

‘s / > —3 = — / .
C'est la premiére coordonnée de (- JU—(1-0)10 . Les deux autres coordonnées s'obtiennent



par permutation circulaire des roles. La formule du double produit vectoriel est démontrée.

3. On applique trois fois la formule :

GA(DAT) = (1-0)0—(4-0)T,
DA (TAL) = (0-8)w—(0-0)1,
WA(GAD) =(w-0)ti—(0-3)0.

Par symétrie du produit scalaire, les six termes s'annulent deux a deux. La somme est nulle :
c'est l'identité de Jacobi.

4, Ona Z;\} — E;} puis Z;@ {[j -1 [j} = —3:' . La formule précédente le confirme :

* 3 > * _* > > ,
(v7)—(22)s = —J -Enrevanche, ;Aj—{ . donc (2A2)A7 =0 . Les deux résultats
different : le produit vectoriel n'est pas associatif.

Corrigé de l'exercice 15 : Cercle circonscrit a un triangle

1. La médiatrice de [AB] passe par le milieu (3,0) et admet 4B — (6,0) pour vecteur normal.
Son équation est =3 . La médiatrice de [AC] passe par (1,2) etadmet A¢y — (2,4)
pour vecteur normal. Son équation est 2{x—1)+4{y—2)=0, soit z+2y—5=0. Avec

z=3,onobtient % =1.Le centre est (2(3,1) etlerayonvaut 2 4=/3+F1=
Contrdle: {2 B2=94]et 2C2=149.

2. Les trois points donnent un systéme linéaire en (a,b,c) :
c=0
36+6a+c=0
204+2a4+4b+c=0

Ontrouve ¢=0,puis ga=—6,etenfin 4b=—-204+12=—-8,soit h=—2.Lecerclea
pour équation a:g—i—yg—ﬁa:—ﬁy =0 . En complétant les carrés, on retrouve

(x—3)%+(y-1)2=10.

3. Latangenteen A admet 2 A — (_3]_1} pour vecteur normal et passe par I'origine. Son
équation est 3r+y =0,
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4, Ona (2 D2—= (5_3}34_{3_1}2 —8<10.Le point [} esta l'intérieur du cercle.

La figure ci-dessous représente le triangle, les deux médiatrices qui se coupenten {2, le cercle
circonscrit et sa tangenteen A .

3
1
]
1
1
]
27 i
1
1
1
1
1 *
1
1
]
:
0 i ]
I B
I -~
1 ~a
1 s
-1 | ~e
I \\
| == cercle circonscrit [
—2 | -—-— médiatrice de [AB]: x=3
b == médiatrice de [AC] : x+2y =5
: — tangenteen A :3x+y=0
—3 T T - 1 T
-2 0 2 4 6 8

Corrigé de I'exercice 16 : Sphere, plan sécant et plans tangents

1. On compléte les carrés : {;1:—1)2—1+(y+2j2—4+(3—3)2—9—11 — ([ . L'équation devient
(x—1}2+(y+2:|2—|-(z—3}2 — 2% . C'est la spheére de centre {2{1,—2,3) et de rayon
H=5.



2. Oncalcule 2—2+6-15=-9 et |#|=3.Donc A =d(f2,P)=3<5 : l'intersection est un
cercle. Son centre est le projeté FH — f2—A\n ,avec A — _?9 = —1.Ainsi
H=0+(212)=(3,-1,5) . Controle: 6—1+10—15=0 . Le cercle a pour centre
(3,—-1,5) et pour rayon 955 —4.

3. Unplan paralleled P s'écrit 2z+y+22z+d =0. Il est tangent si et seulement si
|2—24+64-d|

3
projeté de {2, c'est-a-dire nig{ggjg} .Le plan 2z+4+1y+2z—21=0 touche la sphere en

gg—gs_%:lg—g) ;leplan 2r+4y+2249=10 la touche en (—E:—E:_l) . Controles :

E—14238 8
_3—+:21 et W:_g

— g, soit [6+d|=15 .Donc d=9 ou d=—21.Le pointde contact est le

4, Ona {4—1}24—{24—2}24—03 — 95 ,donc A c&.Leplantangenten A admet
2 A =(3,4,0) pour vecteur normal. Il s'écrit 3(r—4)+4(y—2)=0. Le plan tangent en
A apour équation 3r+4y—20=0,

La figure ci-dessous montre la sphere, le plan ‘P et le cercle de section de centre H et de rayon 4.
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- cercle de centre H, rayon 4

Point de méthode : tout probleme sphere-plan se ramene au triangle rectangle formé par le centre, son
projeté et un point du cercle.

Corrigé de I'exercice 17 : Ensembles de points définis par des

distances
—3 — e s s
1. On decompose MA MI—|—IA et MB MI+IB avec IB——IA Par bilinéarité,
—5

MA-MB = (MI+TA)-(MI-TA). Donc i B = MI2_1A2-



2. La condition équivauta MI=7d.0r I= {1,2,0} et ﬁ — (11_2]1} ,donc FA =8.
L'ensemble £ est la sphére de diameétre [AEB], de centre I(1,2,0) et de rayon 5.

3. Onécrit A7 A2— Af B2 = 0. On calcule séparément (;1:—2}2—;1:3 = —4 44, puis
y2—(y—4)2=8y—16, puis (z—1)?—(z4+1)*=—4z .Lasommevaut —4z+8y—4z—12
.L'ensemble &7 estle plan £—2%+2z+3=0 :c'est le plan médiateur de [AB]. |
passe bien par I ( 1-44-04-3=0) et admet E = (—2,4,~2) comme vecteur normal.

4. La condition MA =2MB équivauta AT A2— 45 B2, car les distances sont positives. On
développe :

MA? =224 y2422—45—22+5,
AMB? =42244y24422-32y+82+68.

La différence donne 3:1_:3—|—3y2 —|—32:2—|—4:t:—32y—|—1[]z—|—63 = 1. On divise par 3, puis on

compléte les carrés. Le centre est ﬂ(—%:%:—g) . Le carré du rayon vaut
W_ﬁl — W — % .L'ensemble £7 est la sphére de centre (—%:%:—g)
et de rayon %"'{E

Corrigé de I'exercice 18 : Systeme linéaire et positions de trois
plans

1. On développe selon la premiere ligne :

11 1
, 22 3|1=(2m—-9)—(m—6)+(3—4)=m—4.
2 3 m

Le déterminant vaut m—4 .

2. Si m?é 4 le systéme est de Cramer. On résout par combinaisons. La différence  Ln—1I
donne w+2z=1,donc y=1-2z  Alors Li donne z=1-y—z=2x. Enfin, Lg

devient 2z+3—6z+mz=a,soit (m—4)z=0—3 . L'unique solution est

. a—3 2(a—3)
r=z=__g4e¢€t y=1-——4

: les trois plans se coupent en un seul point.

3.Si m=4 et g =23, latroisieme équation est la somme des deux premiéres. Le systeme se
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réduita L et Lo, etlecalcul précédent donne = =2z, y=1-2z . Les solutions
forment la droite passant par (0,1,0) et dirigée par {1,—2,1) : les trois plans ont cette
droite en commun. On contréle que (1,1 1)A{1,2,3)=(1,-2,1).

4.5 m=4 et a# 3, léquation (m—4)z=a—-3 sécrit 0=a—3, ce quiest faux. Le
systéme n'a pas de solution. Pourtant, les vecteurs normaux (1,1,1), (1,2,3} et (2,3,4)
sont deux a deux non colinéaires : aucun couple de plans n'est parallele. Les plans se coupent donc
deux a deux selon trois droites. Ces droites sont toutes dirigées par {1,—2,1}, qui est orthogonal
aux trois normales (par exemple 2—6-44 =10 ). La configuration est celle d'un prisme : trois
droites paralleles, sans point commun aux trois plans.

Point de méthode : le déterminant décide seulement du cas « point unique » ; lorsqu'il est nul, il faut
encore tester la compatibilité.

Corrigé de I'exercice 19 : Perpendiculaire commune a deux

droites

1. Ona E:(L_QJD} et GAT=(1x 1-0x 1, 0x 0—1x 1, 1x 1-1x 0)=(1,-1,1). Le
produit mixte vaut (1,—1,1}-(1,—2,0) =3 . Il est non nul, donc les droites ne sont pas
coplanaires.

2. Ona P=(1+4t, 24, 0) et @=(2, 5, 5}, donc PO =(1-t, s—2—1t, s) - Les deux
conditions d'orthogonalité s'écrivent :

?@ﬁ =s5—2t—1=0
PQuv=25s—t—2=0

La premiére donne s =2¢-+1.0nreporte: 4i+2—ft—2=0,donc £=0 et 5=1.0n
obtient P(1,20), Q2L1), PG=(1,-11) et PQ=13.

3. Soit M = P4au sur D et N=Q+8% sur P’ .Alrs ﬁzj:l—@}+{ﬁ§_gﬁ}.
Le second vecteur est orthogonal a p_Q} , par construction. D'apres le théoréme de Pythagore,
MNZ= PQ3+|§ﬁ_gﬁ|g > PQQ .Donc P} =13 est la distance minimale entre
les deux droites.



4. Le plan JT contient A etil estdirigé par 7; et .l admet donc UMD = {1,—1,1} comme
vecteur normal. Son équation est £—y-+z=1-2+40, soit If:x—y+2+1=0. La distance de

B a T vaut w — /3 . De méme, la formule donne H — /3 . Les trois

V3 3

méthodes donnent la méme distance 3.

Comme le montre la figure ci-dessous, le segment [P ] est orthogonal aux deux droites, qui ne se
rencontrent pas.

— D:A+t(1,1,0)
— D' :B+5(0,1,1)

—— [PQ], PO =V3
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corriaé de I ice 20 : Fai e ol l l

droite

1. L'équation s'écrit  (A+2ujz+{A—wy+{u—A)z—A—5p =0 Son vecteur de coefficients est
AA1+puAy . Comme Ay et Ry sontlinéairement indépendants et (A7 (0,0}, ce vecteur
est non nul. C'est donc I'équation d'un plan. Par ailleurs, un point de 7 annule les deux
expressions, donc il annule aussi leur combinaison. Ainsi, & x est un plan contenant D .

2. Soit ©Q un plan contenant T, de vecteur normal 7. Alors 7 est orthogonal a la direction
W= {D,l,l} de 7 .Ll'orthogonal de 3 estun plan vectoriel, qui contient les vecteurs
indépendants 7 et Fg.Parsuite, 7 =AR;4uilg pouruncouple (A (0,0). Les plans
Q et @ u ontalors le méme vecteur normal et contiennent tous deux le point (2,—1,0) de
D . lls sont donc égaux.

3. L'origine appartienta &,y sietseulementsi —A—5u=0 .Onprend =—-let X=5.
L'équation devient 3x+40y—06z =0. Le plan cherché est = -+2y—2z =20, Contréle avec le
point (2,—14%,t) : 2-2+42¢{-2¢=0.

4. Le plan est paralléle 3 {Ox) si et seulement si son vecteur normal est orthogonal &  (1,0,0} ,
c'est-a-dire A+2u=0.0nprend A=2 et =-—1:onobtient 3y—3z4+3=0.Le plan
cherché est y—z+1=0,

5. Leplan £—%+42z=0 apour vecteur normal (1,—1,2} . La perpendicularité s'écrit
(A42p)—(A—p)+2(p—2)=0,s0it —2A+5u=0.0nprend X =5 et =2 :on
obtient 3x43y—3z—15=0Le plan cherché est 3x-+y—z—5=0 Contréle:
(3,1,-1)-(1,-1,2)=3-1-2=0.

Corrigé de l'exercice 21 : Probleme, étude d'un tétraedre
régulier

1. On calcule les six vecteurs arétes: A4 B — —2,2,0) - AC — (-2,0,2) A0 — (0,2,2)

BC = ([jj_g!g) ., B = {21[]!2:] et )= {gjgj[j:, . Chacun a deux coordonnées égales a
+ 2 et une nulle. Les six arétes mesurent /8 —2/2 : le tétraédre est régulier.

2. Lespoints A4, B, C vérifient z+y+z=2.Leplan (ABC) a pour équation



2+24+2-2]

T z—2=10.Ladist d t
+y+ a distance de 17 vau =

. Elle est égale a

She
fl%

3. Oncalcle ABAAC = (2x 2-0% 0, 0x (~D)—(~Dx 2, (~D)x 0-2x (~2) = (4,4,4)

L'aire vaut donc %x 443 = 23 . Le volume vaut ensuite %x 2W3x % = % . Par ailleurs, le

produit mixte vaut  (4,4,4)-(0,2,2)=16 , et %: % L'airede ABC vaut 23 etle
volume vaut % .

4. Oncalcule ABAAD = (2x 2-0x 2, 0x 0—(=2)x 2, (~2D)x 2-2x 0) = (4,4,—4). Un
vecteur normal est  (1,1,—1) ,et A donne I'équation £+y—z=2.0n controle avec B et
D : 042-0=2et 242-2=2.Donc (ABD):z+y—2z—2=0. Le systtme
s+y+z=2, z4+y—z=2 donne z=0 pardifférence, puis T+vy =2. L'intersection
est la droite (A B}, aréte commune aux deux faces.

5. L'angle entre les plans est celui de leurs vecteurs normaux, ramené a [D,%] . On obtient
g9 1+1-1 1

6. Les quatre points donnent un systeme linéaire en {c&,b,c,d} :

442a+d =0
44264+d=0
442¢4+d=0
124+2a42b+2c+d=0

—4—dq
2
12-12—3d+d=0,donc d=0,puis a=h=c=—2.Laspheére circonscrite a pour

équation z24y21zd 3x—2y—2z=0 :soncentreest (111 etson rayonvaut 3.

. La derniére devient

Les trois premieres équations donnent g =hH=¢c =

7. L'isobarycentre est G(g—'_DIG+2:G+21_D+2:D+GIE+E):{1!1,1 .Les faces (ACD) et

(BCD) ont pour équations &—y+z=2 et —z+y+z=2, comme on le vérifie sur leurs
sommets. Pour chacune des quatre faces, la valeur absolue du membre de gauche moins 2 vaut 1

w3y

en (& ,etlevecteur normal a pour norme 3. Le point (3 est donc a la distance % =

des quatre faces.

Point de méthode : dans un probleme de géométrie, contrélez chaque équation de plan sur les points
qui la définissent ; cela colte peu et évite les erreurs en chaine.
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Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L1

Le cours : géométrie du plan et de I'espace, cours de maths en L1

Les énoncés : exercices de maths en L1 sur géométrie du plan et de I'espace

A maitriser avant : Systémes linéaires et calcul matriciel, Nombres complexes et trigonométrie

Chapitre précédent : Déterminants

¢ Chapitre suivant : Probabilités sur un univers fini

¢ Tester vos connaissances : QCM de maths en L1 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de maths de L1 a L3
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