Exercices de maths en L2

Géométrie affine

Dans toute la fiche, R™ est muni de sa structure affine canonique et de son repére canonique. Sauf
mention contraire, les points sont repérés par leurs coordonnées dans ce repere. Pour trois points alignés,
AC

15 désigne le réel } tel que E — 3 ﬁ .

On considere la partie D de [R23 définie par le systeme

r+y—z=1
20 —y = 3

1. Montrer que P est un sous-espace affine dont on précisera la direction et la dimension.
2. En donner un point et une représentation paramétrique.
3. Le point M(l, -1, —ljl appartient-ila T ?

4. Déterminer l'intersection de 71> avec le plan d'équation z = (.

Exercice 2 : Plan passant par trois points

On donne les points  A(1,0,2), B(2,1,0) et C({0,1,1) de R3.
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1. Vérifierque A4, B, ( nesontpas alignés.

2. Déterminer une équation cartésienne duplan P = (ABC) .

3. Les points (4, —1,2) et F(1,1,1) appartiennent-lsa P ?

4. Déterminer l'intersection de 7P avec la droite passant par I'origine et dirigée par (1,1,1).

5. Donner une équation du plan parallele a 7 passant par I'origine.

Dans R4 ,onnote A = (1,0,0,0), u; = (1,1,0,0), uy = (0,,1,0), ug = (0,0,1,1) et
H = A + Vect{nug, uqg, ug).

1. Justifier que “H est un hyperplan affine.
2. Déterminer une équation cartésienne de H .
3. Lepoint (2,1,1,1) appartient-ila # ?

4. Soit A ladroite passant par B = (0,1, 0,0) et dirigée par €; = (1,0,0,0}. Montrer que
A coupe H enununique point, que I'on déterminera.

Dans [R3, on considére les droites



r=1+1 r =3 r =
Dl y:?t DQ y=4—|—3 Dg y=1+4u
2 =1—=t z=—1+s 2 = —24

avec t,5,u € R.

Montrer que 11 et D5 sont sécantes et donner leur point commun. Déterminer une équation

du plan qui les contient.

2. Montrer que 11 et D3 sont strictement paralléles. Déterminer une équation du plan qui les

contient.

3. Montrer que Py et D3 ne sont pas coplanaires.

Exercice 5 : Critere d'intersection en dimension 4

On note I:El, Eny Ex 64} la base canonique de R%, & l'origineet B = (1, 1,1 1}. On pose

P1 =0 + Vect(e, e,), Py = B+ Vect(eq,e; +e4), P3 =B+ Vect(ey,eq +e4).

1. Rappelerlecritere: A + F et B 4 se coupentsi et seulement si ABE cF4G-
2. Montrerque 71 et Pg se coupent en un unique point, que I'on déterminera.

3. Montrer que P71 et P13 sontdisjoints, sans étre paralléles.

4. Montrer que dans 2, deux plans affines non paralléles se coupent toujours selon une droite.
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Exercice 6 : Barycentre et coordonnées barycentriques

Dans le plan [R2, on considere les points  A.(1,2), B(3,-1), C(-2 4) et M(0,3), représentés
ci-dessous.

C(—2:4)
.M(O;B)

2 - A(l;2)

1. Justifier que (A, B, C') estun repére affine du plan.
2. Calculer les coordonnées du barycentre G de ({4, 2), (B, —1), (C, 3)).
3. Déterminer les coordonnées barycentriques de A4 dans le repere {A, B, C:l :

4. Le point M est-il a l'intérieur du triangle A B(C' 7 Justifier a l'aide de la question précédente.



Exercice 7 : Médianes d'un triangle et d'un tétraedre

. Soit A B(C untriangle et (3 sonisobarycentre.Onnote A/, B/, ' lesmilieux de

[BC], [CA], [AEB].Montrer que les trois médianes passent par G et que
—_ 9 _}.F
AG = EAA '

. Soit A BCI untétraedre de I'espace et (& l'isobarycentre de ses sommets. Montrer que les
trois segments qui joignent les milieux de deux arétes opposées ont tous pour milieu = .

. Soit G 4 le centre de gravité de laface BCD .Montrerque G € (AG 4) etque
AG = 1 AG 4. En déduire que les quatre droites joignant un sommet au centre de gravité de

la face opposée sont concourantes.

ABC un triangle non aplati. On définit les points

P =bar{(B,1),(C, =2)}, Q = bar{(C,2),(4,-3)}, R = bar{(4,3), (B, —-1)}

1. Justifier I'existence de ces trois points et préciser sur quelle droite se trouve chacun d'eux.

2. En vectorialisant en un point (& , exprimer op, (¢ et Op en fonction de GAE . OB
— v
ac

3. Montrer que R estle milieude [PQ].Endéduireque P, &, R sontalignés.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Pour chacune des applications suivantes, dire si elle est affine. Si oui, donner la matrice de sa partie
linéaire.

fl(.ﬂb‘,y):(g.ﬂ?—y—l—l}

Yy — 2,
3), fulz,y) = (zy, ).

1. Etudier le caractére affine de fl, fg, fg, f"—l .
2. Montrer que fl est bijective et déterminer fl_l . L'application fl a-t-elle des points fixes ?

3. L'application fB est-elle bijective ? Déterminer son image.

Dans le plan, on pose  A(0,0), B(1,0), €(0,1), A'(1,1), B/(3,2), ¢'(0,2).

1. Justifier qu'il existe une unique application affine f du plan telle que f(A) = Al
f(BY=8B e flC)=cC'.

2. Donner I'expression de  f{z, u).
3. Montrer que f admet un unique point fixe §2 etle calculer.
4. Déterminer I'image par | de la droite d'équation ¥ = &,

5. Par quel facteur f multiplie-t-elle l'aire d'un triangle ?



Exercice 11 : Composées d'homothéties et de translations

Dans le plan, on pose A(1,0) et B(0,1).Onnote AP, I'homothétie de centre P et de rapport
A

1. Montrer que hA, 20 hB, 3 est une homothétie ; préciser son rapport et son centre.
2. Déterminer h«A, 2% hE, 1/2 puis hE, 1/20© fhfl, 2. Ces deux applications sont-elles égales ?

3. Soient % un vecteuret A ?é 1. Montrer que ty © hﬂ, A est une homothétie dont on précisera
le rapport et le centre.

Exercice 12 : Projection, symétrie et affinité sur une droite

Dans le plan, on considére la droite D d'équation & + 1y = 2 etle vecteur u = (2,1}, comme sur
la figure.
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— DXty =2

. Vérifier que Vect(u) est un supplémentaire de la direction de D .
. Déterminer I'expression de la projection P sur D parallélementa Vect{u).

. En déduire I'expression de la symétrie 5 parrapporta T parallelement a Vect{u:l , et vérifier
que sos = id.

. Déterminer I'expression de I'affinité @ de base I, de direction Vect{w) et de rapport 3.

. Calculer p(@), s{O) et a{Q), ot O estlorigine.



Exercice 13 : Reconnaitre une projection et une symétrie

flo,y) = -y +1,
1)

gz, y) = (z — 2y + 2,

et
12 - y:l

On considere les applications du plan

1. Montrerque f o f = f.Endéduire lanaturede [ et préciser ses éléments caractéristiques.
2. Montrerque g © g = id . En déduire la nature de g et préciser ses éléments caractéristiques.

3. Vérifier que, pour tout point A, f(M) estle milieude [M g(M )], etinterpréter.

Exercice 14 : Composées de symétries centrales

Pourun point A ,onnote %4 lasymétrie centrale de centre A , c'est-a-dire A4, —1.

1. Montrerque =4 © B estla translation de vecteur 5 BAE .

2. Montrerque <4 © 55 © 5 est une symétrie centrale de centre 1 ,ou ABCD estun
parallélogramme (éventuellement aplati).

3. Soit 1 unvecteur. Montrer que =4 © Ty est une symétrie centrale et préciser son centre.
4, Soient [, J, A trois points du plan. Montrer qu'il existe un unique triangle A BC

éventuellement aplati, tel que I, J, K soient les milieux respectifs de [AB], [BC],
[CA]. Exprimer A enfonctionde I, J, K.

Exercice 15 : Théoreme de Thaleés et trapeze

1. Soit (@A B untriangle non aplati. Soient A’ € (OA) et B’ € (OB) distinctsde O , tels
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que (A’B’Y soitparalitled (AB).Alaide de 'homothétie h decentre (& quienvoie A
- c4’ _ cB’ ey Uy
sur A’ , montrerque A(B) = B’  puisque £ _ YE ot 4/p/ — Y4 4B,
( :l ol OB [y
— —
2. Réciprogquement, montrer que si 24 — 5% 4jors (A’ B’} estparalitled (AB).
8] OB
3. Soit ABCD untrapézetelque 45 — 3 D¢ - Ses diagonales (AC) et (BD) se
— 3—=
coupenten I .Montrerque AF§ — Z At

Exercice 16 : Ménélaiis dans un triangle

Soit ABC untriangle non aplati. Onnote [ le milieude [BC] et E lepointde [AC] tel
que AF — %E.La droite (IDE') coupe ({AB) enunpoint F .




1. Calculer ZE ot ZC€
Do E4
2. Al'aide du théoréme de Ménélais, calculer % En déduire que B est le milieude [AF].

3. Vérifier ce résultat en coordonnées avec A0, 0), B(4,0), C(1,3).

Exercice 17 : Céva et point de concours

Dans le plan, on pose  A(0,0), B(6,0), C(0,6), P = bar{(B,2),(C, 1} et
Q = bar{(C, 1), (4, 3)}.

1. Calculer les coordonnées de P etde &F.

P

2. Calculer == et
P

oI

3. Déterminer le point R de (ARB) tel que lesdroites (AP), (B@), (CR) soient
concourantes.

4. Déterminer leur point de concours (& et vérifier le résultat par le calcul.

Exercice 18 : Une isométrie affine du plan

Le plan est muni de sa structure euclidienne usuelle. On considere
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1. Montrer que [ est une isométrie affine.
2. Déterminer I'ensemble des points fixes de [ .
3. Montrerque f o f = id , puis identifier f précisément.

4. Soit v = (2,1).Montrerque g = f o %, n'aaucun point fixe. De quelle isométrie s'agit-il ?

Exercice 19 : Toute isométrie est affine

Soit [ un espace vectoriel euclidien, vu comme espace affine, et f : 2 — F une application telle
que |flx) — f(y)| = |1z —y| pourtous z,y € E . Onpose g(r) = flz)— f(0).

1. Montrer que g{(0) = 0, que |g(z) — g(v)| = |z — y| etque |g(x)] = 1=1.
2. Montrer que { g{z), g{v)) = {z, ¥ ) pourtous T, ¥ .

3. En développant |g(A x +y) — Az g(x) — g{y}|2 , montrer que ¢ est linéaire.
4. En déduire que [ est une application affine bijective a partie linéaire orthogonale.

5. On munit [R2 de la norme |($, y}lm = ma,}:{|:l:|, Iyl} . Montrer que I'application

i — {t, sin t} de [ dans [RZ conserve les distances sans étre affine. Quelle étape de la
démonstration utilise le caractere euclidien de la norme ?



Exercice 20 : Théoreme de Desargues affine

Soient ABC et A’B’¢! deuxtriangles non aplatis du plan, & sommets deux a deux distincts, tels
que (AB)||(A'BNYet (BC)| (B'CH.

1. On suppose que les droites (AA’), (BB'), (CC’) sontconcourantes en un point
situé hors des droites (A B), (BC), (CA) et distinct des six sommets. Montrer que
(AC) || (a’ch).

2. On suppose maintenant que (A A"}, (BB}, (CC') sont paralldles et distinctes. Montrer
encore que (AC) || (4'C’).

Exercice 21 : Théoreme de Pappus affine

Soient T et ' deux droites du plan sécantesen (& .Soient A, B, C trois pointsde D et
A’ B/ ' trois points de P’ , tous distincts de & . Onsuppose (AB') || (BA') et
(BC) | CB').

1. Montrer qu'il existe une homothétie h1 de centre & telleque hi(d) = B et
hlliB';:l = A,

2. Montrer de méme qu'il existe une homothétie A7y de centre (& telle que hg{B} = C et
hglicf:l = B,

3. Montrer que hj o hg = hgohy.

4. En déduire que {AC’} I {CA’} .

Exercice 22 : Probleme : étude complete d'une affinité du plan
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f{:ﬂ! :': {_25_3y+3

1Y)
déquation = +y = 1 etlevecteur u = (1,0} .

On considére l'application f du plan définie par ' ladroite D

1. Montrer que | est affine et bijective. Donner la matrice de sa partie linéaire .
2. Déterminer I'ensemble des points fixes de f .
3. Déterminer ker(p + 21d) et vérifier que R2 = B @ Vect(w)

4. Déterminer la projection P sur D parallelement a Vect{u}.Montrer que | estI'affinité de
base D, dedirection Vect{w) et derapport —2.

5. Soit 5 la symétrie par rapporta I parallelement a Vect(u}.CaIculer f o s etreconnaitre
cette application.

6. Plus généralement, soit % I'affinité de base P, de direction Vect{u} et de rapport % .
Montrer que %g © Gy = ... En déduire I'expression de fﬂ pour 1 £ IN.

7. Déterminer I'image par f ducarré K desommets &{0,0), I(1,0), L{1,1), J({0,1),

ainsi que son aire.

8. Déterminer l'image par Jf deladroite A d'équation ¥ = 2z, et vérifier qu'elle passe par le
point . AMI.

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.


https://mathovore.fr/geometrie-affine-corrige-exercices-maths-l2

Pour aller plus loin en L2

e Le cours : géométrie affine, cours de maths en L2

A maitriser avant : Produit scalaire et espaces euclidiens

Chapitre précédent : Variables aléatoires a densité

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3
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