Corrigés des exercices de maths en L2

Géomeétrie affine

Corrigé de I'exercice 1 : Un sous-espace affine défini par des

équations

1. Le systeme est compatible si I'on trouve une solution. Pour = = (J, la seconde équation donne
y = —3 , puislapremiéredonne z = £ +y —1 = —4 Ansi, A{0,-3,-4) € D.
L'ensemble des solutions d'un systeme linéaire compatible est un sous-espace affine. Sa direction
est I'ensemble des solutions du systéme homogéne = 4+ vy —z = 0, 2z —y = 0.0n
obtient ¥ = 2x puis 2 = = +y = 3z . Donc la direction est Vect((1,2,3)). D est
une droite affine de direction Vect((1, 2, 3)) .

2. Unpointest A(0, —3, —4) . Par conséquent, une représentation paramétrique est
'::E! Y, z:' = l:t!
]_3 + Et] ] t E [E .
,—4 + 3t)

3. On vérifie les deux équations: 1+ (-1)— (-1} =1et 241 =3.Donc M € D ;il
correspond au parametre t = 1.

4. Le point de paramétre i estdansle plan z = 0 sietseulementsi —4 4 31 = 0, soit

v . . 4 1
pA— E: .Ontrouve y = —3 -|-% = —% . L'intersection est le point (§: -3 D) . On

3
sle: 2 _1 _ B, 1 _
controle : 3—3—|;j_1et3-|-3_3.

Corrigé de I'exercice 2 : Plan passant par trois points

1.Ona AP — (1,1, —2) et Ac — (—1,1, —1). S'ils étaient colinéaires, les premiéres
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coordonnées imposeraient Af_’f* — —AB> . Or les deuxiemes coordonnées valent 1 et 1, et
non 1 et —1.Les points ne sont donc pas alignés.

2. Le point Mz, y, 2) estdans P siet seulement si det{Aﬂfi Aﬁ, A{%*:, — .En
développant selon la premiere colonne A A — ,:3; — 1Ly, z— g:, , les cofacteurs forment le

vecteur

ABAAC = (1-(=1) = (=2) -1,

(=2)(=1) = 1-(=1),
1-1—-1-(=1))=(1,3,2)

L'équation s'écritdonc  {(z — 1) 4+ 3y + 2(z — 2) = 0 . Une équation de 7 est
43y + 2z =5.0ncontréleavec B : 24+3+0 =25, etavec C :
04+3+2=5.

3. Pour I},ontrouve 4 -3 +4+4 =5: D& P.Pour E,ontrouve
1+3+2=6+£5: E¢P.

4. Les points de la droite sont l:t, i, t} .llssontdans P sietseulementsi &f = 5.

. : - o o 5
L'intersection est le point (6’ &’ 6)'

5. Unplan parallelea 7 ala méme direction, donc une équation x + 3y + 2z = b . L'origine
impose h = 0 . Le plan cherché a pour équation = 4 3y 42z =0,

Corrigé de I'exercice 3 : Un hyperplan affine en dimension 4

1. Supposons @ty + bty +cug = 0 Cevecteurvaut (a@,a + 86,64 ¢,c).Donc a =0
,puis b = 0 ,puis ¢ = 0. Lafamille est libre, et sa direction est de dimension 3 = 4 — 1.
‘H est un hyperplan affine.

2. Oncherche (a,b,c,d) nonnultel que ax + by + cz + dw = 0 s'annule sur Uy, Ug, Uz,
Celadonne a+b =0, b+c=0cet c+d=0.Ansi, (a,bc,d)=(1-11 -1
convient. Ensuite, le point .4 donne le second membre 1 .Une équationde 7 est

r—y+z—w=1,



3. Oncalcule 2—1+4+1—-1=1.Lepoint (2,1 1,1) appartienta % .

4. Le vecteur €1 n'est pas dans ';_}{ ,car 1—-040-0=1 ?é 0 . Par conséquent,
?_}{ & Ve.:t{el} — R*% et le critere d'intersection assure un point commun unigque. Les points de
A sont (A;1,0,0). L'équationdonne X —1 = 1,s0it X = 2.
AnH ={(2100}.

Corrigé de l'exercice 4 : Positions relatives de trois droites de
I'espace

1. Unpointcommuna D1 et Dqy vérifie 1+t =3, 2t =4 +set 1—t=-1+s5.la
premiére équation donne ¢ = 2 ,la deuxieme s = (] . La troisieme est alors vérifiée :
—1 = —1. Les droites sont sécantes en (3,4, —1). Le plan qui les contient est dirigé par
(21_(_1:'11
(1,2, -1) et (0,1,1}. Leur produit vectoriel vaut ,(—1}-0 —1-1, . Avec le point
1-1-2-0) = (3, -1, 1)
(1,0,1), onobtientleplan 3z —y +2z = 4. Oncontrole: 9 —4 —1 = 4.

2. Ladirectionde D3 est (2,4, —2) = 2(1, 2, —1}. Les deux droites sont donc paralléles. De
plus, le point (0,1,0) de D3 n'estpassur D1 : 1+t = 0 impose t = —1, puis
y = —2 ?‘é 1. Les droites sont strictement paralléles. Le plan qui les contient est dirigé par
(1,2, -1) etpar (0,1,0) —(1,0,1) = (-1, 1, —1). Le produit vectoriel de ces deux vecteurs
vaut (-1, 2, 3). Avecle point (0,1, 0}, on obtient le plan —z + 27 + 3z = 2. On contréle
avec (1,0,1): -140+3=2.

3. Lesdirections (0,1,1) et (1,2, —1) ne sont pas colinéaires. Si Dg et D3 étaient
coplanaires, elles seraient donc sécantes. Or un point commun vérifierait 3 = 2u,

d4+s=14+4du et =145 = —2%.0ntrouve 1 = % puis s = 3. La troisieme
équation devient 2 = —3, ce qui est faux. Les droites D5 et 3 ne sont pas
coplanaires.

Point de méthode : dans I'espace, deux droites de directions non colinéaires sont soit sécantes, soit non
coplanaires ; un seul systeme suffit a trancher.
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Corrigé de I'exercice 5 : Critere d'intersection en dimension 4

1. Si ¢ estcommun, alors AB} — A{%—FCB) avec E c fet % G-
Réciproquement, si ABE —nytyave ueF, veG,aos C=A4+u=58-v
est commun. Le critére est établi.

2. Posons F' = Vect(e}, ) et G = Vect{eg,e; +e,). Lasomme F + G contient
Cpfpliet g4 = ':5’1 + 64} — ey :c'est R% . Lesplans se coupent donc. De plus,
dim{F N G) = 242 —4 = 0, donc I'intersection est un point. On résout
ae +bey=B+ceg+dle;+ey), st (@500 =(1+d11+c1+d).0n

obtient d = -1, c=—-1, b=1let a =0. PiNPy=1{(010,0)}.

3. Ici, £+ VECt(E‘l, en + 83} = Vect{el, €n, 83} or OB — (1,1,1,1) aune quatrieme
coordonnée non nulle : il n'est pas dans cette somme. Les plans sont donc disjoints. En revanche,
En + Eq ¢ F', donc les directions sont différentes. 71 et ¥3 sont disjoints sans étre
paralléles. Ce phénomeéne n'existe pas pour deux plans de R3.

4. Soient deux plans de [R?2 de directions F f,é (G , de dimension 2. Alors F' 4 (F contient
strictement ', donc dim{F —+ G} =3Jet F4+G = R3. D'apreés le critére, les plans se
coupent. Enfin, dim(F N G) = 242 —3 = 1. L'intersection est une droite de direction

FNna.

Corrigé de I'exercice 6 : Barycentre et coordonnées

barycentriques

1. Ona E = (2,-3) et E = (-3, 9), de déterminant 2 -2 — (—3)(-3) = -5 ?é 0.
Ces vecteurs forment une base. (A, B, C') est un repére affine.

24 — B 4 3C = (2—3—6,
2. Lasommedespoidsvaut 2 —1+3 =4=0.0na

?;I - F 4 +1412) = (-717)
G:(_E]E).

3. Oncherche @ +b4+¢c =1avec ad +bB 4+ cC = M .Enremplacant g = 1 —-b —¢,
on obtient

. Donc



14 2b — 3¢
2 —3b 4+ 2¢

% soit{ b

Jc—1 9c — 2

La premiére ligne donne § = =5 En reportant, -5 4+ 2c = 1,donc —hbe = -1
et ¢ = % . Ensuite 5 = —% et a = 1 .Les coordonnées barycentriques de 7 sont
_3_2
(1, —%: %) .On controle: A — %B + %C = 51 54 = (0,3).
2+5+5

4. Le triangle plein est I'ensemble des barycentres a poids positifs. Or la coordonnée relativea B est
négative. Le point A4 est hors du triangle, et méme de I'autre coté de I:AC:I par rapport a
B, comme sur la figure de I'énoncé.

Corrigé de I'exercice 7 : Médianes d'un triangle et d'un

tétraedre

1. ona G = bar{(A,1), (B, 1), (C, 1)} . Par associativité, on remplace (B, 1}, (C, 1) par
(A’ 2).ponc G = bar[{A, 1), (A, 2}} ,ce quidonne Ay — %AA’- Ainsi G estsur

la médiane {AA’} . Le méme argument vaut pour £ et (' .Les trois médianes
concourent en {7, situé aux deux tiers de chacune a partir du sommet.

2. Soient I et J les milieux des arétes opposées [AB] et [CI}. Parassociativité,
G = bar{(1,2),{[J,2)} : cestle milieude [IJ].On procéde de méme avec les couples
([AC], [BD]) et ([AD],[BC]). Les trois segments ont le méme milieu G .

3.0na Gg = bar{(B,1),(C, 1), (D, 1)} .Parassociativité, G = bar{(A4,1), (Ga,3}},
d'ou E — %AGA .En particulier, G € {AG 4) . Le raisonnement s'applique a chaque

sommet. Les quatre droites concourent en l'isobarycentre (5.
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barycentres

1. Lessommes de poidsvalent 1 -2 = -1, 2—-3 = —1 et 3 —1 = 2. Elles sont non
nulles, donc les trois barycentres existent. De plus, un barycentre de deux points est sur la droite

qui les joint. Ainsi P € (BC), @ € (CA) et R € (AB).

2. Par définition, OP — 1({}3 — j{j{_’:) On obtient de méme les deux autres :

OP =200 — OB, 0G = 304 — 200, OF = 304-08.

Ce sont les expressions demandées.

3. En ajoutant Ies deux premleres les termes en {}G s'éliminent :

GP + GQ — BGA GB — EGR Donc R estl'isobarycentrede P et €. Ainsi,
R estlemilieude [P{],et P, @, R sontalignés. La figure ci-dessous illustre la
configuration avec A(0,0), B(2,0), C(1,15).




R, milieu de [PQ]

Point de méthode : on cherche une combinaison des relations qui élimine un sommet ; la relation
restante donne directement I'alignement.

Corrigé de I'exercice 9 : Reconnaitre une application affine

1. D'abord, fl(dt?, ) = (22 —y, z) + (1, 3) : c'est une application linéaire suivie d'une

translation. fl est affine, de matrice linéaire ([Haa@r?] ?‘gf[j_l ) . Ensuite, fg ne

conserve pas les milieux. En effet, le milieude {—1,0) et (1,0) est (0,0}, dimage (0,0).
Or les images valent toutes deux (1, 0) , de milieu (1,0) . [ n'est pas affine. Puis
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fale vy, 2) = (=t b 10
-z, . fg est affine, de matrice linéaire . -1 . Enfin, pour
0) +(1,0,3) 0 0 0

fq . lemiieude (0,0) et (2,2) est (1,1),dimage (1,1).Pourtantlesimages (0, 0)
et (4,2) ontpourmilieu (2,1). f4 n'est pas affine.

2. Le déterminant de la partie linéaire vaut 2 -0 — (1) -1 = 15£ 0, donc [ est bijective. On
résout 4 = 2r —y +1let w =2+ 3.Onobtient £ = v — 3 puis

fl_l{u: ﬂ:' — '&" -3

y=2r4+1—-—u=2v—1u—5.Donc * . Un point fixe vérifierait

—U + 2u —5)
r—y=-let v +3 =1y,s0it T —vy = —3.Cestcontradictoire. fl n'a aucun
point fixe. Ceci est cohérent : le polynéme caractéristique (X — 1)2 montre que 1 est valeur

propre.

3. La derniere ligne de la matrice est nulle, donc la partie linéaire n'est pas bijective. fg n'est pas
bijective. L'image de la partie linéaire est engendrée par les colonnes (1,0, 0}, (1,1, 0},
(0, —1,0) : c'estleplan z = 0 .L'image de fg est donc le plan affine
(1,0,3) + Vect(ey, e5), d'équation » = 3 .

Corrigé de I'exercice 10 : Application affine définie par trois
points

1. Une application affine est déterminée par I'image de .4 et par sa partie linéaire %. Or

—> 3 —>
(AB, E) est une base. Il existe donc une unique % linéaire telle que @(AB) = Al gl et

@{E} — A/’ Lapplication (A1) = A’ 4 (A M) estI'unique solution.

—_— —_— Lo
2.0na A/p! — {2! 1} et A4l — l:—l, 1:] . Ainsi I: :l I:
fﬂ?,y - 1+2$_y:
= z(2,1 -1, 1) = (2% — .D .
ez, y) = 2(2,) +y(-1,1) = @2 -y, +y). Donc 1454y)
L 1l & -1 _ . .
3. Ona det(p —id) = |[\aay?] 1%0 | = l?é 0. Ainsi, 1 n'est pas valeur propre de @ et
f aununique point fixe. Onrésout 1 +2xr —y = r et 14+ + vy = v.Laseconde

donne = = —1, puisla premiére ¥ = 0. Le point fixe est {2{—1,0).

4. Lepoint (%, £) apourimage {1+ %1+ 2¢). Enposant X = 1+ t,ona
Y =142(X —1) = 2X —1.L'image est la droite d'équation v = 2z —1,



5. Les aires sont multipliées par |det ¢p| = |2 -1 — (=1} - 1|. Le facteur vaut 3.

Corrigé de I'exercice 11 : Composées d'homothéties et de
translations

1. On vectorialise a l'origine. Ona AR, 3(M) = B 4+ 3(M — B), puis
haolhB 3(M))=A+2(B+3M —-3B—A)=6M — A—4B.

La partie linéaire est & id. C'est donc une homothétie de rapport 6. Son centre vérifie
60 - A—4B = 0,st g = 2128

14
o(5¢)

2. Dunepart, hy a(hp 1/2(M)) = A —|—2(B—|—%{M ~-B)-A)=M4+B-A.
Dautre part, hp 1/9(ha,2(M)) = B —|—%(A +2(M - A)-B) = M —|—%(B — A).

—> —>
Ce sont les translations de vecteurs 4 B — {_1! 1:, et %AB : elles sont différentes.

. C'est I'nomothétie de rapport 6 et de centre

La composition n'est donc pas commutative.

3.0na tyoha AM) = A+ XM — A)+ u . Lapartie linéaire vaut % id avec A 1
: c'est une homothétie de rapport } . Son centre vérifie 2 = A + A2 — A) 4 u, soit
(1-X){?—A) = u.Lecentreest {2 = A +ﬁ“'

Corrigé de I'exercice 12 : Projection, symétrie et affinité sur

une droite

1. La directionde D est la droite vectorielle = + % = 0, engendrée par {1, —1).0r
det((1, 1), (2,1)) = 1 +2 = 35 0. Les deux droites vectorielles sont
supplémentaires.
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2. Le projeté de Mz, y) sécrit M +tu = (xr + 2¢,y +1),avec £ tel que ce point soit
sur P .Onobtient = 4+ vy 43t = 2, s0it § = H—_y Par conséquent,

3

r—2y+4

3 1

p(zy) =\ _, 9y 42
3

Voila I'expression de la projection. On contréle que  p(2, 0) = (2, 0}, comme attendu pour
un pointde .

3. Lepoint p(M) estlemilieude [M s(M )|, donc s(M) = 2p(M) — M . Ainsi,

—z -4y + 8
_ 3
3($"y)_ 2z +y+4
’ 3

Sa partie linéaire a pour matrice §' = 7 :% If et 52 = l([ﬂfaﬁa"] g g a !}) = Ig.

De plus, s(0,0) = (g 3) et 3(2 ‘%) ( B — éﬁ +24 —16 —|— 44+ 12) ©0,0).

L'application affine s @ 5 a pour partie linéaire g et fixe I'origine. Donc sos =1d .

4. 0na a(M) = p(M) + 3(M — p(M)) = 3M — 2p(M). Le calcul donne

7.13—|—4y—8}
_ 3
G P
3

C'est I'expression de I'affinité de rapport 3. On vérifie que a(2,0) = (2,0} .

4 3 4 B 4 ,

5. Les formules donnent  p(Q) = ( ) s(a) = (3 E) et a(0) = (_E’ —§).Ces trois

points sont sur la droite & + Vect(u), comme le montre la figure ci-dessous pour p(Q) et
s(Q) .



— DiX+ty=2

0 ®
M=o0
_l—
~1 0 1 2 3 4

Corrigé de I'exercice 13 : Reconnaitre une projection et une
symétrie

ffloy) = fle -y +1L,1) = ((£_y+1}_1+1’.Donc Fof=Fet
11) = ':33_3[4‘1,1:'

f est une projection. Sa base est I'ensemble des points fixes: = —y +1 =z et 1 =1y,
soit la droite % = 1. Sa direction est le noyau de la partie linéaire (z, y) — (z — v, 0),
c'est-a-dire Vect({l, 1}) { est la projection sur la droite % = 1 parallelement a

Vect((1, 1)) .

1. On calcule

9(ole,y) =gz -2y +2,2-y) =z -2y +2-2Q2—y) +2

2-2-y) = ()
est une symétrie. Ses points fixes vérifient —2y 4+ 2 =0 et 2 —y = ¥ : c'est la droite

y = 1.Sadirectionest ker(g +id),ou § +id a pour matrice ([‘maa}r?] g g D_E ) :

2. On calcule .Donc 4

g est la symétrie par rapport a la droite v = 1 parallélement a Veu:t((l, 1}) .

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

. dr—dy+d y+2—
3. Le milieude [M g(M)] vaut ( £ Ey ¥ > y) =z -y+1,1) = f(M)
Ainsi g = 2f —1d : g estla symétrie associée a la projection f, avec les mémes base
et direction.

Corrigé de l'exercice 14 : Composées de symétries centrales

1. On vectorialise en un point & et on identifie les points a leurs vecteurs. Alors
s4(M) = 24 — M . Par conséquent,
splsg(M)) = 24 - (2B - M) = M +2(A — B) . C'est la translation de vecteur

—
2BA -
2. Oncalcule sy 0s5gos~(M) = M1 +2(A—B) avec M; = 2C — M On obtient

2(A — B + C) — M . C'est la symétrie centralede centre D = A — B+ C .0r
N — A = — B signifie E _ ﬁ . A BCT) estun parallélogramme.

3.0na $,(ty(M)) =24 — (M 4 u) = E(A — %) — M . C'est la symétrie centrale de

centre A — %u .

4. Les conditions s'écrivent B = s;(A), C = s5;(B) et A = 5;-(C) . Elles équivalent &
B =35;(A), C=s5;(B)et spos;os;(A) = A or dapresla question 2,
S @57 955 estlasymétriede centre K — J -+ I . Son unique point fixe est ce centre.
Donc A =Ff—-—J+ K , pus B=2f —-A=71+J—-K et
C=2J-B=J+4+K —71 .0Onvérifeque 2K —C =T —-J+H = A . Le
triangle existe et est unique,avec 4 = f —J 4+ A .

Corrigé de I'exercice 15 : Théoreme de Thales et trapeze

1. Soit k le réel tel que oAl — E@GA} :il est non nul car A/ ?‘é . L'nomothétie
h = hG,k envoie A sur A’ . Elletransforme la droite (A B) en la droite paralléle
passant par 4/ , c'est-a-dire {AIB’} . Elle conserve aussi la droite (GB:I , QUi passe par son



centre. Donc  A(B) € (OB) N (A’B’). Ces deux droites ne sont pas paralléles, sinon (OB)
serait parallele a {AB} et le triangle serait aplati. Leur unique point commun est B’/ . Donc

_ ! N T — —_—

. Si les deux rapports valent k , alors A’B? _ GB? _ GA? _ k(@ _ ﬁ) _ R:E :
Les droites (A’B’) et (AB) sont donc paralléles.

. Lespoints F, ', A sontalignéset I ?é C'.Soit A I'nomothétie de centre I telle que
h(C) = A, derapport k.Elleenvoie (CD) surlaparallélead (CID) passantpar A, qui
est (AB).Elle conserve ladroite (ID) = (BD).Donc A(D) € (AB)N (BD) =
Par suite, E — ;Qﬁ — —ﬁcﬁ . Or E — 3ﬁ,donc k = —3 . Ainsi
. —_—
ﬁ _ _3E,50|t 4& _ ﬁ +3ﬁ.0n conclut que ﬂ — %A{:.

Corrigé de I'exercice 16 : Ménélaus dans un triangle

1. Comme D estlemiieude [BC], DB — _ D¢ donc

S{E

— —1 . Ensuite,

Q\#

5 _ 1 T 2,2 EC _ 1

2. Lespoints I}, F, F' sontalignés et distincts des sommets. Le théoreme de Ménélalis donne

(—1) - ( —) F_‘;_l Donc %:2 Ansi FA — oF @, Clest-a-dire
A—F =2B—-2F,soit F =2B—A.Lepoint B estdonclemilieude [AF].

3. On trouve D(%: %) et E(%: 2) Lepoint F = 2B — A vaut (8 0).0na
ED — (4, 1L TE — (22 — AED - iané
=% —5) et EFR = ok —2] = 4FE71) . Les points FE, I}, F' sontalignés

et F estbiensur (A B), comme le confirme la figure.
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N

AB BF = AB

Corrigé de I'exercice 17 : Céva et point de concours

1. Ona P:EB+C:(1212) et Q:G—i_BADOHC P{&,E}l et Q(DJ%).

2. La définition de P donne @ 4 ﬁ — (. d'ou % = —% . De méme,
— —> L. @l
QC +3QA =0, dou 52—3-

3. Les droites (A P) et (BQ) ne sont pas paralléles, donc les trois droites ne peuvent qu'étre

s - Lo 1 R4 : 3
concourantes. D'apres le théoreme de Céva, il faut (_3){_3}ﬁ = —1,soit = -3

Ainsi 3ﬁ + ER_B} — p.et B =bar{(A,3),(B,2)}. bonc R(]'E—EJ []).

| [
ol

4. Le point de concours est G = bar{ (4, 3), (B, 2), (C, 1)} . En effet, l'associativité place G
sur (AP), (BQ) et (CR).Oncalcule G = 3A+TIBFC _ (E: E) .Donc G{2,1}.

6 66
vérifions : (AP) apour équation y = 7, qui contient (2,1). Ensuite, (BQ) a pour
équation = +4y =6 ,et 2+ 4 = 6 .Enfin, (CH) apouréquation 5z + 2y = 12, et
1042 =12,



Corrigé de I'exercice 18 : Une isométrie affine du plan

1. L'application est affine, de partie linéaire de matrice .5 = _([l"-,laaj.i" ] i if: 4_3) . Ses colonnes
sont de norme /9 '5|' 16 — 1 etorthogonales, car % = [).Donc S estorthogonale, de
déterminant % — —1. [ estune isométrie affine.

2. Les points fixes vérifient 3z + 4y + 5 = br et 4z — 3y — 10 = By . Autrement dit,
—2z +4y = —5 et 4x — 8y = 10. Ces deux équations sont proportionnelles. L'ensemble
des points fixes est la droite A d'équation Zr —4y = 5,

3.0na 52 = 25([13,@7] 35&&2g5) = Iy .Deplus, f{0,0) = (1, -2) et
f(L,-2) = ( +1, 2 + 6 ) = (0,0) . Ainsi, f o f apour partie linéaire Ty et
fixe l'origine: fof = 1d. Donc f estune symétrie de base A . Sa direction est
ker(S + Iy), donnée par 8z + 4y = 0, soit Vect((1, —2)).0or (1, —2) est
orthogonal au vecteur directeur (2,1) de A . f estlaréflexiond'axe A:2r —4y =5,

3r + 4y

+ 3
4. 0na glz,y) = fle+2,y+1) = ‘HE’_ 3y | . Un point fixe vérifierait
! 5 -
-2z +4y = —15 et 4z — 8y = 5, s0it —3x + 4y = —% . C'est contradictoire. g

b+ 4! B—3
5 5
directeurde A . g estla symétrie glissée d'axe A et de vecteur v = (2,1).

n'a aucun point fixe. De plus, Su = ( ) — y,donc g =1t 0 f avec

Corrigé de I'exercice 19 : Toute isométrie est affine

1. D'abord, g{0) = f(0) — f(0) = 0 .Ensuite, g{z) — g(y) = flz) — f{y), donc
|g(z) — g(y)| = |z — y| . Enfin,avec y = 0, onobtient |g{z}| = 171,

2. On développe Igiaf} g(y)* = |-_-if(:1?}|2 2( 9(), 9(4) ) + |9(¥)|* - De meme,

|z — y| = 1z — 2( T,y > + |y| . Les normes étant égales terme a terme,

(9{$),9(y)>=<ﬂ:,y>-
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3. Posons z = A £ 4+ ¥ .On développe :

l9(2) = A g(z) — g(w)|* = [9(2)* + A% |g(@)|* + |g()|* = 2X (g(2), 9(z) ) — 2( g(2), g(u) ) + 2X { g(w), 3(v) ).

D'apres la question 2, chaque terme reste le méme si I'on enleve &' Le résultat vaut donc
|z — Az — y|2 = 0.Ainsi glAz+vy) = Aglx)+gly): 7 estlinéaire.

4. L'application & est linéaire et conserve la norme : elle est orthogonale, donc injective. En
dimension finie, elle est bijective. Enfin, f{z) = f({0) + glx). [ est affine bijective, de
partie linéaire orthogonale ¢.

5. Pour 5,1t réels, 'inégalité des accroissements finis donne |sin ¢ — sin 5| < |t — 5|. Donc
max(|t — s, [sin £ — sin s|) = |t — 5| : les distances sont conservées. Cependant, I'image

d'une application affine définie sur R est une droite ou un point. Or {0, 0} , (%! 1) et (m0)
ne sont pas alignés. L'application n'est pas affine. L'étape qui échoue est la question 2 : la
polarisation exige une norme issue d'un produit scalaire.

Corrigé de I'exercice 20 : Théoreme de Desargues affine

1. Lespoints ¢, A, A’ sontalignéset O ?é A |l existe donc une homothétie / de centre
O telleque h{A) = A’ .Elleenvoie (AB) surlaparaliéled (AB) passantpar A/,
cest-a-dire (A’B’) . Elle conserve la droite (OB) = (BB'). Ainsi
h(B) € (BB"Yn (A’ B") . Ces droites ne sont pas paralléles : sinon (QB) serait paralléle
a {AB) et, passant par B, lui serait égale, ce qui mettrait (2 sur {AB). Leur point
communest B, donc A{B) = B’ Enremplacant A par B et B par C,le méme
raisonnement donne  A(C') = C' . Par conséquent, h envoie (AC) sur (A’'C’).une
homothétie transforme une droite en une droite paralléle, donc (AC) || (A'C").

2. Soit 1t latranslation de vecteur E Elle envoie (AB) sur (A’B’) . Ensuite, £(B) est
sur la paralléle 3 I:AA';:I passant par B, c'est-a-dire {BB';} . Or I:BB’} n'est pas paralléle
4 (A’B") . sinon, elle serait égale 3 (AB), et (AA’) et (BB') seraient deux paralléles
passant par A , donc confondues. Ainsi t(B) = B’ et de méme tHC) = ¢ . Donc
(A'C’y = {(AC)) estparallelea (AC).

Point de méthode : pour montrer un parallélisme dans une configuration a deux triangles, on cherche
une homothétie ou une translation qui envoie I'un sur l'autre.



Corrigé de I'exercice 21 : Théoreme de Pappus affine

1. Lespoints &, A, B sontsur D et A ?‘é (. Soit A7 I'nomothétie de centre (O telle
que A1(A) = B ;son rapport est non nul car B ?é O . Elle envoie (AB') surla paralléle
passant par B, qui est {BA’} par hypothése. Elle conserve P’ , qui passe par (2 . Donc

hi(B') € D' n(BA").or B¢ D', donc cette intersection est réduite a {4’} . Ainsi
hlliB';:l = A,

2. De méme, 'homothétie Ay de centre O telle que Ap(B) = C envoie (BC) surla
paralléle passant par (', qui est {CB’} . Elle conserve ' . Donc hg(f_’f*’) = B,

3.Si A1 = ho, ket Ay = ARG, m , alors

hiohy(M) = O+ km OM = hg o hi(M). Deux homothéties de méme centre
commutent.

4. Posons h = hjohy.Dunepart, A(C') = h1(B’) = A’ . Dautre part,

h(A) = ho(h1(A)) = hy(B) = C . L'homothétie h envoie donc la droite (AC") surla
droite (C A”Y, quilui est paralléle. On conclut que (AC') || (CA').

Corrigé de I'exercice 22 : Probleme : étude complete d'une

affinité du plan

1. ona flz,y) = (—22 —3vy,y) 4 (3,0) . f est affine, de partie linéaire de matrice

([‘-@,rj,r?] a%{gfl_B ) de déterminant —2 7/: 0 . Elle est donc bijective.

2. Les points fixes vérifient —2x — 3y 4+ 3 = x,soit 3z + 3y = 3 . La seconde coordonnée
donne ¥ = Y. L'ensemble des points fixes estladroite D:r +vy =1,

3. Lamatricede ¢ + 21d est ([Haa;r?] 8 g 373 ) . Son noyau est définipar ¥ = U . Donc
ker(p + 21d) = Vect{u). La directionde D est Vect((1, 1)) , et
det((1, 1), (1,0) = 15 0. Ainsi R2 = B @ Vect()-

4. Le projeté de Mz, v) est (z +t,y) avec £ +£t4+ 1y = 1.Donc
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plz,y) = (1 -y, y).O0n calcule alors
p(M)—=2(M —p(M))=(1—-y—2(z —1+y),
y) = (—2¢ — 3y + 3,
) = f(M).

Ainsi, f est l'affinité de base T, de direction Vect(u) et de rapport —2 .

.Ona s(M) = 2p(M)— M = (2 -z — 2y, y). Par conséquent,

fls(z, ) = (-2(2 — = — 2y) — 3y + 3,
y) =2z +y—1,
Y)-

Or I'affinité de rapport 2 vaut
p(M) +2(M —p(M) = 1 -y +2( -1+y),y) = 22 +y —1,y). Donc
f o s estl'affinité de base D, de direction Vect(u) et de rapport 2.

. Le point @y (M) estsur p(M) + Vect{u), quicoupe D en p(M) .Donc

plap (M) = p(M). Il vient

ag(am(M) = p(M) + Flam (D) - p(M)) = p(M) + km(M — p(M). Ainsi
G O Oyy = G, Parrécurrence, = G(_Ejn . De plus,

ap(r,y) = (ke + (k - Dy +1 -k,
)

ey =(-2)"2+(-2)" -Dy +1-(-2),

Y)

. Les images des sommets sont  f(O) = (3,0), f(I) = (1,0), f(L)=(-21) et
f7) = (0,1) . Les points I et J sontsur T, donc fixes. Une application affine envoie un
parallélogramme sur un parallélogramme. Donc f{ff} est le parallélogramme de sommets
(3,00, (1,0), (-2,1), (0,1),daire |-2|x 1 = 2. Lafigure ci-dessous représente
K etsonimage.

. Donc

.Pour 1 = 1, onretrouve bien f.

. Lepoint (%, 2¢) apourimage (3 —8%,2¢) . Enposant X = 3 —8f et ¥ = 2¢,o0n
obtient X +4¥ = 3.L'imagede A estladroite d'équation T + 4y = 3 . Ensuite,

A MDD estdonnépar 3t = 1, soit le point (%: %) . On vérifie que % -|-% — 3. Ce point,
fixe par [, appartient biena f(A).



— paseD:x+y=1
1.5 — carré K (aire 1)
1.0- f(L) L — f(K) (aire 2)
0.5 -
0.0
—0.5-
-2 -1 0 1 2 3

Point de méthode : pour identifier une affinité, on cherche sa base (les points fixes), puis sa direction (un
sous-espace propre de la partie linéaire), et enfin son rapport (la valeur propre associée).

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L2

¢ Le cours : géométrie affine, cours de maths en L2

Les énoncés : exercices de maths en L2 sur géométrie affine

A maitriser avant : Produit scalaire et espaces euclidiens

Chapitre précédent : Variables aléatoires a densité

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3
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