Exercices de maths en L3

Fubini et changement de variables

Exercice 1 : Sections d'une partie mesurable

Soit (X, .A) et (¥ B) deux espaces mesurables.Onfixe = € X .Pour B C X x ¥ ,on
note E,.={,eY:(z,y) € E\E?]}.

1. Montrerque €= {E € A® }}:&, € B} estunetribusur X x ¥ qui contient les
rectangles mesurables. En déduireque £, € B pourtout F ¢ A @ B.

2. Soit f: X x¥Y — R mesurable pour A @& B . Montrer que f$1y — flz,y) est B -
mesurable.

3. Soit g:[R — [ borélienne. Montrer que son graphe
g = {(t(t):t € [\mathbbbb?]R } appartienta B(R) ® B(R).

Exercice 2 : Diagonale et graphes négligeables

Onnote } lamesuredelebesguesur R et Apg = A® A.

1. Montrer que la diagonale 4 = {(t):t € RE}} vérifie Ag(4) = 0.

2. Plus généralement, soit g :R — R borélienne. Montrer que An(Ig) = 0,00 I'g estle
graphe de g (voir I'exercice 1).

3. En déduire que le cercle unité { rd + yg =1 } est négligeable dans [RZ.
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Exercice 3 : Une intégrale calculée par Tonelli

1

Soit @ et p deuxréelstelsque —1<a <b.Onpose Ifg,b) = fw dx
]

b
1. Montrer que, pour tout & & ]D, 1[, zh— gd _ fmt dt- En déduire que l'intégrande est

Inz —
e
positif.

—

+ b
14+a’

2. Justifier soigneusement I'interversion des intégrales et en déduire I{r;r,, b} = In

1
3E — 1 T3 —
3. Calculer f I m dr et f—lna: dr
)]

Exercice 4 : Calculs d'intégrales doubles par Fubini

() € R?:

Onnote T =
{;Eyiﬂ:ih

} . La figure ci-dessous représente les domaines utilisés.



question 1 : [0, 112 question 2 : triangle T
1 1
y>X
> >
O<sys<x
y<x
0 0 -
0 1 0 1
X X
1. Calculer ff |$ - y| dz dy.
[0,1]?
2
2. Calculer ffﬂ3y dr dy puis ff e* dr dy,
T T
1 1
3. En déduire la valeur de f f eT? dr dy , alors que ex2 n'a pas de primitive élémentaire.
0] u

Exercice 5 : Sommes doubles et mesure de comptage

—=
On note @:5:! = Z k pour s>1.

K> 1

1. Montrer que n;g ({-'L':n:' - 1) =1 .

2. Montrer que Z (g{ﬁn} N 1) = %

f.n,‘;_bl
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3. Onpose, pour M, n EN, Gmu=1si n=m, Gmn=-1si n=m-+1, et

@pm,n = U sinon. Calculer Z Z G,n et Z Z Gn,m . Quelle hypothése du
T i) T T
théoreme de Fubini est en défaut ?

Exercice 6 : Un contre-exemple au théoreme de Fubini

72 — 2

On pose, pour  (z, ) € 0, 1]2  floy) = (22 4 y2)2°

.y Lo 4 v
1. Pour z > 0 fixe, calculer la dériveede ¥ — 3 g R

1 1 1 1
2. Calculer f ff{:::, y) dy | dz et f flz, y) dz | dy -
0 0 0 0

3. Montrer, a I'aide des coordonnées polaires, que f n'est pas intégrable sur ]D, 1]2. Commenter.

Exercice 7 : Hypothése de o-finitude

On munit [D, 1] de sa tribu borélienne. Soit } la mesure de Lebesque et 1 la mesure de comptage
sur [0,1].Onnote A ladiagonale de [0,1]%.

1. Montrer que 1/ n'est pas o-finie.

s e | ([ 120 @@\ o [ ([ 1469 020 aw)
[0,1] \ [0,1] [0,1] \ [0,1]

3. Expliquer pourquoi ce résultat ne contredit pas le théoreme de Fubini-Tonelli.



Exercice 8 : Image de la mesure de Lebesgue par une application linéaire

On utilise la formule A, (T(E)) = |[det T'| A (E).

1. Calculer I'aire du parallélogramme de sommets (0, 0), (2,1}, (3,4) et (1,3).

2 2
2. Calculer l'airede g — {{1:! OF (= —I_-}yj + (= —gy] < 1}.

:'E.! y! Z E [:I!
L+ y\yT]+z =1
volume du tétraédre de sommets 0, u, %, w enfonctionde det{u, v, w).

1

3. Montrer par Fubini que le tétraedre { } a pour volume ;- En déduire le

Pour @ € R,onnote Tylr,y) = (r+avy,y).Pour B C R2 et ¥ € R, onnote
EY = {z € [\thbb?]R: (z,y)y) € E } .

1. Soit E unboréliende [R2.Montrer que (TQ{E})F — EY 44 Y.
2. En déduire, par Tonelli et I'invariance de par translation, que  Ag(T'(E)) = Aq(E) .
3. Pour a3 0,onpose Dz, y) = (@ &, y). Montrer que Az(Do(E) = |a| Aa(E).

4. Soit A = ([Rra},r?] g gj 2 ,}) avec ad ?é 0. Ecrire A comme composée de transvections

et de dilatations, puis en déduire Ag(A{E]) = |a d| Aq(E).

Exercice 10 : Coordonnées polaires
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(,y):2 20,
1. Calculer ffﬁydﬁ“dy,ou D =<v =0
L

n< w24y <4
dr dy
2. Calculer (1+ 22 + ygjz.
|R2
dr dy

3. Pour & == 0, déterminer a quelle condition ff (14 22 + yﬂj“ est finie, et calculer alors sa
[RZ

valeur.

Exercice 11 : Intégrale de Gauss par les coordonnées polaires

+co
Onpose (3 — f e—T2 Jr .
— D

1. Justifier que & est finie.

2 — —(x2 + y? . .
2. Montrer que G = ff e v3) dy dy , puis calculer cette intégrale en coordonnées
2

polaires. En déduire & .

g 72 — 2
3. Pour @ >0, en déduire f"f T dr | puis fi?gff T4 dr et

+oo K K
r(3) = f 12 et gt.
0
2
4. Calculer f‘f o d$,ou i+ est la norme euclidienne.
[Rﬂ-

Exercice 12 : Intégrale de Gauss par Tonelli



+oo
— —(1+ x?) y?
Onpose J — fe_fzdt et F = ff ye da:dy.
|:| ]D, +DD|:2

1. Calculer F' enintégrant d'abord par rapporta .

2. Calculer F' enintégrant d'abord par rapport a %, a I'aide du changement de variable
U =Ty a Y fixé

3. Justifier I'égalité des deux calculs et en déduire la valeur de I .

1. Ecrire x2 +ry+ yg comme somme de deux carrés de formes linéaires indépendantes.

—(r2+ ry + y2
2. En déduire f/ e vEv3) dg ay par un changement de variables linéaire.
|R2

3. Soit § une matrice symétrique réelle 2 x 2 définie positive. Montrer que

S X XY gy — , o
Jdet 5 . Vérifier la cohérence avec la question précedente.
2

Exercice 14 : Changement de variables hyperbolique

(£,9): 2 >0,
Y >0,

1<y 232

£ < y[\eqeq?]3 z

On considere I = , représenté ci-dessous.
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3.0

2.5 1

2.0

> 1.5

1.0

0.5 1

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

1. Montrer que ¢z, y) = (1; Y, %) estun ¢l -difféomorphisme de ]D, —|—r:'::[2 sur lui-méme,

et donner —1,

2. Déterminer (D) et calculer le jacobien de ¢, puis celuide ¢—1.



3. Calculer l'airede .

4. Calculer ffﬁyd‘ﬂ dy et ffyi dr dy |
I )

Exercice 15 : Coordonnées sphériques et cornet

Onpose €1, 8,¢) = (r sing cosd, r sing sinf, r cos$) etonnote B la boule unité fermée de
R3.

1. Calculer le jacobien de < .

2. Calculer fff ':3?2 + y? ‘|‘32:' dr dy dz | puis f/f z2 dz dy dz jaide d'un
E E

argument de symétrie.

i 4yl 422 <1

z > \Jod 4 yd

3. Calculer le volume du « cornet » ' = {
1

4, Calculer /f/ z dr dy dz,puis la cote Z du centre de gravité de (', supposé homogéne.
o

Exercice 16 : Volume de la boule unité par récurrence

Onnote B, laboule unité euclidienne fermée de R™ et ¥V, = An(By).

1. Montrer que la boule fermée de centre 0 etderayon # =0 apourvolume " ¥, .

2. Pour n = 3, montrer que V, = ET”T V g €n écrivant les points de R™ sous la forme
(z, vy, z) avec z ¢ R"—2,
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3. Calculer ¥1, ¥q, V3, V4, Vi, puis montrer que Vo = ”g pour k > 1.

4, Montrerque V¥, — 0 quand n — 4oo .

Exercice 17 : Intégrales doubles et séries

2

1 i
On admet que (@ = Z n2 — 6 .
n > 1

dr dy 5
1. Montrer que l—xy — ﬁ:{ :' , en justifiant chaque interversion.

(0,172
dr dy (-1 )
2. Montrer que l4+rzy — (n + 1)2 , puis que cette somme vaut T,
2 n >0 12
[Gsl] -
1
) . —In(l — ) 2
3. Enintégrant d'abord en ¥ dans la question 1, montrer que —— dr = 5
0

Exercice 18 : Convolution de deux indicatrices

Onnote [ = 1[0,1] et ¢ =1-11].

1. Calculer f * f sur R et vérifier que /f *f = (ff)g.

2. Calculer f * g sur R et vérifier que ff*g = fffg

3. Montrer que f * f est continue sur R mais non dérivableen 0, 1 et 2.



Exercice 19 : Propriétés du produit de convolution

soit f, g € LY{R), boréliennes.

Montrer que ff [fz — ) 9(y)| do dy = |f|1 191, . En déduire que [ * g est définie
2

presque partout et que |f * §|1 = |f|1 1915 -

. Montrer que ff*ﬁ’:fffg.
R R

R

Montrerque f * g = g * f presque partout.

On suppose seulement  f &£ L1 et 9 bornée et uniformément continue. Montrer que | * g
est définie partout, bornée par |f|1 19|, etuniformément continue.

. On suppose que f estnulle hors de [a,&] et ¢ nulle horsde [c, d] . Montrerque f * g

estnullehorsde [a + ¢, b+ d].

Exercice 20 : Convolution de gaussiennes

Pour

Zd
2a .

a > 0, on pose ga(:];:, = 5=

. Montrer que fﬁa =1
R

. Soit @, b > 0. Montrer que ga*gb = Ga4p-

En déduire, pour 7 = 1, laconvolée de 7 copiesde .
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Exercice 21 : Régularisation par convolution

1
On admet que @(r) = ¢ 1— <2 pour |z| <1 et ¢z} = 0 sinon définit une fonction de classe

' sur R, paire et positive. On pose ¢ = ffP, p = g et,pour >0, ,DE(JS‘:' = %P(%)
R

1. Montrer que #¢ estnulle horsde [—¢, €] et que pr = 1.

2. Soit f € LYR).Montrerque f* P, estdeclasse (1 etque (f* pE}f = f* Pl

3. Soit [ continue et bornée. Montrer que l:f * PE}{SE:' — f{ét?:l pourtout & quand £ — 00, et
qgue la convergence est uniforme si f est uniformément continue.

4. onprend f =1[01]et 0<e<t. Calculer (f *p)() pour = € [, l—ﬂ,mw
:r% —E, 1—|—£ puisen 1 = [ .Déterminer la limite simple de f P

Exercice 22 : Intégrale de Dirichlet par Fubini

A
On veut montrer que f% dr tend vers % quand A — Hco.
0

+co
1. Pour x >0, calculer f e—x bl gt .
0

2. Soit A >0.Montrerque (z,t) — sinz e~%1! estintégrablesur |0, A] x ]0, +oof .

1—e—Adcos 4+ tsin &)
1412

A
3. Montrer que, pour £ >0, f sint e Tt do = , puis que
0



A + 00
si%.r d$=72—r— f E_Atcosﬂ—ktsinﬂ dt.
0

1+ t2
0
4. Montrer que la derniére intégrale est majorée en valeur absolue par % et conclure.

5. Montrer que + —s % n'est pas intégrable au sens de Lebesgue sur ]D, —I-r:o[ .

Exercice 23 : Volume de la boule unité par la gaussienne

+oo
Onnote ¥, le volume de la boule unité euclidienne de R™ et P{g) — f t3—1 =t J¢.0n
a

— 2 o mfd
admet que f"f w2 gp = " et que la sphére unité est négligeable.
Rn

+oo
1. Montrer que, pourtout ¢ € R, e—1%1? = f 2re Tz <y} dr -
0

+oo
2. En déduire, par Tonelli, que ﬂﬂfﬁ =Va 9 pnt+l g—r? Jn
0
anil2
3. Calculer cette derniére intégrale a l'aide de I" et conclureque ¥, = m . Vérifier pour
2

n=123.

. it dr = 2=V
4. Par une méthode analogue, montrer que n4+2°n,
=5

Exercice 24 : Probleme : fonctions Gamma et Béta, aire des boules de {~p
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+oo
Pour s> 0,onpose I'(s) = f ts—le—t gt et,pour a,b>0,
0

1
Bz, b) = fﬁa—l (1—1)*~! d¢t.Onadmetque I'(s +1) = s I'(s) etque I" est continue.
0

Partie A : la formule d'Euler.

1. Montrer que B(a, b) est finie pour @, b > 0.

2. Montrer que (s, t) = (st,s(1 —t)) estun 1 -difféomorphisme de |0, +co[ x ]0,1]
sur ]D, —|—c:w::[2 , et calculer son jacobien.

3. En écrivant I'(a)I"(b) comme une intégrale double, montrer que

r@Ir() = I'a +5) Ba, b).

4. Calculer B(%: %) al'aidede ¢ — gjp2 . Retrouver P(%) = .
1
5. Calculer f,.-"t{l — t) dt etinterpréter géométriguement le résultat.
0
Partie B : aire de la boule unité de {~p. Pour ¥ = 1,onnote Ap laire de

Kp= [ (z,y) € RZ |:J:|irJ + |y|i':J <1 } . La figure ci-dessous représente K p pour plusieurs
valeursde P.



] — p=2
1.0 —_—p=4
—=' pgrand
0.5 1
> 0.0
—0.5 -
—1.0
10 -05 0.0 0.5 1.0
X
1
1. Montrerque Ap = 4 f (1 _$p)1fP dz .
0
112
. | 4 r(1+3)
2. Al'aide du changement de variable ., — tlfi'-” ,montrer que Ay, = —
l_'lil-i-;_—;.:l

3. Vérifier laformule pour p = 1 et p = 2, puis déterminer la limite de A p quand
r — 00, Interpréter.

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.
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Pour aller plus loin en L3

Le cours : fubini et changement de variables, cours de maths en L3

A maitriser avant : Intégrale de Lebesgue et théorémes de convergence

Chapitre précédent : Intégrale de Lebesgue et théoremes de convergence

Chapitre suivant : Espaces L™p

Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3


https://mathovore.fr/fubini-changement-variables-corrige-exercices-maths-l3
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