Corrigés des exercices de maths en L3

Fubini et changement de variables

Corrigé de I'exercice 1 : Sections d'une partie mesurable

1. D'abord, C contient les rectangles. En effet, pour 4 € A et B € B, lasection (A B}m
vaut B si 1 € A et i) sinon; dans les deux cas, elle est dans 1 . En particulier,

X xY € C.Ensuite,pour E € C,ona {EC}J: = [y:{;t:“,y)gE} = (E,;)  €B.
De méme, pour une suite (E,) de C,ona (Lﬂj Eﬂ) = LﬂJ (Eﬂ}x €B ponc € est
I

une tribu contenant les rectangles. Or A & B est la plus petite tribu contenant les rectangles,
dou A @ B C C.Parconséquent, &, € B pourtout = c A @ B.

2. Soit I unintervallede [R.Ona f;l(f} ={y:flz,y) eI} = (f_l(f})E.Or
F7YI) € A@ B, car [ estmesurable. La question 1 donne alors f;l{fjl € B . Comme
les intervalles engendrent B(R), f,. est B -mesurable.

3. Posons Alt, ) = y — g(t). Les projections Pl(i, ) =t et Pg{f, ) = ¥ sont
mesurables pour la tribu produit. Ainsi, & © 1 est mesurable comme composée de fonctions
mesurables, et A = P — g ° Py lestaussi. Enfin, Mg = h_l( {0}) , donc

Iy € B{IR} ey BI:IR}.

Point de méthode : pour montrer qu'une propriété est vraie sur toute la tribu produit, on montre que les
parties qui la vérifient forment une tribu (ou une classe monotone) contenant les rectangles.

Corrigé de I'exercice 2 : Diagonale et graphes négligeables

1. La diagonale est fermée, donc borélienne. De plus, } est o-finie. Le théoreme de la mesure produit
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donne Aa(4) = f}":ﬂt:' dt or Ay = {t}, de mesure nulle. Ainsi, Ag(4) = 0.
R

2. D'aprés I'exercice 1, I g estdans la tribu produit. Sa section en t est le singleton {g(ﬁ}} . Par

conséquent, Ag(IMg) = f}‘({ﬁ’{t:‘}:‘ dt = f'j dt , goy Aa(Ig) = 0.
13 134

3. Posons g (t) = V1 -2 pour [t| <1 et g, () =0 sinon. Ces fonctions sont
boréliennes, car continues par morceaux. Tout point (%, %) du cercle vérifie |z| < 1 et
Y = g+':35:l ou ¥ = 5'_{35:'. Donc le cercle est inclus dans  £'g4 U I'g , quiest de
mesure nulle. En conclusion, le cercle unité est négligeable dans [2.

Corrigé de I'exercice 3 : Une intégrale calculée par Tonelli

1. Fixons T € ]D, 1[. La fonction # — £t — et lnx apourdérivée + — £tln . Donc
b

b
f:r;f d.t:[ ﬂ} zﬁb_ia,cequiestlicitecar ln:r:?é 0.Comme szt =0 et

11'151:|:E In =

a
a < b, l'intégrande est strictement positif sur ]D, 1[ .

2. La fonction F(a:, t:l — xt est continue, donc borélienne, sur ]D, 1[ X [fl, b] , et positive. Les
mesures sont des restrictions de la mesure de Lebesgue, donc o-finies. Le théoréme de Fubini-
Tonelli permet donc d'intervertir sans autre vérification :

1 b b
I(a,b) = rt dit | dx = zt dx | dt.

—

1
1 o
_ t R S
Pour £= —1,o0na f;[: d$_t+ . Ainsi,

b
. 1+56
I(a, ) = f dT = In(1 4 &) — In(1 + a) - Finalement, I{a,b) = In 1 i o

Avec g =1 et Hh=3,0n

= In

L\JI'LCI

1
3. Avec g =0 et b = 2,on obtient f"'Tn;l
0



1
obtient f:r?_—a: dr = In

n I
0

= In2.

B2 | P

Point de méthode : écrire un quotient génant comme une intégrale d'une fonction positive est une
technique classique ; Tonelli dispense alors de toute étude de convergence.

Corrigé de I'exercice 4 : Calculs d'intégrales doubles par Fubini

1. La fonction |:r: - y| est continue et positive sur [D, 1]2 , donc Tonelli s'applique. Par symétrie

entre T et Y,lestriangles {¥ << I} et {¥ > £} donnent la méme contribution, et la

diagonale est négligeable. Ainsi,

1 z 1
2
/ |x—y|d$dy=2/ /(x—y)dy dx:?f%dx:%'
0 0 0

[0,1]2

1
Donc f |;t:—y|c£a:dy:§_
[0,1]2

2. Sur T, lasection verticaleen x € [0,1] estlesegment [0, x] . Par Fubini (fonction continue

bornée sur un compact, donc intégrable),

1

1 T
/fxydxdy=/$ /ydy dx:/%g)d$=%°
T 0 0 0

col—
(0]
~+

1
1
De méme, fﬁa'gdx‘dy:fa:eﬂ'gdﬁ:[%ﬂ} . Ainsi, ff:l?y:
T 0 0 T
7 e—1
[ =27
T

- [=y:0<yOl - | |
3. Le domaine est exactement T, décrit cette fois par ses sections
WS sl
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) ) ) . 2 )
horizontales. Par Tonelli, I'intégrale proposée est donc égale a ff e dx dy par conséquent,

1 1

2 _e—1
ff&ﬂ? dr ldy = 5
0 Y

Corrigé de l'exercice 5 : Sommes doubles et mesure de
comptage

n
1. Ona {(ﬂ} -l= };Z}:Q k .Lestermes L~ " sont positifs, et la mesure de comptage sur

N est o-finie. Tonelli permet donc d'intervertir :

Yyk_n Zl_kl—ZM'
K=o

n>2%k>2 k> 2

Or k(kl—lj = i 1~ % , et la somme télescopique vaut 1 . Ainsi, n;g ':f:':ﬂ:' B 1:' =1 .

2. De méme, par Tonelli, Z Z kT n = Z 1_;; 7= z kzl_ 1 - Ensuite,

n>lk> k>3
1 1 1 . La somme teIescoplque vaut L 1 —|—1 . Donc
i1 7 2 Is:—l %—l—l 2 2
>, kem-n =73,
n > 1
3. A m fixé, laligne ne contient que  Gmmym = 1 et Gy ppyp1 = —1  Donc Z Gmpm =0,

T
ouis E Z Gmn =0 A n > 1 fixé, la colonne contient Gnn = 1 et
T n

’In—l,n = -1 , de somme nulle. En revanche, la colonne s = 0 ne contient que %,[] =1

. Ainsi, z Z ayan = 0 et Z Z Gm,n = 1, L'hypothése en défaut est la sommabilité
™ n i ™

T;l |f3‘m,ﬂ| = +00 puisque chaque ligne apporte 2 .



Fubini

1. Pour x >0 fixé, la dérivée d'un quotient donne
o oy (z?2+y?)-—2yt  z?-y?
Oy z2 +y? (22 + y2)° (22 + y2)°

y e
Donc Y — 7717 est une primitive de y — flz, u) .

2. Pour x € ]0,1],lafonction f, estcontinuesur [0,1]. Ainsi,

1
1
u 1 .
ff{a:, ) dy = |:£2 +y2]0 = {3 3 Par conséquent,
0

1 1 1
f ff dy |dz = fliﬂ:ﬂ = 7 - Ensuite, on remarque que  f(y, z) = —f(z, ).
0 0 0

L'autre intégrale itérée est donc I'opposée de la premiere. En conclusion, les deux intégrales
o T i
itérées valent 4 et —Z-

T >0,
. 1Y . 7 .
3. Le quart de disque €} = 0 est inclus dans ]D, 1] . En coordonnées

11

T2 4 yd <1

, |cos 28] . , ,
polaires, |f| — ——— . Par Tonelli et le changement de variables polaire,
T

/2

1 1
— cos 20| de | &dr=1x [ % = fco.
r2
0 0

0 0

Donc f n'est pas intégrable sur ]D, 1]2. Le théoréme de Fubini ne s'applique pas, et c'est ce
qui permet aux intégrales itérées de différer.

La carte ci-dessous montre le signe de [ . Elle est positive sous la diagonale et négative au-dessus, avec
des valeurs énormes pres de |'origine. Les deux ordres d'intégration « compensent » ces infinis de
manieres différentes.
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1.0

0.8 1 ,
f<O s’ 3

o
signe(f) In(1 + |f])

I
w

Corrigé de l'exercice 7 : Hypothése de o-finitude

1. supposons [0;1] = U Ap avec v(A,) < +co. Alors chaque Ay, est fini, donc [0, 1]
T

est dénombrable, ce qui est faux. Par conséquent, 1 n'est pas o-finie.

2. La diagonale est fermée, donc borélienne. Pour T fixé, flﬁ{g;, y) del(y) = v({z)) = 1.

La premiére intégrale itérée vaut donc / Ldx =1 . Pour ¥ fixé,
[0,1]

f 1a(z, v) dA(z) = A({y}) = 0. Lasecondevautdonc 0. Ainsi, les deux intégrales

itérées valent 1 et 0.

3. La fonction est positive et mesurable. Pourtant, les intégrales itérées different. Il n'y a aucune
contradiction : le théoréme de Fubini-Tonelli suppose les deux mesures o-finies, ce que -



n'est pas.

Corrigé de I'exercice 8 : Image de la mesure de Lebesgue par
une application linéaire

1. Onremarque que (3,4) = (2,1) + (1, 3) . Le parallélogramme est donc I'image de [0, l]2

par T = ([l"-,ll'aj.?'?] %gjé ,}) .Son aire vaut |det T'| = |6 — 1|. Donc I'aire vaut 5.

T+y r—y

).Alors £ = L_l{ﬁ),ou T est le disque unité fermé.

Lxl= % ponc |[det L7l = 3et M) = 32q(D).

Ainsi, I'aire de £ vaut 3 .

3. Notons A3 le tétraédre standard. Par Fubini, & (z, y) fixé, z décrit [0,1 —z — y]. Donc

1 1—=x 1 ,
As(£3)=/ / (1—w—y)dydx=f@d$:%.
0 0 0

Ensuite, I'application linéaire A4 de colonnes , U; W envoie A3 sur le tétraédre de
sommets 0, u, ¥, w . En effet, ce tétraédre est I'ensemble des o w —+ 5 v + =¥ w avec
|[detlu, v, w)

o, 5,7 2 0et a4+ S+ < 1. Parconséquent, son volume vaut z

Corrigé de I'exercice 9 : Transvection et invariance par

translation

1. L'application ', est bijective, de réciproque T'—,(x,v) = (z —a v, y) . Ainsi,
(z,y) € Tq(E) sietseulementsi (xr —avy,y) € E, cestadre £ —ay € EY. Donc

(To(B)) = EY 4ay.

2. L'application T est un homéomorphisme, donc 7', (E) est borélien. Par le théoréme de la
mesure produit, puis par invariance de 2} par translation,
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Ma(Ta(®) = [ MBY +ay)dy = [ A5 ay = r29(B).
R [

Ainsi, une transvection conserve la mesure de Lebesgue.

3. De la méme maniére, (DQ{E))F = a BEY .or Ao B) = |a| A(B) pour tout borélien
B de R :lesdeux mesures B — Al B) et |a| A coincident sur les intervalles. Par
Tonelli, Aq( Do (E)) = |a| Ag(E).

4. Notons D'y(z,vy) = (r,dy).Ona DgoDj(r,y) = [@xz,dvy), puis
be.rd{a r,dy) =@z +by,dy) Donc A= de ol o ng . En échangeant les
rélesde T et ¥ dans la question 3, on obtient AE{D&{E)] = |d| A9(E) . En composant les
trois résultats, Ap(A(E ) = |a d| A9(E) = |det 4| Ap(E).

Corrigé de I'exercice 10 : Coordonnées polaires

1. En polaires, I} corresponda T & [1, 2] et 4 ¢ [D, %],aux bords négligeables pres. De plus,
Ty = rcosf sind . Ainsi,

/2

2
ffmyd$dy=fr3drfcos@sin@dt?:mzl_ x%*
D 1 0
Donc f/ﬂ?ydﬂ?dyzlgj.
L

2. La fonction est positive. Le changement de variables polaire et Tonelli donnent

—_—

400

dr dy rdr  _ . 1 +OO_
//(l+x2+y) o { (1+r2)2_2ﬁl 2(1“’2)]0 -

Ainsi, I'intégrale vaut .




+oo
3. De méme, l'intégrale vaut 2qr f ﬁ .En oo, l'intégrande est équivalentd 1 — 2a
T
0

. Il est intégrable si et seulementsi 2 — 1> 1, soit « == 1. Dans ce cas,
+oo

1—0@ +OO
=T I € o ) S 1 . L
f r{l+7rd) " dr = [ 20— a) . = -1 Donc l'intégrale est finie si et

. Pour @ = 2,onretrouve .

seulement si « > 1, et vaut alors o — 1

Corrigé de I'exercice 11 : Intégrale de Gauss par les
coordonnées polaires

1. Pour |z| > 1,0na 2 > |z, donc e—x2 < |7l quiestintégrable. Sur [—1,1],1a
fonction est continue. Ainsi, (& est finie.

2. La fonction {1:1 y} —y p—x2 g_?z est positive et continue. Par Tonelli,

ff E—(ﬂ?z +v2) _ fe—a:? dx f E_’Hg dy = G2 . Ensuite, en polaires,

T T00
GQ=/ e_?’g?"d?"d9:2ﬂ><%:m
E

Comme G >0, &G =vm7.

; _u —q 12 1 — 2 il
3. Le changement de variable x = 7z donne e—d I dr = ﬁf& U du = g -

Ensuite, une intégration par parties sur [—A, A] avec u = £ et 4/ = 1 ¢—x2 donne

A

4 A
9
/ r2e—r% dp = [—% ]—A +% / e—2% deg.
—A —A

Le crochet tend vers (J, d'ou fg;ﬁ e—I? — g Enfin, avec # — 2 sur ]D, —|-C'D[ ,ona
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+co
dt = 2z dr et r(%) _

0
fe_ﬂﬂ?g:”-'ﬂ'/a, f;pge_ﬂ'g:get P(%):ﬁ

g . En résumé,

4, Ona € 1 = H . Par Tonelli appliqué m — 1 fois, l'intégrale vaut (3™ . Donc
fﬁ_|$|2 dx = w2
Rn

Corrigé de I'exercice 12 : Intégrale de Gauss par Tonelli

oo ( :I +
R —[1 4 z2 -yﬂ o0
. —(1 4 z2) 42 _ | e 1 :
1. A z =10 fixé, f e dy = e D = 3T Ensuite,
0

4o
2(1 + ¢3 - I
0

2. A y>=0 fixé, onpose U = T Y soit dr = %‘.Alors

+0 oo
2 242 2 42
fyeyemydxzey fe—UQd'U,:Iey
0

. . ki
Ainsi, ce premier calcul donne F' = q -

B2

+oo
Puis I E_'Hg dvy = F2.Donc ce second calcul donne F — 2.
Y
0

gg . Par Fubini-

3. La fonction {;[;‘ y} — E_(l + 22) ¥? est continue et positive sur ]D, oo
= T‘i—r Comme

Tonelli, les deux intégrales itérées sont égales a l'intégrale double F' . Ainsi, I

I>0, I=%.

Point de méthode : cette preuve n'utilise que Tonelli et un changement de variable a une dimension

elle évite le changement de variables polaire.



Corrigé de I'exercice 13 : Forme quadratique et intégrale

gaussienne

2
1. Oncomplételecarré: z2 4 y -+ yﬁ = (:]_‘j + %) + % yE. Les formes & —I—% et % Yy
sont indépendantes. Donc 2 + x Y+ yz = u? 4 v? avec u =z —I—% et 4y = g Y

1,1/2

2. L'application linéaire (z, y) — (u, u) a pour matrice ( 5 u‘?jﬁ) , de déterminant

% ?é 0.Ainsi, gu dy = E dz dy - Par conséquent,

ff $2+$y+y)d$dy——// ~(W?40?) gy gy =

Donc l'intégrale vaut

Slw

s

3. Par le théoréme spectral, § = P diag{Ay, Ay) PT avec P orthogonaleet Xj, Ap>0.
Onpose X = PU .Alors (S X, X ) =X u% + Aqg u% et |det P| = 1. ParTonelliet

la question 3 de I'exercice 11,

[[ e S%X0 ax = T = pix; = aly

e 1&1/2 3 o o o
Ici, = 1/2&1} et detﬁ':@. n retrouve bien vf—,"’

5

Corrigé de l'exercice 14 : Changement de variables
hyperbolique

1. L'application % estdeclasse ¢l sur UF = ]D, —|—-:::a::-[2 et y prend ses valeurs. Résolvons
=Ty, 4= % avec %, >0 . Onobtient wwv = y2 et 3 = 2. Donc l'unique
solutionest = = \Ju / v et Y = YU U, Cette réciproque est de classe ¢*1 sur TJ . Ainsi,

© estun (1 -difféomorphisme de U sur U/ ,avec @ l{u,v) = ( u v, m).
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2. Lesconditions 1 < zxy <2 et Sy <3z sécrivent 1< u<2e 1<uv<3,
Donc (D) = [1,2] x [1, 3]. Ensuite,

e
e

) L 2
JW(@';U):d'Et(_y/xQ &1/$>=T+T=Ty=2’0+

, _ 1 oA R du dv
Par conséquent, Jip = Zv et J.;p—lliu, v = o ,d'olilaregle dr dy = T
3. On applique le théoréme de changement de variablesa 13 surl'ouvert T :
2 3
dv In 3
)\Q(D)= %da::lx—g*
1 1
Ainsi, I'aire de [} vaut %
4, Ona TY = U et y2 =y wv.Donc
2 3 2 3
[[xy:[udu/%:%x%& fy2=ff“—5dvdu=%x%x2
D 1 1 D 11

31n3 3
En conclusion, ff rydrdy = .il et f/ B‘E dr dy = 5.
D o

La figure ci-dessous montre 'effet de %'. Les lignes wu = cte sont des hyperboles et les lignes
w = cte des droites issues de l'origine. Le domaine courbe devient ainsi un rectangle.



domaine D dans le plan (x, y) rectangle [1,2] x[1,3] en (u, V)

2.6 3.5
2.4-
3.0
2.2
2.0 2.5
1.8 X
> T 2.0
1.6 >
1.4 1.5
1.2
1.0
1.0
0.8 . . 0.5 : : . .
0.5 1.0 1.5 05 1.0 1.5 2.0 25
X u=xy

Corrigé de I'exercice 15 : Coordonnées sphériques et cornet

1. La matrice jacobienne de < , de colonnes J,, dg, J¢ , est

sing cosf —r sing sinf

,COs@® cosf

sing sinf  r sing cosf r cosg sinf
[\cophi?] 0 —r sing

On développe selon la derniére ligne. Le cofacteur de cos¢ vaut —yd sing cosg, aprés calcul
dumineur —r2sing cosg (sin%d 4 cos2d) . Letermeen —7 sing donne
—rging x r sin%& . Au total, le déterminant vaut —r2 sing (cos2¢ + sinzqfa} Ainsi
| 75| = r2sing, positif pour ¢ € 10, .

2. Par changement de variables sphérique et Tonelli,

T ™ 1
([ o rasny= [ an | anoao [etarmamman) o

Ensuite, la boule est invariante par permutation des coordonnées. Les intégrales de 4, yg et
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=2 sont donc égales. Ainsi, fff (£2 4+ y2 + 22) = ?ﬂ et f f = _g
E
3. La condition z > /x4 4 y2 s'écrit cosg > sing , soit ¢ € [D, T‘i—r] Donc
/4 1
A3(C) = 27 f sing dqb/r? dr = 2n(1-%)1
0 0
Par conséquent, )5(C) = TF(ET_@'
4. Ona z = 7 cos¢ . Donc
1 /4
.2
/f/z:?rfr3dr / cosésinédé:?wx%}xw:%‘
C 0 0
/8 3

Ensuite, = = (2 —2)/3 = B2 — 73) On multiplie par la quantité conjuguée :

ki
fffz:get E:WED,G‘E'
[

. A r , . \
La coupe ci-dessous montre le cornet : un céne d'angle 4 autour de I'axe vertical, fermé par la sphere
unité. Le centre de gravité est haut, car la masse se concentre pres de la calotte.



1.2 -

1.0+ spherer=1
0.8 1
\ 0.6
0-4- & cone z=1/ iy
'rf - \" X ‘\\+y
021 /
0.0 - ; i
-1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0

p =1V x?+y? (coupe méridienne)

Corrigé de I'exercice 16 : Volume de la boule unité par

récurrence

1. La boule de rayon T estl'imagede £, parl'homothétie = — r & ,de déterminant ™.
Donc son volume vaut 7™ ¥, .

2. Lepoint (x, v, #) estdans B, sietseulementsi £2 +y2 <1 et 1z < \J1—xz2—y2.
Par Tonelli, en intégrant d'abord en z et grace a la question 1,

n—2
— — p2 2) 2
V, = // Vo (l T Y dr dy.
z? +y2 <1
1
. n—2 (1 — r2)7/2 L
En polaires, cela vaut  2a V,,_q ,:1 _TE} T rdr =2 Vg —— .
0
Ainsi, V= %‘T Vi—g-
3.0na Vi = A([-11]) =2 et V3 = 7. Llarécurrencedonne Vg3 = %’T ¥ 7,
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Vg = %’T X qr, puis Vi = %’T W 43—fr . Ensuite, ¥op = %V%_g,et une récurrence

immédiate & partirde ¥’ = m donne la formule paire. Donc Va= %E—W, Va= %2 ,
B2 g k
or _ 2r _1 . 1 \
4. Pour m =13 ,0na 57 < 93 <5 car 4w <13.Ainsi, Vi, <5V, g désque
n > 13 . Lessuites (Vor) et (V'3p41) sont donc majorées, a partir d'un certain rang, par

des suites géométriques de raison %.Par conséquent, ¥, —+ U quand n — oo .

Corrigé de l'exercice 17 : Intégrales doubles et séries

1. Pour I:;n] y:l e [[j] 1:|2 privé du point l:l, l:l , qui est négligeable,ona 0 < =y <1 et

_ n
l—xy — ;D ':‘x y:' . Les termes sont positifs. Par Tonelli pour la mesure de comptage
n
(interversion somme-intégrale), puis par Tonelli sur [[j, 1]2,
1 1
dz dy n / 1
T = z™ dx "dy = —"
//l—my RZ>:U/ Y Y RZ:U(R+1)2
[0,1]° =0 0 =
dr dy
Donc ff l—zvy — g{ﬁ}
0,172

1 n n
2. Deméme, 1+zy — ;D (-1 Ey) o [0,1]2 privé de (1, 1). Cette fois, les termes
n

changent de signe. Cependant, Z ff |(_1-; y}'-”f| — g(z} < <400 . Le théoreme de Fubini
i)

pour le produit de la mesure de comptage et de }lg s'applique donc, et

dzdy =n* ™t
l+zy ™ n+1)2% 7 m?
2 1?2
[0}1]2 n > 0 m >

Ensuite, cette série converge absolument. On peut donc écrire

(=™t 1 2
; T m? = ﬂ:@' -2 Z ma f:@' ! f:@' . Ainsi, l'intégrale vaut

M palr



62 _
= =

=
[ =]

—
e

1
_ I _ _
3. Pour T E ]D,l[,ona fl_di ;= [_lnﬂ = 7 y)lj — ln(}r z) . La fonction est
1]
1

—In(l — x) dr dy
positive, donc Tonelli donne —F — dr = l—zy- D'apres la question 1,
0 [0,1]2
1
—In(l — x) 2
IT dr = %-
0

Corrigé de I'exercice 18 : Convolution de deux indicatrices

Lpor 2 eR. (F* )@ = [ o0 - o) dy = N0,I0 [z -1,2])
z <0 ou x > 2, lintersection est au plus un point. Si 0 < z < 1,ellevaut [0, z].Si
1<z <2, ellevaut [z —11.Donc f*flz)=2=x sur [0,1], 2—x sur [L,2],

et (0 ailleurs. L'intégrale est I'aire d'un triangle de base 2 et de hauteur 1, soit

(1

2. Deméme, (f *g)(x) = }L([D, Nz-1,z+ 1]) . On distingue les cas. Si = < —1 ou
£ > 2,ontrouve 0.S5i —1 <z <0,ontrouve A{[0,z+1]) =z +1.5i
0 <z <1, rlintervalle [z — 1,z 4 1] contient [0,1],dou 1.Si 1<z < 2,ontrouve
2 — x.Ainsi, f ¥ g estlafonction « trapéze » valant = +1, 1, 2 —z sur [—1,0]
, [0,1], [L,2],et O ailleurs. Son intégrale vaut % +1 -|-% —2=1x2.

3. Les formules de la question 1 se raccordenten 0, 1 et 2,donc f * f estcontinue. En
revanche, en (1, la dérivée a gauche vaut (] etadroite 1.En 1,ellesvalent 1 et —1.En
2, ellesvalent —1 et 0.Donc f * f est continue sur R mais non dérivableen 0,
1l et 2.
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Corrigé de I'exercice 19 : Propriétés du produit de convolution

1. Lafonction (x,vy) — flz —v) g{y) estborélienne sur [R2. Par Tonelli, puis par invariance de
A par translation,

[[ 116 - stnaz gy = [191( [ 176 - vl ds)ay = 111,19, coxe
quantité est finie. Par Tonelli a nouveau, f ( f |f(;p — y} g{y}| dy) dx est finie, donc

intégrale intérieure est finie pour presque tout . Enfin, |f * g(z)| < | |f(z — v) g(v)| dy
.Enintégrant, f * g est définie presque partout et |f * 5’|1 < |f|1 191y -

2. Lafonction F{z,y) = flr —y) g(y) estintégrable sur R2 d'aprés la question 1. Le
théoreme de Fubini permet donc d'intervertir :

ff g‘fg{y}(ff(a:—y}dﬁ)dy_f ff Ainsi,
[

fivs=]7

3. Fixons x tel que f |f|:;r; — y} g(y}| dy < +oo. Le changement de variable # = & — ¥,

dejacotien —1,dome [ 1o~ y)a(s) dy = [ £(2) gl - 2) dz = (9% £)(&)- Do
f*g = g* f presque partout.
4. pourtout z, |flz —v)aly)| < 19106 |f{z — v)|, qui estintégrableen ¥ .Donc f * g(z)
est définie et |f * Q"@ﬂ < |f|1 190 - Ensuite, comme a la question 3,

f*oln = ff{zj g{x — z) dz . Notons w le module de continuité uniforme de  §. Pour

z, ! réels,

1% 9() = £ genl < [ 1@ la(e — 2) = (o7 = ) d= < 111, w(ls o)

Comme w{h) — 0 quand h — 0, f * g est bornée par |f|1 9., et uniformément
continue.

5. Supposons  f(z — 1) g(y) £ 0 . Alors y € [c,d] et = —y € [a, 5], donc
£ =(z—-vyl+vy € [a+cb+d].Parcontraposée, si = ﬁ;‘ [@ + ¢, b+ d], lintégrande
est identiquement nul. Ainsi, f * g est nulle hors de [a + ¢, + d]. On le voit sur
l'exercice 18 : [0,1] 4+ [-1,1] = [-1, 2].



Corrigé de I'exercice 20 : Convolution de gaussiennes

1. D'aprés l'exercice 11, fe—c 2 Je = [ / cpour ¢ >=0.Avec ¢ = 21_.:; , on obtient

ri
fﬁ‘_ga dxr = V29 a . Donc fga =1.

2. Les fonctions 9, et 9y sontintégrables et bornées, donc 9, * 9y est définie partout. On a

1 (z —y)® g2
(ga*gb)($):2wmfexp<_ 2a _Qb)dy'

a-+b
Zab

(z —y)* | 3? bz \? 2
Ja T 25 = (y_amb) "‘2(.f+b)

Posons k — . En développant, on vérifie que

b
a+b —

En effet, le coefficient de 2 vaut k,celuide Z ¥ vaut —2k —%,et celuide g2

b4 1 b+a 1 .
vaut -'EQ I:a i b)g +2|::l§£+b:| = Elﬁ(ﬂ‘i‘ bj = 94 Ensuite,

2
fe—k (¥ —m) dy = Jr [k = H.E;r__:;bb . Par conséquent,

2 72
* _ 1 2mab _ 2(a+b) _ 1 - 2(a +b)
(9, 9)(¢) =5 asVars © = faratb)° ‘

Ainsi, 9,79, = 9,4

3. Par récurrence et associativité, la convolée de 7. copies vaut g(ﬂ_lja 9, = 9,4 - Donc
* *

g, -
gaussiennes indépendantes centrées est gaussienne, de variance la somme des variances.

g = 9 g En probabilités, cela traduit le fait que la somme de variables

La figure ci-dessous compare 93 avec une convolution numérique de 971 et 99. Les points tombent
exactement sur la courbe, ce qui confirme le calcul : la cloche s'élargit et s'aplatit.
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0.40 - —

0.35 1 - 9
g3 =01%g>
0.30 1 e convolution numérique

0.25 A1
0.20 1
0.15 1
0.10 1
0.05 1
0.00 1

Corrigé de I'exercice 21 : Régularisation par convolution

1. Si |z|>¢,alors |£|>1,donc p (&) = O.Ensuite, le changement de variable = = &u

donne pr{g;} dr = fp(u} du = %f@ — 1.Ainsi, P estnulle horsde [—¢,¢]

et d'intégrale 1.Onnoteque ¢ >0, car ¥ estcontinue, positive et non nulle.

2. Comme #. estbornée, f * pE{g;} — ff(y} pE{gg — y} dy est définie pour tout . La

fonction F est ¢l & support compact, donc PE est continue et bornée par une constante
M .Posons Alz,y) = fly) PE':I: — y) . Pour presque tout ¥, I —b h(r,y) est 1.
De plus, |94 Alz, y)| < M |f(v)|, qui est intégrable et indépendant de . Le théoréme de
P s . . A * % I %
dérivation sous l'intégrale s'applique donc. Ainsi, [ *p_est ¢l et (f pE:I =f*pl.
En itérant, elle est méme ¢ .

3. Par commutativité et parce que pr =1,

(£ 0 )@) = 1@) = [ (Fz = v) = 1)) £ (v) dv.



Comme £, 2 0, on obtient 1€ ’GE} () - f=)] < |ys|ug:::- ] |[flz —v) - flz)| . Par

continuité de  f en T, ce majorant tend vers (.Side plus f estuniformément continue, le
majorant est inférieur a tul:e} , indépendamment de . Donc f * P — f simplement, et
uniformément si f est uniformément continue.

4. 0na (f*p )= = fl[o,u{ﬂ: —y) e (y) dy = f p(y) dy .Sz €[gl—g,

r—1
alors [t —1,2] D [—¢ ¢ etlavaleurest 1.Si = <—¢ ou x —1>¢,lintervalle
0
[z — 1, z] évite ]—% €[ etlavaleurest 0.En x = O, la valeur est f p, = % , par
—1

. s N . . E . . , N
parité ; de mémeen 1 = 1.Ainsi, f f. converge simplement vers la fonction égale a

1 sur ]D,l[,é %en Oet 1,eta [ ailleurs.

La figure ci-dessous illustre ce résultat. Les régularisées sont lisses, valent L aux sauts et se rapprochent

2
du créneau quand £ diminue.
1.2 - -=-= =11
f*p:,€=0,4
1.0 - f*p:, €=0,2
f*p:, £€=0,05
0.8 -
0.6 -
0.4 -
0.2
0.0 -
~1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
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Corrigé de I'exercice 22 : Intégrale de Dirichlet par Fubini

+oo oo
1. Pour £ >0, fe_ﬂ?t dt:[—e_;i . Donc fe- Tt dt:%
0 0

2. La fonction est continue, donc borélienne. Par Tonelli et la question 1,

A +oo ‘
|sin z| e= 2t dt de = w de < A,

car [sin z| < . Ainsi, la fonction est intégrable sur ]D, A] X ]D, —|-OO[ .

: -1+ 4 _
0
R —t4 - 31 '
e tg La partie imaginaire de (E‘ (cos A +1sin A) - 1) (-t —2) vaut

—e—tA(cos A + tsin A) + 1. Cela donne la formule annoncée. Ensuite, par Fubini (question
2) et la question 1,

A +oo +
si%.r do — / 1 —eA%(cos A+ tsin A) dt
0

14+ t2
0

+oo

Comme f
0

— TE—T on obtient I'égalité demandée.

. 1+¢ 1 t 1
> < _ 1
4. Pour t >0, |cos A 4 tsin 4| <14 t.Deplus, Y 1+t2+1—|—t9 <143
+co
car 2t < 1 + 2. Donc la valeur absolue de I'intégrale est au plus % f e— At dr = % ,
0
A
qui tend vers (1. Par conséquent, fsm‘ﬂ: dr — 2 quand A — J4co.
0
5 Pour k>0cet z € [km(k+1m] ona Jsin 4] jsin 4l . Or

T Z{k+Dr



(k4+1)ar (N 41)ar

) _ |51n a:| I :
lsin x| dz = 2 . Ainsi, Z 7 o qui tend vers oo .

kar k=0
Donc M n'est pas intégrable au sens de Lebesgue sur ] [ la limite obtenue est

celle d'une intégrale semi-convergente.

Point de méthode : Fubini ne s'applique pas directement sur |0, -|-m[2 ; on travaille sur |0, A], o
I'intégrabilité est vraie, puis on fait tendre .4 vers l'infini.

Corrigé de I'exercice 23 : Volume de la boule unité par la

gaussienne

+oo +oo

. [ace’

, 2 2 2

1. Pour T fixe, f 2re T g <y dr = Qre— T dr = [—E r ]m:'l - Donc
Ex

cette intégrale vaut —iri?,

2. Lafonction (z,7) — 27 e~T2 15| < r} estborélienne et positive sur R x 10, +oo[ . Par
Tonelli,

+o0
e 17 dg = f 2re Tt A (I <r))dr
R" 0

La boule ouverte de rayon 7 differe de la boule fermée par une sphere, image de la sphere unité

par une homothétie, donc négligeable. Ainsi, }ln{:t:l <r }} =r* V¥V, et
+oo

72 = Vo f 2 rntle—r? gr.
0
3. AveC ¢ — rd,0na du = 2r dr et
+oo +co
,."2 n n™/2
9 prtle—r gr = T U gy = (5 + 1)- Donc ¥V = I’(% n 1)-
0 0
e AT
Vérifions avec P(%) = ? I'2) =1 et P(%) = STJ_ Ontrouve V1 = —? =2,
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32 qar

Va=me Vy=3am =73

, Ce qui est cohérent.

4, Pour 1x1 <1 ,onécrit |¢)2 = 2t 1t < |z dt. Par Tonelli,

-(:."e""‘--..__:'l—l

1 1
f|x2dx=f2t/\n({t<|a:g1})dt=[Qtvn(1—t”)dt=vn(1—ni2).
5, 0 0
T
Donc f 12 dr = ﬂ+gvn.Pour n = 3, on retrouve gx 43—’” = 45—”T,commeé
By
I'exercice 15.

Point de méthode : écrire une fonction radiale comme une intégrale d'indicatrices de boules (« formule
du gateau ») ramene tout calcul a la mesure des boules.

Corrigé de I'exercice 24 : Probleme : fonctions Gamma et Béta,
aire des boules de ["p

Partie A.

1. Lafonction ¢ — za—1(1 — 1}5_1 est continue et positive sur ]D, 1[ . Au voisinage de (0, elle
est équivalente 8 +a—1, intégrable car a — 1 >> —1.Au voisinage de 1, elle est équivalente a
(1- t}b_l , intégrable car & >0 .Donc Bfa,b) est finie.

2. L'application 1/ est ¢1.Pour s>>0 et 0 <t <1,lesdeux coordonnées st et
5(1 — t:l sont strictement positives. Réciproquement, pour =, % >0, lesystétme st = x,
s(1 —t) = vy aluniquesolution 5 = =z +y, = ny ,quiest ¢71.Deplus,

J¢(3,t)=det(1lt 5 _3)=—st—3(1—t)=—s,

]

Ainsi, ' estun ('l -difféomorphisme et |J¢{5, t)| = s.



_ —1 gb—1 o~z + v)
3. Par Tonelli, r@r) = ff Y € dz dy . On applique le
]D, +oo|:2

changement de variables (z, ¥} = (s, t) :

+oo 1
I'a)I'(b) = / fsa+b—2 ta—1 (1 - t)b_l e 5 s dt ds.
0 0

+oo 1
Par Tonelli, I'intégrale se sépare en f gatb—1 o—s5 = v f ta—1(1 — t}b_l d+ . Donc
a

r@Ir() = I'a +b) B, b). ’

4. AveC ¢ — gin4 w. uE]D,%[,ona di = 2sinucosu du et

a2
JE(1 —t) = sin u cos u . Donc B(%! %) — f 9 dw — 4 - La question 3 donne alors
0

2
j"(%) = F{l} a = 4 . Comme P(%)}D, B(%: %) = 7 et P(%) = 7, ce qui

redonne l'intégrale de Gauss.

1
soone [ =9 dt = B(}) - L0 o r(3)=4r())=F o
0

1
I'(3) = 2. Donc f,,."t(l —t)dt = % Géométriguement, y = \/t(1 — £} équivauta
0

PP i
, Soit g -

[l |

2
(t _ %) + yE — % avec Y = 0. C'est I'aire d'un demi-disque de rayon

Partie B.

1. L'ensemble K p est symétrique par rapport aux deux axes. Les axes étant négligeables,
Ap = 4 2y(KpN [0, +oo[?). Pour © € [0,1], la section verticale de ce quart est

1
[[j] (1- Q;P:,lfi'f’] , etelle estvide pour x >1.ParTonell, Adp =4 f (1- 1;1'-”:,”1’-” dr -
0

1_ 4 -
2. Avec a::tlfi'ﬂ,ona dr = = ¢P d+ - Ainsi,

=1l
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41 p—1 5 4 1y _ 4 7)1+ )

Ap-p/tp (1—t)pdt=pB(pﬁl+p)=F 3

r(1+3)
0
1 (1 1 4 r(1+3)
Or —I’(—) = 1"(1_|_—).Donc Apy = ——— .
r r r r F(1+%)
2
3. Pour ® = 1, on obtient % — % — 9 : c'est I'aire du losange de sommets (£ 1,0} et
2
(0, £ 1).Pour p = 2, on obtient % — 4 : C'est l'aire du disque unité. Enfin, par

continuitéde I" en 1,avec I'(1)=1, Ap — 4 quand p —+ +coO. Cestl'aire du
carré [—1, 1]2 , boule unité de la norme infinie, vers lequel les boules K p se rapprochent.
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