Exercices de maths sup

Fractions rationnelles

Exercice 1 : PGCD par l'algorithme d'Euclide

Onconsidére A = X+t 4+ X34 92X2 4+ X +1et B= X319X219X%X +1 dans
R[X].

1. Effectuer 'algorithme d'Euclide et en déduire 4 A B.
2. Donner deux polynémes UF et ¥V telsque AU + BV = A A B,

3. Factoriser A et B dans R[X],puisdans C[X], et retrouver le PGCD.

Exercice 2 : Relation de Bézout et ses solutions

Soient A = (X —1}2 et B = X241dans R[X].

1. Justifierque A et B sont premiers entre eux.
2. Déterminer deux polynémes U et ¥ telsque AUpg+ BV =1,

3. Al'aide du lemme de Gauss, déterminer tous les couples (U, V) € IR[X]2 tels que
AU + BV =1.

4. Montrer qu'il existe un unique couple solution avec deg I/ <2 et deg ¥V <2,
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Exercice 3 : Un polynome et sa dérivée

Soit P € C[X] non constant.

1. Montrerque P et P’ sont premiers entre eux si et seulement si toutes les racines de P
sont simples.

2. Pour m > 1 ,montrerque X ™ _ 1 etsa dérivée sont premiers entre eux.

3. Déterminer p a P/ pour P = X3 _-3X +2.

Exercice 4 : PGCDde X" m—-1etX"n-1

Soient "M et 7 deux entiers naturels non nuls, et d = pgcd(m, n).

1. Montrer que si deux polynémes de E[X] sont scindés a racines simples, leur PGCD est le produit
des X —a,ou G parcourtleurs racines communes.

2. Déterminer {XG —1) A (Jf'i -1).

3. Soit z € C.Montrerque z"™ — let z™ = 1 sietseulementsi zd — 1.0On pourra
utiliser une relation de Bézout entre #1 et n.

4. En déduire que I:Xm — 1A {Xﬂ -1) = xd_1.

Exercice 5 : PPCM de deux polynomes

Soient A4 — X3 _X et B = X34+ x2,

1. Factoriser A et B en produits d'irréductibles de R[X].



2. Endéduire A A Bet AV B.

3. Vérifier la relation I:A A B:l {A 1% B} = AB .

4. Déterminer tous les polynémes P de degré au plus 5 divisibles a la foispar 4 etpar B.

Exercice 6 : Lemme de Gauss et divisibilité

Onnote 4 — Egéﬂfg :

1. Soient A, B, C € K[X]avec AAB =1, A|C et B|C .Montrerque AB|C.
2. Soient @, b,c € N.Montrerque X2 4+ X 41 divise X3a  x3b+1 1 x3c+i,

3. Vérifierque X* 4+ X241 = {Xg +X +1) {Xg — X +1) et que ces deux facteurs sont
premiers entre eux.

4. Montrerque X% 4+ X2 41 divise @ = X124+ X% 4 X2,

Exercice 7 : Factorisations classiques

1. Factoriser X% 1+ 1 dans C[X], puisdans R[X].
2. Retrouver la factorisation réellede X% 41 enécrivant X% 41 = (X2 + 1}2 —9X<.
3. Factoriser X% 4+ X2 11 dans R[X] parla méme astuce.

4. Factoriser X3 4+ 8 dans R[X] etdans C[X].

Exercice 8 : Factorisationde X5 —1etX"6 +1
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Onnote ., — EQWﬁ . La figure ci-dessous représente les racines cinquiemes de I'unité.
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1. Ecrire la factorisationde x5 — 1 dans R[AX] al'aide de .;;os%"r et cost—ﬁ :

2. Enposant g = ﬁcos%ﬁ et § = Zcos%,calculer a + b et gb enidentifiant les
vE—1
i

coefficients. En déduire .;OS%’T

3. Ecrirealors X5 — 1 comme produit d'irréductibles de R[X'] a coefficients explicites.

4. Factoriser X6 11 dans R[X].



Soit P = X% _3Xx34+6X2_9X +5.

1. Calculer P(z) . Que peut-on en déduire pour P{—z) ?
2. En déduire que x4 -+ 1 divise P, et calculer le quotient.

3. Factoriser P dans R[X] puisdans C[X].

Exercice 10 : Polynomes réels positifs

Soit P € R[X] nonnultelque Pfx) = 0 pourtoutréel =.

1. Montrer que le coefficient dominant de ' est strictement positif et que chaque racine réelle de
P est de multiplicité paire.

2. En utilisant la factorisation de P dans C[X ], montrer qu'il existe ¢ >0, § € R[X] et

T € C[X] telsque P = ¢ §27 T ,0u T désigne le polynéme dont les coefficients
sont les conjugués de ceux de T .

3. Enécrivant T = A +2B avec A, B € R[], montrerque P estla somme des carrés
de deux polynomes réels.

4. Ecrire explicitement x4 + 1 comme somme de deux carrés de polynémes réels.

X3 _3ax +72

1. Soit F' = . Mettre F' sous forme irréductible, puis donner son degré, sa

X3 - X2 - X +1
partie entiere, ses zéros et ses poles avec leurs multiplicités.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

R
X241

. aXY 4+ X341
2. Soit —
ot & X241

avec deg R <2,

. Déterminer la partie entiere de (& etécrire G = £ +

3. Déterminer les poles de ' dans C, puis la limite de G(x) — E(z) quand £ — 00 .

Exercice 12 : Eléments simples, péles simples

Décomposer en éléments simples dans R{X) :

_ X%2+1 ,
L F=sx_noc+n
_ X3 .
2 G=x—Hx—9°
_ 1 A . 1
3. H = ¥I_34 , et en déduire une primitive de = — 77— 4 Sur 12, ool .

Exercice 13 : Eléments simples, poles multiples

_ 1
T(X —DAX +1D

1. Décomposer £ en éléments simples.

2
2. Décomposer & = U{Xﬁ enposant ¥ = X —1.
X+1
7 H — 712 .
3. Decomposer Y2(x —1)2 (X — 1)2 en éléments simples.

Exercice 14 : Décomposition sur C puis sur R

Onnote 5 — odm/3



en éléments simples dans  C(X}.

, 1
1. Décom r —s —
ompose Y3 _1

2. En regroupant les termes conjugués, en déduire la décomposition dans R{X ).

3. Décomposer de méme dans C(X) puisdans R{X).

X
XE_—1

Exercice 15 : Facteur irréductible au carré

1
X(x24 1%

Soit £ =
1. Justifier la forme de la décomposition de  F' dans R(X).

1

2. Calculer le coefficient de % , puis simplifier F — 5 pour obtenir la décomposition compléte.

1
Lo - r
3. En deduire une primitive de (22 + 1) sur ]D, —|—r:c::u[ .

Exercice 16 : Calcul d'une intégrale

1
On veut calculer J = f 1 j_ﬂa , aire représentée sur la figure ci-dessous.
0
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1. Décomposer X31+1 en éléments simples dans R{X ).

L, o 1
2. En déduire une primitive de ¢ — 775 sur ]-1, 4oo] .
3. Calculer I.
I
4, Déterminer la limite de dt uand T — oo
' 1+¢3 9 '
]

Exercice 17 : Dérivées k-iemes

1. Soit f(x) = 3:21_ 7 - Calculer f(k){le pourtout k& € N ettout = ﬁ;‘ {~1,1}.

2. En déduire f(k:'([j},et vérifier le résultat pour & < 2.

3. Soit glz) = . Décomposer & sur C et montrer que

1
rd+1



I:kj{[]} _ { ljlk i [k-l-l]?r

4. Vérifier 'égalité g(r) = 1 — 22 4+ =% — 26 g(r). En déduire g':k:'([j) pour k& < 4 3laide
de la formule de Leibniz, et comparer avec la question 3.

Exercice 18 : Sommes sur les racines avec P'/P

Soit P = X% 4+ X +1,deracines complexes ¥1; L T3,

1. Montrer que les racines de F sont simples.

/
2. Rappeler la décomposition de % en éléments simples.
3

1 ! . . - .
3. Calculer Z T, de deux fagons : avec % puis avec les relations coefficients-racines.
k=1

3
4. Calculer Z 1
k

=1

3
. 1
puis 7

Exercice 19 : Sommes sur les racines de l'unité

Soit 7 > 2 et mk:ggékﬂf” pour 0 <k <mn-—1.

n—1 1
1. Calculer § = .
g[j 2wy

2. On pose =14+ X +...+ X"1 Déterminer les racines de &', puis calculer
1

r- 5

3. Pour & € R non multiple de 24 , montrer que
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n—1
4. En déduire Z c:otk%r , et vérifier la cohérence avec la question 2.
k=1

1. Soit F' € C(X) et a € C quin'estpas polede F'.Montrerque @ n'estpaspolede f/

2. Soit @ unpblede F dordre m = 1.Montrerque @ estunpélede F/ dordre m +1.

3. En déduire qu'il n'existe aucune fraction rationnelle F' telle que = % .

4. Montrer que la fonction ln ne coincide sur aucun intervalle ], B[ C |0, 4oo[ avec une
fonction rationnelle.

Exercice 21 : Probleme, une famille de fractions et des sommes télescopiques

. 1
Pour n € IN,onpose F, = XX +0X+D...(X+n)

1. Déterminer les poles de F',, et leur multiplicité, ainsi que la partie entiére de F'y, .

T
2. Montrer que F'J‘l = oy Z X—-Fk‘

3. Pour m > 1,enconsidérant zF,(x) quand x — 400, retrouver
n
Efny _
> (%) =0
k=0

i I:—l:lk
4. En évaluanten X = 1, calculer Z m(iﬁ.) )

5. Montrerque F(X)—Fo(X +1) = (n + ) F,11(X) .



N
6. En déduire, pour tout m = 1, que la suite Z le:p:l converge, et que sa limite
=1
N

>1
! =

-l

vaut
o 1

7. Expliciter le cas . = 2 :décomposer F'y et calculer pzlm .

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en maths sup

Le cours : fractions rationnelles, cours de maths sup

A maitriser avant : Polyndmes : division euclidienne, racines, interpolation, Arithmétique dans
['ensemble des entiers relatifs

Chapitre précédent : Polynomes : division euclidienne, racines, interpolation

Chapitre suivant : Relations de comparaison : domination, équivalents

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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