Corrigés des exercices de maths sup

Fractions rationnelles

Corrigé de I'exercice 1 : PGCD par l'algorithme d'Euclide

1. Ondivise d'abord 4 par E .Le quotient commence par X , et
XB=X%42X342X24+X lireste A -XB=-X3+4+0X24+0X+1.
Ensuite, onajoute B : — X34+ 14+ B = 2X2 4+ 92X + 2. Ainsi,

A=(X-1)B+2(X?+X +1)

On divise ensuite B par ce reste. Or
{XE + X +D(KX +1) = X319X219X +1 = B, donc le reste suivant est nul. Le
dernier reste non nul est Z{XE + X + 1} , que I'on rend unitaire. Donc

ANB=X44+X+1.

2. La premiere division donne directement Z{Xg + X + 1} = A - {X — I}B . En divisant par
2, on obtient une relation de Bézout. On peut prendre 7 — % et V = —%(X — 1}.
3. Onadéja B = (X +1)(X2%+ X +1).Deplus,
(X24D)(X24+ X+ =X+ X3 42X2 4 X 41 = A . Lestrindmes X2 41
et X2 + X 1+ 1 ont d_es discriminants —4 et —3, donc ils sont irréductibles sur [ . Dans
C[X], avec 4 = e2¥m/3  on obtient
A= (X =X +i)(X —§)(X =), B=(X+1X - 5H(X—-J)

Les racines communes sont  § et 5 , toutes simples. On retrouve
AANB=(X-(X-7)= X2+ X +1.

Corrigé de l'exercice 2 : Relation de Bézout et ses solutions

1. Laseuleracinede A est 1,etlesracinesde B sont 3 et —z.Ces polyndmes n'ont donc
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aucune racine complexe commune. Par conséquent, 4 et 2 sont premiers entre eux.

2. On applique I'algorithme d'Euclide. D'abord, 4 = X2 — 2% 4+1,donc BE=1-4A42X.

Ensuite, A = 2.X - (% — 1) -+ 1. 0On remonte alors les calculs :

1=4-2X($-1)=4-B-4)F-1)=4-5-BF-1)

Vérifions : %{Xﬁ —2X 4+1) - (X2 4 1}(% — 1) vaut
X3 X X3 X insi _ X _1_X
T_X2+§_T+X2_E+1 = 1.Ainsi, Up="7et Vyg=1-7%.

3. Soit {{J; V') une solution. En soustrayant,ona A(U —Up) = B(Vg—V).Donc A
divise B{(Vo—¥).Comme A A B =1,lelemmedeGaussdonne A |Vgy—V¥ .0n
écritalors V' = Vg — AW avec W € R[X].Enreportant, A{UF —Ug) = ABW et
comme A ?é 0, U =Up+ BW | Réciproquement, ces couples conviennent, car

A(Ug+ BW )4+ B(Vg— AW ) = AU+ BV = 1. Les solutions sont les
T+ (X2 40w,

,avec W € R[X].
-5 (X -1)*W

couples

1

4.5 W ?é 0,alors deg(BW) > 2 et deglUp = 1,donc deg @/ = 2. Ainsi, la condition
deg U <2 impose W = 0.Danscecas, V = 1— % est bien de degré 1. Le couple

(%! 1-— %) est donc I'unique solution de degrés strictement inférieurs a 2.

Point de méthode : pour résoudre AL" + BV = 1, on cherche une solution particuliére par
Euclide, puis on applique le lemme de Gauss a la différence de deux solutions, exactement comme pour
I'équation aw + bv = 1 dans 7.

Corrigé de I'exercice 3 : Un polynome et sa dérivée

1. D'aprés le cours, P et P’ sont premiers entre eux si et seulement s'ils n'ont aucune racine
complexe commune. Or une racine commune & vérifie Pla) = P’;(a} — (. Autrement dit,
c'est une racine de P de multiplicité au moins 2. Réciproquement, une racine multiple de P
annule P’ .Donc P A P’ — 1 sietseulement si toutes les racines de I sont
simples.

2. Ladérivéede x™ _1 est y X m—1, dont la seule racine éventuelleest 0.Or 0 n'est pas



racinede X ™ _ 1. Ainsi, ces polyndmes n'ont aucune racine commune. Donc X" _ 1 et
X "—1 sont premiers entre eux, et les racines 7 -iémes de I'unité sont simples.

.Ona P()=1-34+2=0e P =3X2_-3= 3(X — 1)(X +1). Par division, on
obtient P = (X —1)(X2 + X —2) = (X —1)*(X +2) . Les racines communes & P
et P/ sontdoncréduitesd 1,car P(—1) = 4+ 0 .Deplus, 1 estracinesimplede p’
. Le PGCD unitaire estdonc X —1.Ainsi, p A P/ = X —1.

Corrigé de I'exercice 4 : PGCDde X" m —-1etX*n -1

. Notons ¢ l'ensemble des racines communesde A4 et B, et D= I;Ié}f—c}.
C

D'abord, les _X — ¢ sont premiers entre eux deux a deux et divisent 4 .Donc I} divise 4,
et de méme I divise B .Ensuite, soit £ un diviseur commun unitaire. Il est scindé dans

C, et ses racines sont des racines communes. De plus, elles sont simples dans L}, car elles le
sontdans A .Parconséquent, LJ{ estun produit de facteurs X — ¢ distinctsavec ¢ £ C
,etildivise I}.Donc 4 A B = .

. Lesracinesde x4 _1 sont 1,—1,%,—2.0r 16 = {_1}5 — 1, tandis que
.6 — {-g’}e — —1 . Lesracines communes sontdonc 1 et —1. Les deux polynémes sont

scindés a racines simples (exercice 3). D'apres la question 1,
(X6 DA (XxE-1)=Xx2-1.

. D'aprés le théoréme de Bézout dans #, il existe u, v € £ telsque wum 4+ vn = d .Si
z™M = zM™ = 1,alors =z ?é 0et zd = (zm}u (zﬂ)v — 1. Réciproquement, si zd — 1,
comme ¢ divise ™ ,ona ™M — (zd}m d _ 1,etde méme z"™ = 1. Ainsi,

2™ = z" =1 équivauta xd — 1.

. Les polynémes X "™ _1 et x™ — 1 sontscindés a racines simples. Par la question 3, leurs
racines communes sont exactement les racines ¢ -iemes de I'unité. Le produit des X — w, pour
wd = 1,vaut xd _1.Parconséquent, (X" — DA (X" -1)=Xx™" " _1,

Corrigé de l'exercice 5 : PPCM de deux polynémes
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1. On factorise directement: 4 = X{XE —)=X(X -1)(X 4+1) et B= XE(X +1).
Ces facteurs sont tous de degré 1, donc irréductibles.

2. Comme dans £, le PGCD prend chaque irréductible commun avec le plus petit exposant, et le
PPCM avec le plus grand. Donc A A B = X(X +1) et
AV B=X3X-D(XxX4+1)=x%_x2,

3. Dunepart, AB = X3(X —1)(X +1)?. D'autre part,
X(X +1)- X2(X - D(X +1) = X3(X - (X +1). La relation
(AN B)(AY B) = AB est vérifiée, les deux polynémes étant unitaires.

4. Les multiples communsde A et B sontexactement les multiplesde A4 % B, de degré 4. Un

tel multiple de degré au plus 5 s'écrit donc {X4 — XE}R avec deg H < 1.Les polynémes
cherchés sontles (o X + B)( X% — X2), avec o, 8 € R.

Corrigé de I'exercice 6 : Lemme de Gauss et divisibilité

1. Ecrivons € = ACq . Alors B divise ACq{,et B A A = 1.Lelemme de Gauss donne
B|Cy,donc C1 = BCq.Ainsi, C = ABCgy et AR divise C .

2. Notons P = X3a 4 x3b+1 1 x3ct+2 Comme jB —1,0na
P(y) = 1-|-j'—|-:;r'2 — 0. De méme, 53 — 1, donc PG:‘ — 1_|__E_|_52 — (. Ainsi,
X — 7 et X —y divisent P .llssont premiers entre eux, car 7 ?é 7. D'aprés la question
1, leur produit divise P .Donc X2 4+ X +1 = (X — §)(X — 7) divise P.

3.0na (X2414X)(X2+41-X)=(X2+41)* - X2 = X%+ X2 41.Lesracines
de X2 4 X 41sont jet j.Cellesde X2 _ X 41 sontleursopposées —7 et —j
,car z2 4z 4+1 = 0 équivauta (—3}2 — (—2) +1 = 0. Ces ensembles sont disjoints.
Donc les deux facteurs sont premiers entre eux.

4. Ona ¢ = x3-4 —I—XB'1‘|'1—|—X3"3‘i‘2 . Par la question 2, on peut écrire
QX)) = {XE + X + 1)S(X).Enremplacant X par —X ,etcomme & estpair, on
obtient QX)) = (XE — X +1)S{—X) .Ainsi, X2?_ X 41 diviseaussi € .Parles
questions 1et3, X< 1 X2 {1 divise & .



Corrigé de I'exercice 7 : Factorisations classiques

1. Lesracinesde X% 41 sontles z telsque % — _] — etm. Ce sont donc Efﬂf‘i,
EB'E.TT.-"II%, E—S'E.’ﬂ',-""i et E_—-z'?rJ."'&.AinSi,
X441 = (X — e”M)(X _ e_”M)(X _ 63”/4)()( _ e—3m/4)‘

On regroupe ensuite les paires conjuguées, comme le montre la figure ci-dessous. On utilise
(X —e®) (X —e—) = X2 _92cosf X +1.Donc
X441 = (X2 -VIX +1)(X2%24+VIX +1) dans R[X].

edin4 einl4
L ®
g 05
rU -" \\\
£ \
2 |
£ 0.0 i
) \
-4: \ I
h ‘\.
(© \ /
Q— _0.5 7 \\\ J-fl
e—sm,w:.\ /.’ e —in/4
—~1.01
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-1.5 -1.0 -=0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
partie réelle

2.0na (X724 1}2 —9X?2 = X*T+9X2 41 -92X2= X% 1.Cestunedifférence de
deux carrés, donc X+ 4+ 1 = {XE +1-V2X) I:j‘f2 +1 4 V2X) . Les deux trindmes ont
pour discriminant 2 —4 = —2 < 0. On retrouve la factorisation en irréductibles de la
question 1.

3. De méme, (X2 4 1)2 ~ X2 =x% 1 x% 41 . Donc
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Xt xd 41 = I:j‘f2 - X471 {Xg + X +1). Les discriminants valent —3 . Cette
écriture est la factorisationde X% + X2 |1 dans R[X].

4. Comme —2 estracine, ondivise: X3 18 = (X +2) I:Jf2 —2X + 4). Le trinéme a pour
discriminant 4 — 16 = —12 < 0, et ses racines sont 1 = 43 . Dans R[X],
X348 =(X+9)(X2-2X +4);dans C[X],
X348 = (X +DX —1-/3N(X —14/3).

Corrigé de I'exercice 8 : Factorisationde X5 —1et X6 + 1

1. Lesracines sont 1, w, mg, w3, w?,avec pd = et w3 — 2. En regroupant les paires
conjuguées :

X5 —1 = (X —1)(X2— 2cos¥X +1)(X2 — 2cos¥EX +1).
Les deux trindmes sont irréductibles, car |2cosf| < 2 donne un discriminant

deosf —4 <0,

2. Onsaitque X°—1 = (X —1}{}(‘1 TN CENY ¢ N g + 1) . Parintégrité de  R[X],
I:j‘f2 —aX —|—1}|':j‘4f2 —bX 41 = X%+ X34+ X214 X +1.0rle produit de gauche
vaut X% — (@ —|—b}X3 + (2 —I—r:;b)XE — (@ + b)X + 1. Paridentification, a +b = —1 et

ab = —1.Ainsi, a et b sontlesracinesde #2 4 ¢ —1,a savoir % V& or

. ECOSES >0, car % 7 Donc g = 52_1' et § = L 5 ° . Par conséquent,
dmr _ W5 —1

cosg = g

3. On reporte ces valeurs dans la question 1. On obtient

x5 -1 = (x - )(x2 - By 1) (x2 + 158y 41).

4. Lesracinesde X6 41 vérifient »6 — gt . Cesontdoncles H2K+1)m/6, pour
0 < k < 5. Les paires conjuguées correspondent aux angles :I:%, :I:% et :I:%‘T . Or
Ecos% =3, Ecos% = 0 et Ecos%ﬁ — /3. Vérifions enfin :
(X2 -VBX +D)(X2 43X +1) = X% - X2 41, et

(X241)(X%*- X2 4+1) = X541 . Donc
X641 = (X2 4 D)(X2-VE3X 4 1)(X24+V3X +1).



Corrigé de I'exercice 9 : Factorisation a partir d'une racine
complexe

1.Ona 42— _1, 3= _;et ;4 _—1.Donc P)=14+2:—-6—-2:+5=0.Comme
P est a coefficients réels, P(—i) = P(z) = P() . Ainsi, P@) =0 et P(—) =0

2. Les polynémes X — 3 et X -+ 2 divisent P et sont premiers entre eux. Leur produit
x4 -+ 1 divisedonc P . La division euclidienne donne ensuite le quotient. En effet,
(X2 4+D)(X2-2X +5)= X% -2X3 4+ 5X2 4+ X2 _-2X +5 = P.Lequotient
est X4 _2X +5.

3. Le discriminantde X2 _ 9 X + 5 vaut 4 — 20 = —16. Sesracines sontdonc 1 4 23z, etil
est irréductible sur [k . La figure ci-dessous place les quatre racines de P , par paires conjuguées.
pans R[X], P = (X2+4+1)(X%2-2X +5).pans C[X],

P = {X—ﬁ}{X—I—z'}{X—l—Zi}(X—l—I—Zﬁ}.
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Corrigé de I'exercice 10 : Polynomes réels positifs

1. Notons d = deg P et @4 son coefficient dominant. Quand = — +oo, P(x) alesigne
de @q,car Plz) = ayz9(14o(1).comme P > 0et ay+ 0,onobtient &g>0.
Soit ensuite @ une racine réelle de multiplicité 7. . On écrit P = {X — a}m R avec

R{a) ?é 0. Par continuité, R garde un signe constant au voisinage de & .Si m était impair,
(x — a}m changerait de signeen @, donc P aussi: c'est absurde. Ainsi, @7 >0 et
toute racine réelle est de multiplicité paire.



2. Les racines non réelles vont par paires conjuguées de méme multiplicité. On note {1+ = €5

celles de partie imaginaire strictement positive, de multiplicités 11+ - = v |, Les racines réelles
P‘k
%L ont des multiplicités 2#;; Onposealors ¢ = &g, S = H (X -a :'
— — e Y2 _
T = H ':X z_’}:l . Dans ce cas, H {X = :' . La factorisation dans
1

C[X] s'écritalors p — - §2 7 T ,avec c>0 et § réel.

3. Ecrivons T = 4 4+ :B,ou 4 et B sontles polyndmes réels formés des parties réelles et

imaginaires des coefficients. Alors 7@ — 4 _— ;B,donc TT —= A2 + B2 . Par conséquent,

F=c SQ{AE + BE} .Ainsi, P = (v SA}E + (ve ,‘S'B:l2 est une somme de deux
carrés de polynomes réels.

4. Pour X% 41,0na c =1, §=1le T = (}{ _Eéﬁf‘&}{x _EB”M) . La somme de
ces racines vaut 2@ , et leur produit gt — —1.Donc T — X2 _ /3% —1,puis
A=Xx2_1et B=_yIx. Vérifions: (X2_-1)24+2X2= X%41.Ainsi,
xt 41 =(x2-1)% 4 (vax)?.

Corrigé de I'exercice 11 : Forme irréductible, degré et partie
entiere

1. D'abord, X3 —3X +92 = (X — 1)3(}{ + 2) , car 1 estracine double (exercice 3).
Ensuite, X3 - X2 - X +1=X3X-1)-(X-1) = (X - 1)3@{ + 1) . On simplifie

par (X — 1}2 . P = 31{(—::__‘;’3 ,avec X + 2 et X 41 premiers entre eux. Le degré vaut
_ . L - X 42
1 —1 = 0.Deplus, =14+ X + 1 , donc la partie entiére est 1. Ainsi, F —= X1’

de degré 0 et de partie entiere 1, avec un zéro simple —2 et un pole simple —].Le
réel 1 n'est ni zéro ni pole.

2. On effectue la divisionde 2X% 4+ X3 1+ 1 par X2 41.lequotientest 2X2 + X — 9 et
lereste —X + 3. En effet, (EXE + X - 2}{1’3 +1) = 2X% 4+ X34+ X — 2, eton

ajoute 3 — X .Donc &G = EXQ—I—X 2+
E=2X24+X-2.

XZ 11 de partie entiere

3. Les racines de X2 +1sont +3.0r 33—z ?é 0et 3412 ?é 0, donc le numérateur ne
2—
T2 +1
—1.Les polesde (i sont ; et —i,simples, et G(r) — E(r) — 0 quand

r — oo,

s'annule pas en - z, et la forme est irréductible. Enfin, G{ﬂ?} — E{:J:} = est de degré
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Corrigé de I'exercice 12 : Eléments simples, pdles simples

1. Ledegréde F' est —1, donc sa partie entiere est nulle. Les poles 0, 1 et —2 sontsimples.

On multiplie par chaque facteur, puis on évalue. En 0 : % = —% .En 1 :
2 _ 2 . 5 _ 5 A _ : 1Y —
1- =3 —2 . (_2)(_3:' = 5 .COh;rOIe en _XE— —]_ . FI: ].:l = ]., et
1 1,5 L
7—3tg=1.Donc F=—+tam—Hte5x 1o

2. Ici deg G = 1.ladivisionde X3 par X2 —3X + 2 donnele quotient X + 3 etle

3 3
reste TX — 6. Pourles poles simples:en 1, 11_—2 = —1;en 2, % — 8 . Vérifions :
1 8 X —6 1 B
X1t X 3T XX —p P G=X+3 -5 q+x_3
3. Les poles - 2 sontsimples. En 2, le coefficient vaut ﬁ = % eten —2,ilvaut
1 1 1 1 1 o
—5—5 = —3 -Donc H = @(X 5 - % r 2) .Sur ]2, +oo[ , les deux quantités
r —2 et x + 2 sont positives. Une primitive est 1+ — %lni ; %

Corrigé de I'exercice 13 : Eléments simples, pdles multiples

1. La décomposition a la forme chl— + Xﬁ_ 1 +

Y
: 1 (X — 1%
simple —1: o = —) = Z . On multiplie ensuite par (X — 1}2 eton évalueen 1 :

T:%,Enﬁn, zF({x) + 0en 4oo,donc o+ =0 et Jfﬁ:_%.Controleen 0
1 1 1

_ 1,11 _ _
FO) =1let g4+3+5=1-Ponc F =35 5530 —1) T o — 12

sans partie entiere. Pour le p6le

2. Avec ¥ = X —1,0ona X2= (¥ +1)2 = ¥242Y +1.Donc

Y 42y +1 01 02 1 G = -1 2 1
G = 73 _Y_|_Y2_|_Y3.Aln5|, X_1+(X—1)2+(X—1j3'
nerche H = &5 + % + —5— + %7 . D'abord tipli 2
3. On cherche = ¥2TX (X—l)g 3 — 1 - D'abord, en multipliant par X < eten
évaluanten 0 : a:%:l.Deméme,en 1: .«;:% 2. Ensuite, H(z) — 0

==

] [:].AVGC |"_,!r — —b,on

dla

donne b +d = 0.Enfin, H{-1) =0 donne a —b +



obtient %_%:D,donc b=3 et d= 3. Contrbleen 2 : H(2) = 7, et
1 3

d
1 3
@—|—§—|—2—3:%.DOHC H:F‘FE‘F

Point de méthode : apres une décomposition, un contréle en un point non utilisé colte quelques
secondes et détecte presque toutes les erreurs de calcul.

Corrigé de I'exercice 14 : Décomposition sur C puis sur R

1. Les poles 1, 7, jg sont simples, et la partie entiere est nulle. Le coefficient en @ vaut

1 L D 1 1 1 J J
3 — — - N

2.0na j2=17, 47 =—let |j|2:1.Donc

i3 _ DX 2% _x-2
A X2+ X +1 X2+ X+1
Contrdle: (X2 + X +1)— (X +2)(X - 1) = 3.Donc
1 1 X432
Xi—1 73X —-1) X+X+1)°
3L o X IR T - a1
. Les poles de Y& 1 sont 1, —1,%, —¢, simples. Le coefficienten @ vaut 43 = 33 |
vaut donc %en +1 et —% en ++.Dans C(X) :

X _1 1 . 1 _ 1 _ 1
Xt - AX It X I TX i T X i)
Ensuite, Xl_i;—I—XI_I_i;:X%:E_l.Donc,dans R(X),
x T a7 177 x
XE—1 74X -1 "4+ x4+

Corrigé de I'exercice 15 : Facteur irréductible au carré
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1. Ledegréde F' vaut —5,donc la partie entiére est nulle. De plus, X et X< + 1 sont

irréductibles dans R[X ], avec des multiplicités 1 et 2. La décomposition a donc la forme
bX + ¢ dX +e

% + X241 + (X2 4+ )2 avec des coefficients réels.
2. Le p6le 0 estsimple, donc @ = (0—&1)2 1 . Ensuite,
= L:1—(X2+1)2__X4 2X2 _X(X?+72)
X7 X(X2+1)?2 T xX(x2%2+41)° (X2 4+ 1)*
1 X Y
or X2 4 { —|—1}—|—1,donc F—IZ—X2+1—(X2+1)2.Ainsi,

L X X
X X241 (xX241)%

F =

3. Sur ]D, —|—CO[ , % a pour primitive ln x . Ensuite, 2 4 1 apour primitive iln{gﬁ + 1:1 .

Enfin, la dérivée de vaut m . Par conséquent, _(:rg + 1)2 a pour primitive

_1
X i 41 . .
Azl +1) Une primitiveest © — Inx — Eln(:ﬁg + ].:l + A2+ 1)

Corrigé de I'exercice 16 : Calcul d'une intégrale

1.Ona X3 41= (X +1) I:j‘f2 — X 4+ 1), etle trinbme a pour discriminant -3 . La
X
décomposition s'écrit donc 57 _|_ i —|— ’8 e En —1: o = %,puisque Q’{—l} = 3.

—X+1
Ensuite, zF(x) — 0 donne of—l—,B—D,donc f=—-32Eh X=0:1=a+7,

donc 7y = 2 . Controle : I:_X_g X+ 4+ (X +1)(2-X) = 3.Donc
1 1 + —X 42
X341 73X +D XX +1)°

Cadf=—

2
2. On écrit —g:+2——%(2;p—1)+%.Deplus, $2_$+1=($_%) _|_%.Ainsi,

_dz 2 2r—1 1 . e
( 1)2 3 = @a,rcta,n a7 En regroupant, avec le facteur 5 © une primitive sur
r—

—1, +oo[ est F(x) = ln{;t: +1) - %ln{$2 —o 41+ %arctanhﬁ 1

3.0na #(1) = TE 0+ = u,— 5 et #[0)=0-0- u,— 5 Par différence, on obtient la valeur.
T

La figure ci-dessous représente l'aire obtenue et la fonction x© — f 1 . Donc

0

t
4+ ¢
_ln2  w



1.2 f--mmmmmmm - s mmo oo oo -
1.0 A
0.8 - | - 2
 1=~0,836 1+x°
0.6 - [t
; Y=l 5
0.4 = limite 21
: 3v3
0.2
0.0 . . . . .
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

. +1)* "
4. D'abord, %111,:33 + 1:, — %111(1;2 —xz + 1:, — %mﬁ_—mjﬂ. Cette quantité tend vers

1 _ - o
ISln 1 = 0 . Ensuite, le terme en arctangente tend vers 03 Ainsi,

di N | N . 2
f = #(z) — #(0) tendvers 7=+ ¢ 7 . Lalimite vaut % ~ 1,209.
0

Corrigé de l'exercice 17 : Dérivées k-iemes

1 1 1 1 . 1 1 ,
1. Ona 11— 2(&_(_} 1~ 7+ 12, les coefficients valant 5 et 5 - Par récurrence
-1 k!
immédiate, ($ l a — # . Donc

(—1)* k! 1 1
f[kj($} = a ((ﬂ:‘ _ 1jk+1 - (a:. + 1)3:'+1) '

— K (DR kg1 E! E\ si
2. En £ = 0, ontrouve f( ]',:D:, — T((_l:, +1_ 1) — §(—1 — (1) ).SI k est
pair, cela vaut —E;:' etsi k estimpair, celavaut 0.Contréle: f(0) = —1.Ensuite,

o) = 1)2 donc f'(0) = 0.Enfin, f/(0) estladérivéeen 0 de f',soit
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—2

lim m = —2 | Ainsi, f':k)([]} = —kl si [k estpair, et [ sinon.

1 1 9% 11 1 . -
3.0na . — —— = 5 7, donc g(:::}_gﬁ-( ).Enderlvant k fois :

r—t T4z

k
g(k)($) _ =D E 1 . 1
2 \(z - (2 40)fH]
Pour I réel, les deux termes sont conjugués, et z — % = 2:Im =z . Donc
g':k:'{:r,) = (—l}k k! II\.‘lﬁ.j;ﬂ_,_1 .En 0, comme _LE = z,0na

(_E'jj;--pl — Ek—i_l — E'ﬁ(k‘+1)’ﬂ'f2 _Donc g(kj([:]:] _ (_]_}k kl Sin

(k1)
5

4. 0na (1-z242%)(1+22) =145 Donc 1 -22+ 2% = g(x) + 25 g(z), ce qui
donne I'égalité voulue. Par la formule de Leibniz,

k
=8 )P0 = 3 (%)) PO ¢*P©). or, pour p <5, (£6)® samnuleen

_'FI_
0. Ainsi, pour & < 4, g':k:'([:]} est la dérivée k-itmeen (0 de 1 — x2 4 £% .0n obtient
1,0, —2,0,24 . La formule de la question 3 donne sin% = 1, puis —sinm = 0,

Esin%ﬂ— — 9, —fein2mT = 0 et 243111%” = 24 . Les deux méthodes concordent
pour k < 4,

Corrigé de l'exercice 18 : Sommes sur les racines avec P'/P

- 23 :
I _ 2 i £ 2 _ %
1. Ona -P — 3X < +1,deracines :I:E.Or (u@) __Sﬂ.Donc
2

—_— — y L _ L H z . . _i
P(@) =14 ﬂ(u@ u@) , de partie réelle 1, donc non nul. Par conjugaison, P( Jﬁ) ?é 0

.Ainsi, P et P’ n'ontaucune racine commune. Les trois racines de P sont donc
simples.

e

1
X—a:k'

3
2. D'apres le cours, pour un polynéme scindé a racines simples : "5 = Z
E=1

1 P(0) L _
3. On evalue en 0, quin'est pas racine : Z 0— =z, = P) 1. Donc Z T, — —1 . Avec
L k

les relations coefficients-racines, @1 = 0, To = 1 et 0q = -1 or

E ‘T_i: = T{ToTg = T3 = —1. Les deux méthodes donnent
k




Th--

k

1
4.En X =1,ona P(I) =3 et P/(I) = 4.Donc Zl—xk:
k

Cad | e

. Ensuite, on dérive la

I
. B/ 1 Yy # /2 7,
décomposition : (—) = — 5. 0r (i) _ PP =P et P = 6.
2 = St (

PE
1 16 —3x 6 1 4
On en déduit Z(l— %jz = 0 . Donc Z 1—=, = 7 et
k E

1 2
Z (1— %jz — 7§ .Ce nombre négatif n'a rien d'étonnant : deux des racines ne sont pas
k

réelles.

Corrigé de l'exercice 19 : Sommes sur les racines de l'unité

P’ 1
1. Soit P — X ™ _1,scindé aracines simples “gy-- Wy 1. Alors B = Z X =y On
k

! -1
P(2) n2"7 pour mo= 9 , on retrouve

évalue en 2, quin'est pasracine. Donc § —

P(2) ~ 3" —1

L4l

3 3

2.0na X" —1= {X — 1}@. Les racines de €} sont donc les racines de X ™ _ 1 autres que
1,so0it @i+ Wy 1. Elles sont simples, et & estunitaire de degré mn — 1. Ainsi,
Qa" n—1 1
o= kzlx_“"kfn l,ona @(I) =n et
B —1 —1

N =1424+...+(n -1 = ﬂ(ng ) bonc T — ﬂg

3. On factorise par I'angle moitié : 1 — g% = eéﬁﬂ{e—éwg — e"‘:'ﬁlﬁ) = —Zﬁsing eé'ﬁl»"fg.
Comme @ ;ﬁ 2md sing ?é 0 . Donc

1 ; 6—39/2 icos% + sin%

1 —ett ™ 25111% o QSing

-n—1
4. Avec Ig;lzm%ﬁ,pour 1 <k < n-—1,onobtient T:ng_l—k%Zcotk%.Or
k=1
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n—1
T == 2_ 1 est réel. On identifie les parties imaginaires. Donc Z cotk% = (). Les parties

k=1
réelles concordent aussi. Ce résultat se voit d'ailleurs directement, car CDtM

ﬂ = —cot}% :

Corrigé de I'exercice 20 : La fonction logarithme n'est pas

rationnelle

P.-" — F !
Po-ro

@2
dénominateur de la forme irréductible de g/ divise QQ , Quine s'annule pasen @.Donc G
n'est pas polede /.

1. Ecrivons F' = g sous forme irréductible, avec Q@) % 0. Alors F/ =

) F
> Ecrivons P = m avec P{a}% 0 et Ql@l?‘é 0.0Onpose G = @El L4

n'‘est pas pblede & , et G{a} ?é 0. Alors

!
Fle -0 o —mG _— H_ ., H=(X-0a)G —mG
(X . G)m (X N G)m+1 (X N G)m+1 ( )
D'aprés la question 1, @& n'est pas pble de 3/ . Donc @ n'est pas pdle de H , et
H(a) = —mG(a) # 0. Par conséquent, a est un pdle d'ordre exactement m + 1 de
Bl

3. Supposons Pl = % .Alors (0 estun péle simplede F/ .Si 0 n'estpaspdlede F',la

question 1 contredit ce fait. Si 0 estun péle d'ordre . = 1 de F', la question 2 donne un
pble d'ordre m + 1 = 2 pour F' , ce qui est aussi absurde. Aucune fraction rationnelle n'a

donc pour dérivée % .

F
— % pourtout = € ], B[, ot & ne s'annule pas. En dérivant,
, P 1 N A
] N I 4 A
F {3;} sur cet intervalle, avec F' = o Ecrivons alors FV — Y= . Le polyllnome

4. Supposons que In &
1

E -

IN s'annule sur tout I'intervalle, donc en une infinité de points : il est nul. Ainsi, Fl = ¥ ce
qui contredit la question 3. La fonction ]5 ne coincide donc avec aucune fonction
rationnelle sur un intervalle.

Point de méthode : dériver augmente de 1 I'ordre de chaque péle ; ainsi, une dérivée de fraction
rationnelle n'a jamais de pole simple.



Corrigé de I'exercice 21 : Probleme, une famille de fractions et

des sommes télescopiques

1. Le dénominateur est scindé a racines simples 0, =1, ..., —n, et le numérateur vaut 1. Le degré
de F, vaut —(n +1) <0.Les polessont 0, —1,... —7n, tous simples, et la partie
entiere est nulle.

1
2. Le coefficienten —k vaut H(j — k) , obtenu en multipliant par X+ k puis en évaluant en
1Fk
k=1 i )
_k . D'une part, H (7 -k =(-R(-k+1...(-1) = (-1)* &' Dautre part,
tr 7= k k
H (7 -k = (=8 Le coefficient vaut donc I(_l) — (_1,) (” ) . Ainsi,
1 D)
Fon=pi2 X1k °

3.Pour n>1, deg Fly < —2,donc zF,(r) = 0 quand = — oo . D'autre part,

s _“T_ T 1 . En multipliant la décomposition par T et en passant a la limite, on obtient

0= $Zk: (‘U%E).Donc ki:ﬂ':—l:'k(ﬁ;) = 0.

1 1
dm+1) T m+

4. D'un coté, F'J‘?,I:l —1.9..

1 ':_1:'3:?1 L (—1)% n! 1
Fﬂ@'zmk k+l(k)-D°“c k_[jk+1(k):(n+1)!:n+1'

lgl . De l'autre, la décomposition donne

5. On réduit au méme dénominateur X{X +1).. (X +n 4+ 1)

(X +n+1)-X
Fp(X) - Fp(X +1) = X(X+1). (X +n+1)

Donc F,(X)-Fo(X +1) = n4+DFpp(X).

6. Soit mm = 1. La question 5, appliquée avec n = m — 1, donne
Fo.lp = %(Fm_l{p) — Foa_1(p + 1}) . La somme télescope :

N
Zl Fou(p)=m(Fm_1(1) = Fp_1(N +1)).

or Fo, 1(1) = # et Fon_1(N +1) — 0 car deg F',,_1 < 0. La suite converge
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donc, et sa limite vaut

yr -l ”
7. p _ - _ 171 2 1 .
. Pour mn = 2, laquestion 2 donne F'y = ANX X1 +X 7 . Par la question 6,
ZFE(P} (Fl{l) F1(IV + 1)), avec Fy(1) = 5 . Contréle pour N =1 :

113 1 1

-1

3 La figure ci-dessous montre la convergence des sommes partielles vers

12 —
let 1.D lz\?: =3- : de limite
e p(p+1)(p+2) 47 AN + 1)V +2)r € TIMEE g+

I e 1---
0000000000000
. .
0.8 o *
[ ]
°
® F
0.6 - pgN 1(p)
° D Fp)
0.4- p=l
0.2 B T e e e e i e - - - -
' [ |
0.0 T T T T T T T T 1
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12,5 15.0 175 20.0 225

N

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths sup

e Le cours : fractions rationnelles, cours de maths sup


https://mathovore.fr/factorisation-fractions-rationnelles-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/factorisation-fractions-rationnelles-cours-maths-sup

Les énoncés : exercices de maths sup sur fractions rationnelles

A maitriser avant : Polynomes : division euclidienne, racines, interpolation, Arithmétique dans
['ensemble des entiers relatifs

Chapitre précédent : Polynémes : division euclidienne, racines, interpolation
Chapitre suivant : Relations de comparaison : domination, équivalents
Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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