Cours de maths en L2

Formes quadratiques

. Formes bilinéaires et formes quadratiques

Dans tout le chapitre, F désigne un [R -espace vectoriel de dimension finie 7 > 1 . Le produit
scalaire du chapitre sur les espaces euclidiens est un cas particulier d'objet plus général : la forme
bilinéaire symétrique. Ici, on abandonne la positivité. Ainsi, on pourra rencontrer des vecteurs non nuls de
« carré » nul, ou méme négatif.

1. Formes bilinéaires et matrice dans une base

Une forme bilinéaire sur F' est une application &: Ff x B — [ linéaire par rapport a chacune
de ses deux variables. Elle est dite symétrique si  b(z, v} = b(y, £) pourtous x,y € E .

Fixons une base B = (El,. o Eﬂ:l de F . Parbilinéarité, 5 est entierement déterminée par les
74 nombres b'iffi': Ej,':' . On les range dans une matrice carrée.

La matricede ) danslabase B est A = (b(fi‘é, Ej})l < %, ] <m. Si X et ¥ sont
les colonnes de coordonnées de I et ', alors

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

De plus, { est symétrique si et seulementsi A est symétrique.

sur R2,posons b(%,¥) = Ty +3 %Yy +3 2y — 2% Yy . Lecoefficientde Fi Yy
se place en ligne 7 etencolonne 7.Doncla matrice de § dans la base canonique est

+1&3 ) - , ,
([\aa}r.] 3% 9 ) Elle est symétrique, donc & I'est aussi.

2. Changement de base et matrices congruentes

Une méme forme bilinéaire possede une matrice dans chaque base. Cependant, la loi de transformation
differe de celle des endomorphismes.

Soient B et B/ deuxbasesde K ,et P lamatrice de passagede B a RB'.Si A et
A’ sontles matrices de b dans ces bases, alors 4/ — P1 4 P.

Démonstration :

Les colonnes de coordonnées vérifient ¥ — P X' et ¥ — P ¥/ .Parconséquent,
bz, y) = (P X’}T APY"N = x'T(PT A P)Y'. Enfin, une matrice est caractérisée
par ces valeurs pour tous X’, Y/, dou Al=pT a4 p.




Définition :

Deux matrices A, A’ € M, (R) sont congruentes s'il existe P € GLy(R) telle que
Al = PT A p.Cestune relation d'équivalence. Autrement dit, deux matrices sont congruentes
si et seulement si elles représentent la méme forme bilinéaire dans deux bases.

Congruence et similitude sont deux relations différentes. Par exemple, Iy et diag(l, 4) sont
congruentes, avec P = diag(1, 2}. En revanche, elles ne sont pas semblables, car seule I'identité
est semblable 8 [I7. Le rang reste toutefois invariant, puisque P et PT sontinversibles. On
définit donc le rang de § comme le rang de n'importe laquelle de ses matrices.

3. Formes quadratiques et forme polaire

Définition :

Une application g : & — R est une forme quadratique s'il existe une forme bilinéaire
symétrique b telle que g{z) = b(x, £) pourtout x € E.

Théoreme :

Si g est une forme quadratique, la forme bilinéaire symétrique b telle que g{x) = bz, =) est
unique. On l'appelle la forme polaire de ¢, et on a les identités de polarisation

b(x, ) = 4a(z +u) — a(z) — a(v)) = §(alz + ) — a(z — v)).
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Démonstration :

Par bilinéarité et symétrie, g{z + v) = b(z, ) + 2 b(z, v) + by, ¥) . Onisole b{z, y), ce
qui donne la premiére formule. Ensuite, g{z — v) = g(z) — 2 b(z, y) + g(y) , et la différence
fournit la seconde. Ainsi, & s'exprime a l'aide de g seule, d'ou I'unicité.

En coordonnées, une forme quadratique est un polyndbme homogéne de degré 2 :

_ T — 2

glr) = X+ A X = Z RITRs +2 ; %35 T4% 4  Lamatricede ¢ est, par définition, celle
7 1< g

de sa forme polaire.

Méthode :

Pour écrire la matrice d'une forme quadratique donnée par un polyndme homogene de degré 2 :

2

* le coefficient de Z* se place sur la diagonale, en position (3,2) ;

* le coefficientde *5 ¥4, avec % ?é 1, est partagé en deux entre les positions (3, 7) et

(7,4).

La forme polaire s'obtient ensuite par dédoublement : =2 devient ;Y. et T, T devient

:
1
Az, y,+z, y.).

Soit T 2) = 222 — 2 L dry — Byz sur R3 . Sa matrice dans la base canonique est
T, Y, y y y




2 0
—

A=12
0 =3 O

Sa forme polaire estdonc  blu,v) = 2z 2/ —yy/ +2(z v +y ) -3y 2/ + zy’), ol
u=(z,y,z) et v=_(z/ vy 2.

Les lignes de niveau q(a:} = ¢ donnent une image parlante d'une forme quadratique du plan. En effet,
comme le montre la figure ci-dessous, elles sont des ellipses, des hyperboles ou des droites paralleles
selon la forme. On verra que ce comportement est gouverné par la signature.

VG
&

&/

- N .
,”f == cone |sotr0pe == noyau

5 2 ) 0 -2 0 2
q=x%+2y? : signature (2, 0) q=x?%—y?: signature (1,1) g = x? : signature (1,0)

(=]

Il. Orthogonalité et cone isotrope

Dans cette partie, & est une forme quadratique sur E , de forme polaire § . On transpose le
vocabulaire euclidien, mais certaines propriétés familieres tombent.

Définition :

Deux vecteurs ;¥ sont ¢ -orthogonaux si bl:d?, :l = 0 . L'orthogonal d'une partie F' est
Y € F,

L = F” r € F ; c'est un sous-espace vectoriel. Le noyau de @ est
!b{$! y:l :!I -
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ker g = E-L . Laforme g estnon dégénéréesi ker g = {0}.

Définition :

r € B,
Un vecteur = estisotropesi g{z) = 0.Le céne isotropede g est Cfg) = o(@) = 0f
alz) =
Laforme g estdéfiniesi C(g) = {0}.

Remarque :

On atoujours ker g C C(g) . En revanche, l'inclusion est souvent stricte. De plus, C(g) est
stable par multiplication par un scalaire, d'ou le mot « cdne ». Cependant, ce n'est pas un sous-espace
vectoriel en général.

sur R3,soit g(z, v, z) = £2 + y? — 22, Samatrice diag(l,1, —1) estinversible, donc
ker g = {0} . Pourtant, C(g) est le cone de révolution d'équation 2 + y2 = z2. Par
exemple, u = (1,0,1) et v = (—1,0,1) sontisotropes, mais g{u +v) = —4 0.

La figure ci-dessous représente ce céne. A 'extérieur, 4 prend des valeurs positives ; a l'intérieur, elle
est négative. Le cone sépare donc les deux régions de signe.



En dimension finie, le noyau se lit sur la matrice. En effet, ¥ € ker g équivauta X7T 4 ¥V = 0
pour tout X , c'est-a-direa AY = 0.Ainsi, ker g correspond aunoyaude A ,et g estnon

dégénérée si et seulement si .4 estinversible.

Soit F' unsous-espace de F .Alors dim Bl > n —dim F', avec égalité si g est non
dégénérée. En revanche, méme dans ce cas, F | F'1l peut étre non nul.
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Démonstration :

Soit {fl, caqy fp:l une base de F'.Alors L estl'intersection des noyaux des formes
linéaires P = b{fk’ :l . Une intersection de P hyperplans ou moins est de dimension au moins
n — P.Si ¢ estnondégénérée, l'application = — bz, ) de F dans E* estinjective,
doncles ¥ sont libres. Par conséquent, la dimension vaut exactement 7 — P, Enfin, avec

I'exemple précédent, F' = Ve-::t(u} vérifie B — @l , car u estisotrope.

Théoreme :

Toute forme quadratique sur F admet une base ¢ -orthogonale. Dans une telle base

n
{El, ceny En:l , la matrice de g est diagonale et q@?} = Z Q'i"fi':' 35“3-.
1=1

Démonstration :

On raisonne par récurrence sur 7. Si g = 0, toute base convient. Sinon, on choisit €1 tel que
a(eq) ?é 0. La forme linéaire  &(e1, ) est non nulle, donc H = {El]J- est un hyperplan. De
plus, & f_ H ,dou E = Ve-:t(el} & H . Ensuite, on applique I'hypothése de récurrence a la

restrictionde 4 a H . Enfin, on compléte la base obtenue par €.

I1l. Réduction de Gauss

La démonstration précédente est constructive, mais peu pratique. La méthode de Gauss fournit
directement une écriture de ¢ comme combinaison de carrés de formes linéaires indépendantes. C'est
I'outil de calcul central du chapitre.

Méthode :



Réduction de Gauss d'une forme ql::tl, Ce Ln,:l .

e Cas 1: un carré est présent, par exemple a:% avec ?é (. On regroupe tous les

2 2
Ty . L L
termes contenant +1 : g4 1:% + T, L{:pgj - $n:| — a(‘fl + E) e Le reste ne
dépend plus de *q.

e Cas 2 : aucun carré, mais unterme & L1 L5 avec o ?é (0. On écrit

Ly Lig L1 Lo
a$‘1$‘2—|-$‘1Lg—|-$‘2L1 = G(:J-?I-I-T)(J-TQ—FT)—T'OU L, Ly ne

dépendent que de  ¥35- - - To . Puis on utilise yy = %({u T @}2 — (u — au}g).

e On recommence avec la forme restante, qui a au moins une variable de moins.

Théoreme :

T
Y N .
La méthode de Gauss aboutita ¢ = Z Ag EE' ,olles A; sontdes réels non nuls et
1=1
£1,. .., £, des formes linéaires linéairement indépendantes. De plus, T estlerangde ¢ .

Démonstration :

A chaque étape, la nouvelle forme linéaire contient une variable absente des suivantes. Donc la
matrice des £, est échelonnée, etles £, sont libres. On les compléte en une base

(£1,...,£,) de m*.Soit {fl, cny fﬂ:‘ la base de FE dont c'est la base duale. Dans cette
base, la matrice de 4 est diag(X1, ... Ap0,...,0), derang 7.

Réduisons gq(z, y, z) = T2 4 2y2 4+ 322 4 2oy + 2rz. Lestermesen & forment

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

Tl 4 Eas{y + ,Ef:l = (:1: + vy + z}g — (y + z}g . Ainsi,
7= (o+y+2)*+y2-2yz + 252 Ensuite, y2—2yz = (y—2)? - 22,
Finalement,

g(:{:,y,z):(x—l—y+z)2+(y—z)2+zg,

Les trois formes linéaires sont indépendantes, donc ¢ est derang 3 et ne prend que des valeurs
positives.

Pour q(a:‘, Y, z-’:l = xY% + ¥¥ + 2Zx , aucun carré n'apparait. On écrit d'abord
zy+zlz+y) = (z+z)(y+z)—z2. Puis,avec u==x+zet ¥v=1Yy+2,0na
Uy = %{u + ’i'_.'jlg — %{u — *U}E. Donc

(¢ +y+22)° —§(z —y)? — 22

P [—

q(r, y, 2) =

Méthode :

Pour obtenir une base g -orthogonale a partirde g = Z }lﬁ: E“E, on forme la matrice I dont
les lignes sont les coefficients des £, complétée si besoin en une matrice inversible. Les colonnes
de f,—1 forment alors une base 9 -orthogonale. En effet, dans cette base, les nouvelles
coordonnées sont exactement  £1(z), . . ., £,(x) .

IV. Rang, signature et loi d'inertie de Sylvester

La décomposition de Gauss n'est pas unique : les formes E'E' et les coefficients }1.3' dépendent des choix
faits. Cependant, le nombre de coefficients positifs, lui, ne change pas. C'est le contenu du théoréme



suivant.

Théoreme :

Loi d'inertie de Sylvester. Soit 9 une forme quadratique sur F et I:El, e En:' une base
d -orthogonale. Le nombre = d'indices tels que q{eé} >0 etlenombre % d'indices tels que
q(eé} < 0 ne dépendent pas de la base ¢ -orthogonale choisie. Le couple (3, ) estla

signaturede 7 ,et s 4 t estsonrang.

Démonstration :

Soient deux bases & -orthogonales, avec 5 et s/ vecteurs positifs. Notons F' I'espace
engendré par les 3 vecteurs positifs de la premiére base. Pour x £ F' non nul,
glr) = Z g(e,) xf >0 . Notons ensuite (& I'espace engendré parles 1 — s/ autres
vecteurs de la seconde base. De méme, g{z) < 0 pourtout x € (. Par conséquent,
FNG=1{0},dnc s+ (n—s') <n, soit s < s’ Parsymétrie desroles, s = s/.0n
applique enfin le méme argumenta —49 pour t.

En pratique, la signature se lit sur une réduction de Gauss : 5 estle nombrede A; >0 et ¢ le
nombrede A; < 0 .Ainsi, £y + Yz + zx apoursignature (1,2) .

Définition :

Une forme ¢ est positive si q(x) > 0 pourtout =, et définie positive si de plus
glz) = 0 = = = 0.Endimension 7, ¢ est positive si et seulementsi t = 0, et définie
positive si et seulement si sa signature est (1, 0} .

Corollaire :
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Toute matrice symétrique réelle A de signature {s, I’::l est congruente a
diag{fs, —Iy, Dn—&—t} . Deux matrices symétriques réelles sont congruentes si et seulement si
elles ont la méme signature.

Démonstration :

Dans une base & -orthogonale, on remplace chaque £; tel que q{eq-} ?‘3 0 par e, /s a"|q(ei-:l|.
On range ensuite les vecteurs dans I'ordre : positifs, négatifs, puis isotropes. La réciproque découle de
la loi d'inertie, car la signature ne dépend que de la forme.

Endimension 2, écrivons gz, v) = a 2 + 2bxy +c y? avec a ?é 0. Alors

2 32 . ,
g = a(a: 40 y) 4 gc— b7 y2.Donc,si gc —p2 >0, lasignatureest (2,0) ou (0,2),
selonlesignede @.Si ge —p2 <, ellevaut (1,1).Enfin,si g- —p2 — , lerang vaut

| '_l

Remarque :

Le déterminant d'une matrice est multiplié par cif,et[j:"j2 =[] lors d'une congruence. Son signe est
donc un invariant : si 9 est non dégénérée, il vaut {—1}t .

V. Réduction dans une base orthonormée

Supposons maintenant F — R™ muni de son produit scalaire usuel. On cherche une base a la fois -
orthogonale et orthonormée. Le théoreme spectral répond a la question.



Théoreme :

Soit ql@} = XT A X, avec A symétrique réelle. Il existe une base orthonormée
{ul, R ”n:' formée de vecteurs propres de A , de valeurs propres Af, . . ., An . Dans cette
base, avec les coordonnées :r‘é,

glz) = A xig + A9 $’22 + ...+ A, 2.

En particulier, 5 estle nombre de valeurs propres strictement positives et £ celui des valeurs
propres strictement négatives, comptées avec multiplicité.

Démonstration :

D'aprés le théoréme spectral, 4 — P 3 PT avec P orthogonaleet I diagonale. Comme
Pl = pT ,ona pPT A p — o :lamatricede g dans la base des colonnes de P est
donc I . lIci, similitude et congruence coincident. La signature découle alors de la loi d'inertie.

Corollaire :

Si Amin € Amax sontla plus petite et la plus grande valeur propre de A , alors
Amin 112 < q{a::l < Amax 1212 pourtout . Les bornes sont atteintes sur des vecteurs
propres associés.

Soit g(z,y) = 372 + 2xy + 3y2, de matrice ([l"-,ll'a.j?'?] f ‘g‘fé ,}) . Ses valeurs propres sont

4, associée d uy = %{1, 1), et 2,associéed uq, = %{—1, 1).Donc g = 4X2 4 2¥2
dans la base orthonormée l:ul, HE) . Par conséquent, la courbe  g(x, 1) = 4 a pour équation
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2
I X2 YT = 1 :c'est une ellipse.

La figure suivante montre cette ellipse et ses axes. Le grand axe est porté par le vecteur propre de la plus
petite valeur propre. En effet, le demi-axe dans la direction %; vaut /4 [ A;.

2.0
uz (A=2)

1.5 { demi-axe V2

1.0 1

0.5 A

> 0.0

—0.5 -

—1.0 -

—1.5 1
— 3x% +2Xxy + 3y’ =4

_2-0 ! I T T T T
-20 -15 -10 -05 00 05 1.0 1.5 2.0

X

Les coefficients d'une réduction de Gauss ne sont pas les valeurs propres. Par exemple, Gauss donne

2
3rd 4 2zy + 3yl = 3(1-; + %) + % 14 . Seuls les signes sont les mémes, par la loi d'inertie.




De plus, la base associée n'est pas orthonormée : elle ne conserve pas les longueurs, donc pas la
forme exacte des courbes.

VI. Classification des coniques

La réduction dans une base orthonormée a une traduction géométrique directe. En effet, un changement
de repere orthonormé conserve les distances, donc la forme des courbes. On se place dans le plan muni
d'un repére orthonormé.

Une conique est I'ensemble des points {:t:, } vérifiant une équation

axr?42bry +cy?+2dr 4+ 2ey + f =0,

ot (@, b,c)F# (0,0,0). Sa partie quadratique est g(r, ) = a 2 + 2bzy + c y2 , de

matrice A = ([l"-,ll'aj.?'?] gg‘:g ,}).On note § — det A — ac — b2 .

Méthode :

Pour réduire I'équation d'une conique :

e diagonaliser A dans une base orthonormée directe l:’ul, ’UJE:I , puis exprimer I, Y en
fonction des nouvelles coordonnées X, ¥ ;

* substituer : la partie quadratique devient }; X2 4 An Y2 et la partie linéaire reste linéaire

e compléter les carrés, ce qui revient a translater I'origine ;
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¢ reconnaitre une équation réduite, puis revenir aux coordonnées initiales pour les éléments
remarquables.

. , A C A . . 2 2
Les équations réduites non dégénérées sont au nombre de trois. Pour I'ellipse, % + % = ] avec

2 2
a > b>0 ;sesfoyerssont (% ¢,0) avec 2 — g2 — p2. Pour I'hyperbole, % _ % — 1 :ses
foyers sont ':i oy ':':' avec ¢Z — g4 4 b2 , et ses asymptotes ont pour équations y = =+ % .
Enfin, pour la parabole, yg = 2px avec P> 0 ; son foyer est (g: D) et sa directrice la droite
T = —% . La figure ci-dessous rassemble ces trois courbes.
3 ;
3 directrjce
2 | :
24 1 --- asymptotes
1 2 ko, .
F i L T
0 ® ® 0 H e 0 ° TR ®
1 e ~.
_1 | &_/ _1_ i ’/”J : h .\\“
1 —2 4= =3
-2 :
_2_ H T T T T
-3 T ; i -4 -2 0 4
-2 0 2 -3 ! : , hyperbole : £ —y? =1
ellipse : £ + £ =1 0 2 4

parabole : y? =2x

Théoreme :

Le genre d'une conique est donné par le signede & = Aq Ay .

e Si &0 (signature (2,0) ou (0,2)): ellipse, point ou ensemble vide.
e Si & <0 (signature (1,1)): hyperbole ou deux droites sécantes.

eSi 4§ = 0 (rang 1): parabole, deux droites paralléles, une droite ou ensemble vide.




Démonstration :

Apres rotation, I'équation devient X4 X2 + An Ve + 2d’ x +2e/Y 4+ f = 0.5i

Al Ag ?é 0, on compléte les deux carrés et I'on obtient 21 X% + X ¥2 = k. Lorsque

A1, Ag sont de méme signe, on trouve une ellipse, un point ou le vide selon le signe de % . Sinon,
on trouve une hyperbole si k& ?é (0, et deux droites sécantessi k& = (.Si )\1 = 0,o0n
complete lecarréen ¥ @ Aq Y% + 2d’ X + f" — 0.Pour d’ ?é (0, c'est une parabole. Pour

4 = . ilreste ¥2 = —f’;/}q , d'oll deux droites, une droite ou le vide.

Considérons x2 + dry 4+ yg =3.lcd § =1—4 = —3 < 0 :laconique est du genre
é‘%ﬁ ,}) sont 3 et —1, de vecteurs propres
1 1 1 4 H H H }3‘2 1
E{l, 1) et E{_l’ 1) . L'équation devient 3x2 _ ¥2 — 3 ,s0it X2 _ - = 1. Clestdonc

hyperbole. Les valeurs propres de ([Era;r?]

une hyperbole d'axe focal la droite ¥ = I,

VIl. Quadriques de l'espace

La méme démarche s'applique en dimension 3, dans un repere orthonormé de I'espace. Une quadrique
est I'ensemble des points vérifiant T 4 x + 2 BT x + ¢ = 0,00 A estune matrice
symétrique non nulle de taille 3, B unecolonneet ¢ un réel.

Théoreme :

Dans un repéere orthonormé bien choisi, toute quadrique non vide, non réduite a un point et non
contenue dans un plan a pour équation réduite I'une des suivantes, avec @, b, c >0 :

2
o g+%+f—§ — 1 : ellipsoide ;
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c ata-3= 1 : hyperboloide a une nappe ;

e = 4 = —*= = —1 :hyperboloide a deux nappes ;

. ﬁ"’b_ﬂ_c?:[j céne ;
g2 | Y2 22 Y2 . aboloide ellipti hyperbolique :
* z=7i3+;3 00 z= 33— 7 :paraboloide elliptique ou hyperbolique ;

une équation sans 2 : cylindre elliptique, hyperbolique ou parabolique.

Les six premieres surfaces sont représentées ci-dessous. Leur forme se devine en coupant par les plans
z = k& :onobtient des ellipses, des hyperboles ou des paraboles.

¢

ellipsoide hyperboloide &uhe nappe hyperboloide ux nappes
xat +yAbt + 22t =1 x%a® + yib? — 2% ct =1 x%ja® + yib? — 2% jct = -1

chn paraboloide efliptique
x*a? +yib® - 2% c* =0 z=x%a*+ y*/b?

Méthode :




Pour réduire I'équation d'une quadrique, on procede comme pour les coniques. D'abord, on
diagonalise A en base orthonormée, ce qui donne Ay X2 4 An Y24 Ag Z2 plus des termes
linéaires. Ensuite, on compléte les carrés pour chaque Jli: ?é 0. Enfin, on lit la nature sur les signes
des }lﬁ: et du second membre. Si 4 estderang 3,ilyaun centreetl'on trouve un ellipsoide,
un hyperboloide ou un céne. Si 4 estderang 2 avec un terme linéaire restant, on obtient un
paraboloide.

Soit la quadrique x2 4+ yg —9z2 4+ 42 — 4z = 0.0n compléte les carrés :
{$+2}2—4+y3—2{z—|—1}2—|—2 —0.Avec X =242, Y=vyet Z=z+1
,onobtient X2 4+ ¥2_92%2 = 2, soit XTE + 1; _ 72 — 1. C'est donc un hyperboloide &

une nappe de centre (—2, 0, —1}, de révolution autour de I'axe parallelea Oz .
171

Remarque :

La signature de A donne le type: (3, () pour I'ellipsoide, (2,1) ou (1,2) pourles
hyperboloides et le cdne. Le signe du second membre départage ensuite une nappe, deux nappes ou
le cone. Ainsi, I'algebre de la réduction de Gauss et la géométrie des surfaces sont deux lectures du
méme invariant.

Ce qu'il faut retenir

« Une forme bilinéaire a pour matrice A = (5{5@ E_,}':':' et bz, y) = XTAY ;un
changement de base donne pPT A4 P, matrice congruente.

 Une forme quadratique détermine sa forme polaire : b{;]:! y} — %{q(;p + y} — g{;p) — q(yj).

e Dans la matrice de ¢, les coefficients des termes croisés + "ﬂ' sont partagés en deux.
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e Lenoyauest ler A ;lecone isotrope contient le noyau mais n'est pas un sous-espace en
général.

 La méthode de Gauss écrit g = Z Ag E‘g avec des formes £, indépendantes ; les colonnes

de 7,—1 donnent une base ¢ -orthogonale.

* La loi d'inertie de Sylvester : le nombre de A; positifs et négatifs ne dépend pas de la réduction.
C'est la signature (5, %) ,et s+t estlerang.

e Deux matrices symétriques réelles sont congruentes si et seulement si elles ont la méme signature.
e En base orthonormée, § = E A $E 2 ou les }'uﬁ' sont les valeurs propres de A .
* Le genre d'une conique se lit sur le signe de 4~ — p2 : ellipse, hyperbole ou parabole.

¢ Une quadrigue se réduit par diagonalisation orthonormée, puis complétion des carrés.

Questions fréquentes sur formes quadratiques

Quelle est la différence entre matrices congruentes et matrices semblables ?

Deux matrices sont semblablessi 4/ — p—1 4 P etcongruentessi A/ — PT 4 p.la
similitude décrit un endomorphisme dans deux bases, la congruence une forme bilinéaire. Les deux
notions coincident lorsque J est orthogonale, ce qui explique le role du théoreme spectral.

La réduction de Gauss est-elle unique ?

Non : les formes linéaires et les coefficients obtenus dépendent de I'ordre des variables et des choix faits.
En revanche, le nombre de coefficients positifs et le nombre de coefficients négatifs sont toujours les
mémes. C'est la loi d'inertie de Sylvester, qui définit la signature.

Comment reconnaitre rapidement la nature d'une conique ?

Oncalcule § — g — p2 pour I'équation axd + 20y + r:y2 +...=0.Si &§>=0,cestune
ellipse ou un cas dégénéré ; si & « 0, une hyperbole ou deux droites ; si & = [, une parabole ou un
cas dégénéré. Il faut ensuite réduire I'équation pour trancher.



Les coefficients de Gauss sont-ils les valeurs propres de la matrice ?

Non, en général ils sont différents. Seuls leurs signes coincident avec ceux des valeurs propres, par la loi
d'inertie. Pour obtenir les longueurs des axes d'une conique, il faut donc diagonaliser la matrice dans une
base orthonormée.

Pour aller plus loin en L2

e Les énoncés : exercices de maths en L2 sur formes quadratiques

A maitriser avant : [sométries, endomorphismes symétriques et théoréme spectral

Chapitre précédent : Séries de Fourier

Chapitre suivant : Intégrales multiples et intégrales curvilignes

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3
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