Corrigés des exercices de maths en L2

Formes quadratiques

Corrigé de I'exercice 1 : Matrice d'une forme bilinéaire

1. Chaque terme % ¥ estlinéaireen = & ¥ fixé, etlinéaireen ¥ & & fixé. Une somme de
tels termes est donc bilinéaire. Le coefficient de ¥ y; se place en ligne 3, colonne j

11 2 1
A — ;. 0
I 0 —2-2

Or Gyp = 2 et Gy = —l.Ainsi, A n'est pas symétrique, donc } n'est pas
symétrique. Par exemple, b(eq, eq) = 2 ?é ~1 = b(eq eq).

2. Onpose ¥ = T :lestermes 2&(Tp et —%9%7 donnent ¥1Lg, etlestermes L1 %3 et
L3 L1 donnent 2 Ty T5.Donc g{z) = a:% +oy Ty +2025,+3 a:% -2 :E‘%, En
partageant les termes croisés en deux, on obtient

[ 1 \
5 1

(A + AT,

o
|
Bl ot

, 0O
1 0 & =2

1 _1 1 _ 1 _ :
En effet, 2':5512 + ail} =35 2{5;13 + aBl} =1 et 2{.5[,23 + .5;32} = (. La matrice de
d est la partie symétrique de A4 .

1 01
3. La matrice de passage est P = ( %] 11 [i] ) . En développant selon la premiére ligne,

det P =1-141-1=2 ?é (0, donc c'est une base. Les coefficients diagonaux de la nouvelle
matrice sont  gq(ef) = q(1,1,0) =14+14+3 =5, g(eh) = q(0,,1) =3 -2 = let

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

q(eg} =q¢(1,0,1) =142—-2 =1.Llecalculde pPT § P donne ensuite

(5 9 5 )

T 9 2 21
5 1 1

\ 2 2 /

Par exemple, bg{ei, 55} = (L1005 (0,1, 1}T = (1,1,0) - (%: 3, —2) = % La matrice

de g dans la nouvelle base est T ¢ p ci-dessus.

Point de méthode : une forme quadratique ne « voit » que la partie symétrique d'une matrice, car

XT ax =xTaT x.

Corrigé de I'exercice 2 : Forme polaire et vecteur isotrope

1. On place les carrés sur la diagonale et I'on partage les termes croisés :
1 2 =1
A=(2 -, 3

-1 3 — -1

Par dédoublement,
blu,u’) =z ! +3yy/ —z2/ + 2z +ys!)— (w2 +22)+3(y 2/ + 2 y).

2. D'abord, ¢{1,1,1) =1+3—-14+4—-246 = 11. Ensuite, avec la matrice,
b(el, Egjl = a1y = 2. Avec la polarisation, ¢{1,1,0) =1+3+4 =28, Q(Elj' = let
q(eg} = 3 . Donc b(e—l, 52) = %{8 —1—3) = 2.0n trouve g(1,1,1) = 11 et
b(eq, ) = 2 par les deux méthodes.

3.0na g{1,-1,0) =1434+4x(-1)=0,et u ?é 0 : wu estisotrope. Cependant,
Au=(1-2
2 — 3, . Donc % est isotrope mais n'appartient pas au noyau.

1_1 - 3:' - {_11 _11 _4} ?é 0



4. Lestermesen & sont x2 4 2x(2y —2) = (v + 2y — 3}3 — 2y — z}g . Il reste
3y? — z2 4 6yz — (4y? — 4yz + 22) = —y2 + 10yz — 222 . Ensuite,
—yg + 10yz = —I:y — 53:]2 + 95z2 . Finalement,

g=(v+2y—2)2%—(y—>52)2%+23 22

Les trois formes linéaires sont échelonnées, donc indépendantes. La signature est (2,1} et le
rang vaut 3. Ce résultat est cohérentavec det A = —23 < 0, qui impose un nombre impair
de signes négatifs.

Corrigé de I'exercice 3 : Matrices congruentes et semblables

2
1. La réduction donne 252 2zy + gyﬁ — g(ij + %) + % yﬁ . On pose

ol = Jﬁ(:r: + %) et yl = E y. desorteque g = =/ 2+ y/ 2. Autrement dit,

X' = L X avec LZ(JE “;_D g).AIors % — r—1 x/, etlamatrice

B

o .
P — 1,—1 convient. Pour une matrice triangulaire (D 0§ ) I'inverse est
1

o —p/es) \ B
( 0 l/hdeﬂiﬂta?])'lu ad = V3, dol

_ (2 B /6 T _
P_Qj_ﬁo&g)fﬁAP_Ig

Cette matrice P réalise la congruence entre 4 et f7.

2. 5i diag(l,-1) = PT 15 P ,alors —1 = det{P}Q > 0, ce qui est absurde. Les deux
matrices ne sont pas congruentes. On peut aussi invoquer la loi d'inertie : les signatures
(2,0) et (1,1) différent.

3. Lamatrice J = ([Hra@r”‘] Dﬁf 1 ,}) représente 2ry = %{:F + y}g — %I::I? - y}g. Prenons

1 1 1y
P = r([\aaﬂl&l 1) Alors JP = J—([Haa@r 1 Es 1),pms
PTj P =3 (Neay?3 5%, ) ponc PT J P = diag(l, -1)-

4. Avec P = diag(l,2),ona PT Iy P = diag(1,4) : les matrices sont congruentes. En
revanche, pour toute & inversible, @1 I3 Q = I ?é diag(l, 4) . Elles sont
congruentes sans étre semblables.
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Corrigé de I'exercice 4 : Réductions de Gauss avec carrés

1. Lestermesen T donnent x2 4 2zly+z)=(z4+y+ 3}3 — (v + 3}2 .l reste
2y2 + 322 —y? — Qyzr — 22 = y? — yzr + 222 = (y—z}g—I—zE-DonC

q1=($+y+2)2+(y—3)2+22+

Le rang vaut 3 et la signature (3,0) : 9; est définie positive.

2. D'abord, £2 4 2zy = (z + y)? — y2. Il reste
Yyl + dyz — 22 = (y +22)° — 472 — 22 Ainsi,

gy = (z +y)* + (y +22)° — 522,
Le rang vaut 3 et la signature (2, 1).

1 1 0
3. La matrice des formes linéaires est L = ( 8 % % ) Onrésout F, X — X' enremontant:
— oyt

z=2z', y=vy -2z pus ¥ =z’ -y’ + 22" Donc

1 -1 2

_]__

=Y
0 0 1,1

Ses colonnes fl = (1,0,0), fg = (-1,1,0) et fg = (2, —2,1) forment une base 7 -
orthogonale. Vérifions un coefficient : qg(fg) =4+8-1-8-8 = —5 pans la base
(fl, fo fgjl , la matrice de 95 est diag(l,1, —5).

Corrigé de I'exercice 5 : Réduction de Gauss sans carré

1. lln'y a aucun carré. On isole le produit TY : zy + z{z +vy) = (& + z) (v + z) — 22,



Ensuite, I:a: + z:l(y + 2::1 = %I:j‘_‘: + vy + 23}2 — %(ﬂ: — y}ﬁ . Donc

= 1(e +y+22)° —f(z —y)* — 22

Lesformes T 4+ v 4+ 2z, T — ¥ et =z sontindépendantes, car leur déterminant vaut
-2 ?é 0.Lerang vaut 3 etlasignature (1,2).

2. La matricede g est % J ,avec J lamatrice de I'exercice 9. 0r J (1,1, 1)T = 2(1,1, 1}T,

et Jv = —v pourtout v duplan = 4+ vy + z = 0. Les valeurs propres de g sont donc
1, —% et —% . On retrouve une valeur propre positive et deux négatives.

3. De méme, L) Ty = %{;pl + ,1:2}2 — %{1‘;1 — ,1:2)2 , et de méme pour T3 L4 . Ainsi,

1 2 1 2,1 2 1 2
Q=q(oy+3y)" —d(zy —w)* + 4(wg + 7)) —4(zg — 7y~

La signature est (2, 2) .

4. pour z = (a,0,b,0),0na Q(z) =ax0+bx0=0.Leplan Vect(e;,e;) est
formé de vecteurs isotropes.

Corrigé de I'exercice 6 : Rang et signature selon un parametre

1. Comme a ?é 0, onfactorise : 5 2 4 ry = r;;(:;: n % y)2 B E%? y2 - Donc

g=alze+hy) +aeztly2

Si ge — b2 > 0, les deux coefficients ont le signe de @ : signature  (2,0) si a >0,

(0,2) si a<0.S ge—b2 <0, lescoefficients sont de signes opposés : signature {1, 1).
Enfin,si g¢c — 42 — (. lerang vaut 1 etlasignatureest (1,0) ou (0,1) selonle
signe de .

2. D'abord, £2 4 2zy = (£ + y)? — y2. ll reste
yd 4+ dyzr + o zd = {y—i—z}g—i—(a—l}zg . Donc

7, =(z+v)°+(y+2)°

+ (o — 1) 22,
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3. Lesformes = + ¥, ¥ + Z et Z sontindépendantes. Par conséquent, si & > 1, la signature
vaut (3,0) etlerang 3.Si o = 1,lasignaturevaut (2,0) etlerang 2.Si a <1, la
signature vaut (2,1) etlerang 3.Laforme 9, est définie positive si et seulement si

o >1.

Corrigé de I'exercice 7 : Cone isotrope

1. Onfactorise: z? —4zy +3y2 = (z — y)(xr —3y) .Donc gz, y) = O sietseulementsi
¥ = T ou T = 3%. Le codne isotrope est la réunion de deux droites. Ce n'est pas un sous-
espace: (1,1) et (3,1) sontisotropes, mais g(4,2) = 16 —32+12 = —4 5 0. Par
ailleurs, g(2,1) = —1<0 et g(0,1) = 3> 0.Comme le montre la figure ci-dessous, ¢ est
négative dans les deux secteurs compris entre les droites ¥ = T et = = 3y qui
contiennent (2,1} et (—2, —1}, et positive ailleurs.



3
>0
5 | q
g<o0
1- -
f”
"'
’#’
>~ 0 _~
-—-"”
-
f”
f-"
-1+ g>0
—2 cdne isotrope
— Y =X
_3 I T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3

2. La matrice de g est ([Har;r?] 1_268;233 ) , de déterminant 3 — 4 = -1 ?é 0. Donc

ker g = 0} . Le noyau est nul, alors que le cone isotrope contient deux droites.

3. Supposons g(u) >0 gfu).Si ¥ = KU, alors g(u) = u?g(u) > 0, ce qui est exclu.
Donc u et v sontlibres. La fonction ¢(f) = g{{1 — t)u + tv) est polynomiale, donc
continue. De plus, ¢{0) >0 et (1) <O .D'apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il
existe tg € ]0,1[ telque @{fg) = 0.0r w = (1 —%g) w =+ fg v est non nul, car

U, ¥ sontlibreset 1 —1p ?é 0 . Ainsi, w est un vecteur isotrope non nul, ce qui contredit
C(g) = 10}. Une forme définie est donc positive ou négative.
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Corrigé de I'exercice 8 : Orthogonal d'un sous-espace

1. La forme polaire est b(v,v/) = o/ +y y/ — z z/ .Donc y ¢ FL sietseulementsi
b{u,v) = £ —z = 0. Ainsi, FLl estleplandéquaton = = z.0r u = (1,0,1) vérifie
r =2zx: Fc FL.Parconséquent, F + Fl=pl ?é R3 . 0On n'a pas
R? = F @ FL, car u estisotrope.

2. Ona b(w,v) = —z.Donc G-l estleplan z = 0.Comme w ¢ G-, lintersection
G N G estnulle. Les dimensions 1 4+ 2 = 3 donnentalors R2? = ¢ @ GL.

3. Dans les deux cas, dim F4+ = dim &1 = 9 = 3 — 1. C'est conforme au cours, car ¢
est non dégénérée : sa matrice diag(l, 1, —1) estinversible.

4. Lamatrice de g’ est diag(l, —1,0), dont le noyau est Vect(eg] . Ainsi,
ker g/ = Vect(eg) . Ensuite, pour H = Vect{eg), ona b’r(eg, v) = 0 pour tout .
Donc HL = R3.lci dim Ll = 33 —1 :seule l'inégalité
dim HL > n — dim H subsiste.

Corrigé de l'exercice 9 : Classes de congruence

1&2
28&1°

vaut (1,1}, comme celle de diag(l, —1). Elles sont donc congruentes. En revanche,

([Hra@r?] ?g;é ,}) vérifie @ = 2>0 et gc —p2 = 3> 0 :sasignatureest (2,0) .

Elle n'est pas congruente a diag(l, —1}.

1. La matrice ([Hra@r?] }) a pour déterminant —3 < (. D'apres I'exercice 6, sa signature

2. Lamatrice J estcellede 2(xy 4+ yz + zx). D'aprés I'exercice 5, cette forme a pour signature
(1,2) . Deplus, diag(l, —1, —1) ala méme signature. Par le corollaire de la loi d'inertie,
J est congruente a diag(l, -1, -1).

3. Les classes sont en bijection avec les signatures l:s, t:l tellesque s+t < n .Pour n =3,

oncompte 4 4+ 3 4+ 2 41 = 10 couples. En général, pour chaque rang 7T & {D,. - n} Jilya
fmn+ 1)(n+2)

en taille 1
2

7 41 valeursde s.llyadonc 10 classes en taille 3, et



Corrigé de I'exercice 10 : Une forme quadratique sur les

polynémes

1. L'application b{jl; Q} = %(P{D} Q{l} + P{l} Q{D}) est bilinéaire, car I'évaluation en un point
est linéaire. Elle est aussi symétrique, et b(F P) = P(0) P(1). Donc g est une forme
quadratique de forme polaire §.

2. Pour P = .5;,-|-bX-|-CX2,ona PI:D:I = a et P{l:l = a4+ b+ c.Ainsi
g(P) = a? + ab + ac . Par conséquent,

T,

] (et e o

Mat(q) =

O O o=
O o o=

—

2 2
3. La réduction de Gauss donne 2 4 m:b + C} — Q} 4 b —2|- c) _ (b -I‘-;:' .Lerangvaut 2 et

la signature (1, 1} . Pour le noyau, on résout g + % —( et % = 0 .Onobtient ¢ = 0

et ¢ = —b.Donc ker g = Vect(X — ngl : ce sont les polyndmes qui s'annulent en
0 eten 1.

4. 0na g(P) =0 sietseulementsi P(0) = 0 ou P(1) = 0.Le céne isotrope est la

réunion des deux plans {P(0) = 0} et {P(1) = O} . Leur intersection est précisément le
noyau.

Corrigé de I'exercice 11 : La forme trace sur les matrices

1. L'application &(M, V) = tr(MIN') est bilinéaire, par linéarité de la trace et bilinéarité du
produit. Elle est symétrique, car tr(MIN) = tr(INM).Enfin, b{M, M) = tr(M2).
Donc g est une forme quadratique de forme polaire tr{AM V).

4y — om .. _
2. Pour toute matrice, tr( M) = Z My ™ji.si S estsymétrique, Sji — S, d'ou
LP
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— 52 _ 2
q(s) = S15.Si A estantisymétrique, Fj3 = ~%4, d'ol q(4) = _Z G
% 7

3. Soient S symétriqgue et 4 antisymétrique. Par invariance de la trace par transposition,
tr(SA) = tr((SA)T) = tr(AT §T) = —tr(4S) = —tr(SA) .Donc tr(S4) =0 :
les deux sous-espaces sont ¢ -orthogonaux.

4. 0na B = &, & A, . Prenons une base g -orthogonalede &y formée de vecteurs positifs,
palr exemple les matrices &, et E{Eﬁj + Eﬁ) pour % < ¢ .De méme, les
—=(E.. — E,.) forment une base ¢ -orthogonale de .A. , de vecteurs négatifs. Grace a la
o 7] a1t m
question 3, leur réunion est une base 9 -orthogonale de F . La signature est

(ﬂ(ﬂ;‘ 1:') '-”«':'”2_ 1:') et le rang vaut 52,

5. Laforme g’/ estle carré de la forme linéaire non nulle tr . Par conséquent, g’ est de rang
1 et de signature {1, D:l . Son noyau est I'hyperplan des matrices de trace nulle.

Corrigé de l'exercice 12 : Réduction en base orthonormée

2 1 1
1. Lamatriceest A = % 21 é) = Iq 4 J .0r .J apourvaleurs propres 3 (vecteur
T

(1,1,1))et O (plan
1, double.

+vy+ = 0). Donc A a pour valeurs propres 4, simple, et

2. Onnorme (1,1,1} etl'on choisit une base orthonormée duplan = + vy +2z = 0 :

2(1,1,1), uy = 35(1,—1,0), uy = (1,1, —2).

o

U =

- 1
On vérifie que Up * Uy = E(l -1+ D} = [ . Dans la base {ul, Uny, ”3:' ,
g=4X24v24 22,

3. Les trois valeurs propres sont positives : la signature est {3, Eljl . Sur la sphere unité,
x4 + Y2 + 72 = 1, donc g=1+4+ 32X 2 . Ainsi, le maximum vaut 4, atteint en
=+ % , et le minimum vaut 1, atteint sur le cercle unité duplan = + v + 2 = 0,
1

2 2
4. Lestermesen & donnent 942 4 235':3“ + z} — 2(3: + Y+ z) . (F-EE»"] .l reste

2
yQ—I-yz-I-EzQ = g( —|—3) _|_§;_>;2.Donc



g=2(c+Y+5) +3v+52+422

3 4
1273
On remarque que leur produit vaut 4 —= det A, car la matrice de passage est unitriangulaire.

Les coefficients 2 difféerent des valeurs propres 4,1,1, mais les signes coincident.

Corrigé de I'exercice 13 : Nature de six coniques

Onnote § — ge — b2 pour I'équation axz? + 2bry + cyg 4+ ... = 0. Pour les rotations, on
- 1 1 . X -V X+ Y
utilise wy = =(1,1) et uy = &{—12, 1) 'ngt T =" et y="p". Alors
. 1 1 3 _ , .
l.lci b = 5 donc & =1 — =3 = [J : genre ellipse. La rotation donne
2 2 2 2
x2 1y K220 g o 2x24+1¥2 = 3. Cestlellipse Ly,

2. lci & = 1—4 = —3 < 0 :genre hyperbole. On obtient X2 4v24 Z{XE — YQ} =1,
soit I'nyperbole 3 X2 _¥2 — 1.

3.1ci § =1—1=0 :genreparabole.Ona T —y = —V2¥ et z +vy = V2 X.
L'équation devient 2¥ 2 4+ 3 X = 0,s0it ¥2 = V2

—5 X . Letermelinéaireen X
subsiste : c'est une parabole, de sommet I'origine.

4. Ici § = 1> 0.Encomplétant les carrés, (r + 1}2 + (v — 2}2 =144—-5=0.la
conique est réduite au point (—1,2).

51ci § = —1<0.0na £242x 41 = (z + 1}2 , donc I'équation s'écrit
(r +1—-1y){r +1+y) = 0. Cest la réunion des deux droites sécantes Yy = = + 1
et v =—xr-—1,

6.1ci § =2>0.0r x24+2y2 41> 120 pourtout point. La conique est vide.

Point de méthode : le signe de § donne seulement le genre ; il faut réduire I'équation pour écarter les
cas dégénérés.
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Corrigé de I'exercice 14 : Réduction d'une ellipse

1. La matriceest A = ([l"-,la,l'].?'?] E;gs&—gf;) Ona A(1, I}T = (2, Z}T et

A(-1, 1}T = (-8, SjT . Les valeurs propres sont 2 et &, de vecteurs unitaires
U = %(1, 1) et uy = %{—1, 1), et (g, uy) estdirecte.

2. Dans cette base, I'équation devient 2X2 + 8¥ 2 = 8, soit

2
A 4vi=1.

La courbe ( est une ellipse de centre .

3. Les demi-axes sont ¢ = 2, dans la direction %j,et S = 1,dansladirection Y7y, Lles

sommets sont £ 2u; = £(V2,V2) et + Uy = :I:(—?: ?) . Ensuite,

cd = qd — 5‘3 — 3, donc les foyers sont = V3 U . Les foyers sont F(%: %) et

F"(_§: _g) . La figure ci-dessous montre I'ellipse, ses axes et ses foyers.



2.0 -

1.5 1

1.0 1

0.5 1

—0.5 1

—1.0 -

—1.5 1

— 5x2—6xy+5y’=8

---- grand axe (vecteur uj)
—2.0 1 ---- petit axe (vecteur uy)

1 2

I
N
|
[
o

4. Une rotation conserve les aires. L'aire du domaine vautdonc 7 x 2 x 1 = 21 .

Corrigé de l'exercice 15 : Réduction d'une parabole

1. La partie quadratique £2 — 2zy 4 y2 = (x — y}g a pour matrice (Har??] l_fc&_%l ) de

déterminant nul. La conique est du genre parabole.

T4y —r+y

2. Avec X:Wet Y = 7 ,ona {g;—ngzg‘f’g et :1:—|—y:x-'f§X.

L'équation devient 2¥ 2 _8y3 X —= (0, soit
Y2 =4v2 X.
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C'est une parabole, d'équation réduite ¥ 2 = 2pX avec p = 2.

. Le sommet est l'origine (. L'axe est la droite ¥ = 0, c'est-a-dire ¥ = I . Le foyer a pour
coordonnées réduites @: D) = (v2,0), soit V2 Uy = (1,1). La directriceest X = —v3,
c'est-a-dire £ + 1y = —2.Foyer F(1,1), directrice = + vy +2 = 0, parametre 2/7.

2
. Pour Mz, y),ona MF2 = {£—1}2+{y—1)2 et -:E{M,T)}Q — M :
L'égalité 2 M FZ = (x +v+ 2}2 s'écrit
252 4 Eyg —4dr -4y 44 = 4 yg + 2zy 4+ 4z 4 4y + 4 . Apres simplification, on
obtient £2 — 2zy 4 y% — 8z — 8y = 0. C'est exactement I'équation de P . La figure
illustre cette égalité des distances pour un point A4 .

6
M
4
B
\
\
2 - \
>,
0
__/
—2 -
x2=2xy+y’—8x—8y=0
—4 - — = directrice x+y=-2
........ axey:x
-4 -2 0 2 4 6



Corrigé de I'exercice 16 : Une hyperbole équilatere

1. Ondéveloppe: (r —1)(y+1) = sy +x —vy —1.Donc zy 4+ —vy = 3 équivauta
-y +1) =2 . Aec z/ =z —1et y =y+1,Iéquationdevient =/ y/ = 2

.Le centre est {2(1, —1}, et les asymptotes sont les droites = = 1 et v = —1.
U—Vv U+V Oyl
, I = =—+ I = : Iyl = !
2. On pose 7 et v 75 Alors yl = 5 , d'ou
U2 V2 1
4 — 4 — =

C'est une hyperbole équilatére,avec ¢ = 6 = 2.

3. Lessommetssonten {J = +2, ¥V = 0,soit =/ = ¢/ = V2. Ensuite,
c = a2 4 p2 = 243, donc les foyers vérifient =/ = y/ = & 2. Les sommets sont
(14+vV2, -1+ V2) et (1-v2 —1-2),lesfoyers F(3,1) et F/(-1, -3),et
I'excentricité vaut 3 . Pour controler, le sommet S{1 + V2, —1 4+ V2) vérifie bien
(z —D(y +1) = V2 x v2 = 2. La figure suivante récapitule ces éléments.
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— XY + X =Y =3
44 —=- asymptotesx=1,y=-1
-------- axe focal y=x-2

Corrigé de I'exercice 17 : Une famille de coniques

1. La matrice est ( [Uama%nbda?] }‘1) .Ona A(1, le = (14 X)(1, 1}T et
A{—l, 1}T = (1 — }'-l) {—1, 1}T . Les valeurs propressont 14+ 4 et 1 — },de
vecteurs propres u; = %{1, et u,= %{—1, 1.

2. L'équation réduite est (1 4+ A) X2 4+ (1 —X)¥2 = 1.5 |A] <1, les deux coefficients sont
positifs : c'est une ellipse. Si 4 = 1,onobtient 9 X2 — 1, soit les deux droites paralléles
z+vy = 21.Si X = —1,onobtient 3% 2 — 1, soit les droites y — x = = 1. Enfin, si
|}1| > 1, les coefficients sont de signes opposés. Ellipse pour |}1| <1, deux droites
paralléles pour |A| = 1, hyperbole pour |A|>1.



. Pour |A| <1, les demi-axes valent ﬁ ,selon U1, et J11_—,1 ,selon U35 IIs sont égaux

siet seulementsi A = 0. Le cercle unité corresponda } = 0.

. Les asymptotes sont les droites du céne isotrope (1 + }l} X2 4 {1 — }l] Y2 — 0. Elles ont
% X dans les coordonnées réduites. Cette formule vaut
aussi pour A < —1, car le quotient reste positif.

pour équations ¥y — 4+

Corrigé de I'exercice 18 : Reconnaitre des quadriques

. L'équation (1) s'écrit %q +y2 + %2 — 1 : ellipsoide de demi-axes 2,1, 2, figure B. L'éguation
(2) est un hyperboloide a deux nappes d'axe 'z, figure D. L'équation (3) est un paraboloide
elliptiqgue d'axe 'z, figure A. L'équation (4) est un hyperboloide a une nappe d'axe }z , figure
E. Enfin, (5) est un cylindre de révolution d'axe 'z etderayon 2, figure C. Association : (1)-
B, (2)-D, (3)-A, (4)-E, (5)-C.

. Pour (2), la section £ = k apour équation 2 4+ z2 = k2 —1.Cestlevidesi |k[<1,un
pointsi |k| = 1, etuncerclederayon /32 _1si |k|>1.Lasection z = k est
I'hyperbole £ —yd =1 4 k2 . Pour (4), lasection z = k estun cercle de rayon

V14 k2 . Lasection £ = k est y2— 22 =1—k? :unehyperbolesi |k|+ 1, et deux
droites z = *ysi |k =1.

. Les formes de degré 2 sont 2 + 4y + z2, 12 —yd — 22, y2 4 22, 22 4 y? - z2
et 24 y2. Leurssignaturessont (3,0), (1,2), (2,0), (2,) et (2,0).

Corrigé de I'exercice 19 : Un ellipsoide de révolution

v 1 _o A(-1,1,2)T = (-7 -1-4,
1. La matriceest A = ( -1, 2 ) .On calcule ,L + 7 + 4, . Donc

-2 2 D 24242007 = (-12,12,24)T
(—1,1,2) est vecteur propre, pour la valeur propre 12.
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1 -1 -2
—1

2. Latracevaut 24 . Parailleurs, A4 —6f3 = 9 estderang 1, carses lignes
i

-2 2 &4
sont proportionnelles. Donc & est valeur propre de multiplicité au moins 2 . La trace impose alors

que la derniere valeur propre vaut 24 — 12 = 12. Les valeurs propres sont & (double) et
12 (simple). L'espace proprede 6 estleplan & — 1y — 2z = 0, orthogonala (—1,1,2).
Onprend u; = %(1, 1,0) et uy = %(1, —1, 1), qui sont orthogonaux et dans ce plan. Puis
Ug = Uy A Uy = %{1, ~1,-2), colinéaired (—1,1,2).Labase [t tn, tug) est
orthonormée directe.

3. L'équation devient 6X2 + 6¥ 2 4 1222 = 12, soit

2 2
A4 4z2 =1

C'est un ellipsoide de révolution, aplati, d'axe la droite R{1, —1, —2} . Ses demi-axes
valent 2, J2 et 1.

Corrigé de I'exercice 20 : Deux quadriques non centrées

1. On compléte les carrés : 12 — 9x = {;p — 1)3 -1, gyﬁ +8y = g{y + 2}2 — 8 et
—zd 4 97 = —{z — 1}2 + 1. L'équation devient
-1 +2y+2P2-(z-12-1-84147 = 0, soit

(z —1)° +2(y+2)°—(2—1)" = 1.

C'est un hyperboloide a une nappe de centre (1, —2,1).

/ . . W —
2. Le changement proposé est une rotation, d'inverse T = 7 et y = H?—;ﬂ . Alors
2 _ o2 , . 2 2 .
zy =2 5 Y2 et X apouréquation z — % — % C'est un paraboloide

hyperbolique.

3.Si * =aet & =04V alors & = TY . Ladroite est bien contenue dans X :le
paraboloide hyperbolique est une surface réglée.



Corrigé de I'exercice 21 : Critere de positivité

1 ona ¢,(L,L1) =3+6a =3(1+20) et ¢ (L, ~1,0) =2-2a.5 o< %, alors
7,(1,1,1) <0.si a >1,alors ¢,(1, ~1,0) < 0 .Dans les deux cas, I n'est pas

définie positive.

2. On suppose —% <m<]1,donc 1+ a>0.D'abord,
2 4+ 2ax(y +2) = (z +aly + z}}g —a?(y + z}g .l reste
(1-a2)y2 +2a(l —a)yz + (1 —a?) z2.Comme 1—ga20,on factorise, et I'on
compléte le carré. On obtient

2 1—a)(l+2
qaz(x+ay+az)2+(1—a2)(y+liaz) +( T)J(ra @) 42,

Les trois coefficients sont strictement positifs, et les trois formes linéaires sont échelonnées. Donc

7, est définie positive si et seulement si —% <a<l.

3. Lamatriceest 4, = {1 — r:&:l Iq 4 aJd, devaleurs propres 1+ 2a et 1 —a (double). Elles
sont toutes strictement positives si et seulementsi g = —% et a < 1.0nretrouve la méme

condition.

Corrigé de I'exercice 22 : Probleme : une famille de quadriques

1. Les coefficients diagonaux de A4 valent 1 etlesautresvalent a@.0r (1 —a)f3+ad a
exactement ces coefficients. Donc A, = (1 —a) I3 +alJ.

2. Lamatrice J estderang 1,donc 0 estvaleur propre double, d'espace propre le plan
Porz+y+2z=0.Deplus, J(1,1, 1)T = 3(1, 1, 1)T . Par conséquent, A, a pour
valeurs propres A1 = 1 4 2a , d'espace propre IR{l, 1, 1}, et Ay =1—a,despace
propre Fp (pour @ ?é 0).

1 1 1
3. Onprend uy = =(LL1), uy = 5(1,-1,0) et ug = uy Auy=72(11,-2).En
(4,1, AL 1,0 = 0 +1,
effet, ,1 — 0, . L'équation de &, devient
—1-1) = (1,1, -2
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(1+2a) X2+ (1-a)(V2+22) = 1.

4. On discute selon les signes des coefficients, comme le résume la figure ci-dessous.

4 - i i
hyperboloide : ellipsoide de : perboloide
3] 4 une nappe i révolution 1/ a deux nappes
. 2] | |
2 . !
o i i
o 11 | :
a i i
» i i
@ 0 !
© i I
= 1 1
-11 i i
=21 Vlindre ! i— A1 =1+ 2a (simple)
i E— A>=1-a (double)
—3 T T 1 T T 1 T T
-20 -15 -1.0 =05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
parameétre a
Si a < —% : un coefficient négatif et deux positifs, donc hyperboloide a une nappe. Si g = —% :

%(y? 4 32) — 1, cylindre de révolution de rayon JE/‘B . Si —% < a < 1 : ellipsoide. Si

@ =1: 3X2 = 1,soitlesdeux plans paralleles « + vy + 2z = &1 . Enfin,si a>1:
un coefficient positif et deux négatifs, donc hyperboloide a deux nappes. Dans tous les cas,
I'équation ne dépend de I:E Z:l que par ¥ 2 + Z2 _Elle est donc invariante par les rotations
d'axe Ry, Toutes ces surfaces sont de révolution autour de la droite F(1,1,1}.

1 . 1 n 1 J=
5. Pour —5 =< a < 1,les demi-axes valent N selon “1,et i dans le plan n.lls

sont égaux si et seulementsi 1 + 2a = 1 —a,soit @ = (. La sphére unité correspond a
a=10.

6. Pour g = 2, |'équation est EX2 (Yz —+ ZE) = 1. La base étant orthonormée, la distance

a l'origine vérifie g2 — x2 4+ ¥2 422 —6x2_-1.0r 5X2=14¥24+722>1,
donc X2 = % et o4 = %.L'égalitéalieu pour ¥ =% =0et X = :I:%.Les points

1 N .
les plus proches sont + E(l’ 1,1), a la distance
go(t,t,t) = 322 4 12¢2 = 1522 = 1 pour ¢ =

. On vérifie :

-l



Corrigé de I'exercice 23 : Signature et sous-espaces positifs

1. Soit {El,. .y Eﬂ:l une base g -orthogonale, ordonnée de sorte que ql:ffﬁ-:l >0 pour z < s.

Soit F'4 = Vect(e;,...,es). Pour = ; T3 %% non nul,
1 o)

_ N 2
9(x) = ; q{eﬁ) Tz 0 .Donc g est définie positive sur F'4, de dimension s.
1 5

2. Soit &G = VEC’EI:E‘S__FP .+ €n),dedimension 1 —s.Pourtout = € (&,

— 2
9(z) = Z Q(Eé} 2750 5 g estdéfinie positive sur F',alors F' M G = {0}. Parla
1> 5
formule de Grassmann, dim F' + {n — s} < n.Donc dim F' < s, et s estla dimension

maximale cherchée.

3. Pour = = (g,a,b,0),ona Qz) = a?+ b2 .Donc & est définie positive sur le plan

Vect((1,1,0,0), (0,0,1,1)) . D'aprés I'exercice 5, la signature de & est (2, 2) . Parla
question 2, aucun sous-espace de dimension 3 ne convient.

4. Soit H dedimension n—s+1.Alors dim(HNFy)>nmn—-s4+1)+s—n=1.I
existedonc % 7 0 dans H N F4 . Par la question 1, ce vecteur vérifie g(z) > 0.

Point de méthode : pour majorer une dimension, on exhibe un sous-espace complémentaire sur lequel la
propriété échoue, puis on applique la formule de Grassmann.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L2

e Le cours : formes quadratiques, cours de maths en L2

e Les énoncés : exercices de maths en L2 sur formes quadratiques
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A maitriser avant : [sométries, endomorphismes symétriques et théoréme spectral
Chapitre précédent : Séries de Fourier
Chapitre suivant : Intégrales multiples et intégrales curvilignes

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre
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