Corrigés des exercices de maths spé

Fonctions vectorielles

Corrigé de I'exercice 1 : Dérivabilité par coordonnées

1. Dans [R<2, toutes les normes sont équivalentes. Avec la norme |{~f: y:'|m = ma,}:l:|:r:|, |y|:' , un
vecteur tend vers (€1, £3) si et seulement si chaque coordonnée tend vers £ . Or le taux
d'accroissement de f = l:fl, fgjl a pour coordonnées les taux de fl et de fg. Donc |
est dérivable en  si et seulementsi f; et fqlesont, et f'(a) = {f{{a}, f;{a)} :

2. Pour >0, g—(t];g(ﬂ): 1]§ =

5‘&'@' = (1,1} et g{__,{(ﬂ} = (1, —1) ; ces vecteurs different, donc 7 n'est pas
dérivable en (1. La trajectoire présente un point anguleux, comme le montre la figure de

(1,1) - Pour £ <0, ce taux vaut (1, -1} . Ainsi

['énoncé.

Questions 3 et 4

3. La premiére coordonnée £ estde classe ¢°°. Etudions kq(t) = t[t|.Sur 10, +oo[,
ko(t) = t2 et kh(z) = 2t .Sur ]—oo,0[, koft) = —t2 et kh(z) = —2t.En 0,
le taux @ — |¢| tend vers 0. Donc kn est dérivable sur R avec kh(t) = 2[¢|, quiest
continue. En revanche, t — 2|¢| n'est pas dérivable en 0. Par conséquent,
k’{tj = (1,2[¢]) + k estdeclasse (1 mais pas deux fois dérivable en 0, donc pas

de classe (2.

4. Les coordonnées $2 et 3 sont polynomiales, donc A estde classe “°, et
hf{t} = (Zt! 3t3} . En particulier h,f{[jj = {[j, []j . La vitesse s'annule en (J : le mobile

!
s'arréte puis repart dans le sens opposé. En effet, pour t ?é 0, la direction |:’E§| vaut
4,3t) —
ﬁ signe(t) . Elle tend vers (1,0) en gt etvers (—1,0) en (@ . La trajectoire

Yy = + 333!@ présente donc une pointe (point de rebroussement). Ainsi, une fonction tres
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réguliere peut avoir une trajectoire non lisse la ol sa vitesse s'annule.

Point de méthode : dérivabilité de la fonction et régularité géométrique de la trajectoire sont deux
choses distinctes ; la seconde demande aussi  f (£) ?é 0.

Corrigé de I'exercice 2 : Arche de cycloide

1. Les coordonnées sont de classe (2°°. On obtient f/(¢) = (1 — cos £, sin ) . Ce vecteur est
nul si et seulementsi cost = 1 et sint = 0, cC'est-a-dire ¢ € 2aZ . Sur [0, 2m],
F'(t) = 0 exactementpour ¢ =0 et ¢ = 2.

2. On calcule |f’|:t}|2 = (1 —cos t}g tsin?t =2 _—2cost.Or 1—cost = Esing{t/ﬁ}
, donc |f’(ﬁ}|2 — -’-lsing{t/’ﬁ)- Pour £ € [0,27],0ona t/2 € [0, ], donc
sin(t/2) > 0. Ainsi | f/(z)| = 2sin(t/2).

3. Pour t € ]0,27[,onutilise 1—cost = 2sin?(¢/2) et sint = 2sin(t/2)cos(t/2) .1
vient

SO 2sin(t/2) -

Cette direction tend vers (D, 1} quand ; — 0t :la trajectoire arrive a l'origine avec
une tangente verticale.

() (Qsin2(t/2)}QSin(t/Q)COS(t/Q)) (Sin(t/Q) cos(t/?))'

2ar
4, Ona £ = fﬁsin(ﬁ/ﬁ} dt = [_4@5{1/2}]3’” — 4 4+ 4.Donc £ — 8. Parailleurs,

0 2ar
f2m) — f{0) = (2m, 0), denorme 27 == 6,28 . On retrouve |f2m) — F(0)| < f|f’| :

1]
la corde est plus courte que I'arc. La figure ci-dessous résume I'étude : sommet f() = (m, 2) ou
la vitesse (2, 0) est horizontale, et tangentes verticales aux extrémités.



2.5

f(m) = (m, 2), f(m) = (2, 0)

2.0 -
1.5
1.0 1

tg#ngente verticale

0.51
0.0 @ —mmmm e

- arche de cycloide, longueur 8 = = corde de longueur 2

Corrigé de l'exercice 3 : Trace, transposée et sous-espaces

1. Latrace tr: M, (R) — R etla transposition sont linéaires. D'aprés le cours, L o M est
dérivable et {L o M}F = L{M’} pour toute application linéaire I, en dimension finie. Donc

(tr M) = to(M') et (MT) = (M')"

2. L'application X — PX estlinéaire sur M, (R). Le méme résultat donne
(M) = PM.

3. D'abord, tr M(t) = et + cost.Donc (tr M) (t) = et — sin ¢, qui est bien la trace de

M’r{t} = (Et _ _ém i) Ensuite,

et 2 ! et _
PM(t):( T t:rogit) done (PM)'(t) = (%} 2t 1—int)

) ! 1 t — ai
Enfin, PM/(t) = ([l"-,ll'aj.?'?] 021 ,})(ft _ —sin t) = (E ;—tﬁt 1 ?mtt ) Les deux

—31n
calculs coincident.

4, Soit (3 unsupplémentaire de F dans & et I laprojectionsur (¥ parallelementa &' .
Elle est linéaire et ker p = F' . Par hypothése, p o f = (0 .En dérivant,

o(F &) = (p of}’;(t} = 0,donc f'(t) € ker p = F.Ainsi f/(t) € F pour tout
t.L'ensemble &,(R) des matrices symétriques est un sous-espace vectoriel de M., (R} .
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Par conséquent, si M{t} est symétrique pour tout i, alors M’r{t} I'est aussi.

Corrigé de I'exercice 4 : Fonctions de norme constante

. Le produit scalaire est bilinéaire. D'aprés le cours, { f, f ) est dérivable et

CHEY = (FL )+ (G fy parsymetiie, (1£2) = 2( £ ')

. Comme |f| = 0, lafonction |f]| est constante si et seulement si |f|2 I'est. Or, sur l'intervalle
I, une fonction réelle dérivable est constante si et seulement si sa dérivée est nulle. Donc ||
est constante si et seulement si { f(z), f’{t)) — (0 pourtout % & 1.

! . . .
.Ona f'(t) = (—2cos tsin t, cos? + — sin? t, cos t) . Ensuite,
{1, f’ N —2cos3 tsin t + sin tcos t(cos2 t —sin? ) + sin tcost = sin tcos ¢ (1 — cos2t — sin? t) = 0.

Donc |f]| est constante, égale a | f(0)| = |(1,0,0)| = 1. La trajectoire est tracée sur la
sphere unité (rayon 1). On le vérifie directement :

cost i + sin? fcos? ¢ + sin?t = cos? ¢ + sindt = 1.

. D'apres la question 1, I(|J'5(|3Yr =2 X, AX ) = 29X 7T 4 X . Ceréel est égal a sa transposée
KT AT x — _x7T 4 % .llestdonc nul. Par la question 2, |X | est constante.

Corrigé de I'exercice 5 : Dérivée de la norme euclidienne

. La fonction |f|2 est dérivable et strictement positive sur I . De plus, la racine carrée est
dérivable sur ]0, 4-co[ . Par composition, ¢ = \/|f|* est dérivable et

o (D) wfy
= oJ72 = A

Ainsi .;{;-f = %

. L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne  |{ , '3 < |F||f’| - En divisant par || >0, on



obtient |p/(t)| < |f’{t) , avec égalité si et seulement si  f(t) et f'(z) sont

colinéaires.

cPour £>0, fE)F0, Fl@) = (1,20), (fif)=t+2e3 et
y
|f(t)| = /1 + $2 . La formule donne ©/(t) = % . Directement,
y
() = t/1+12 et /() = V14 24 4+ qﬁ . Dans les deux cas,

1+ 2t2
P =t

LA — 1fCGod] [ — tol||SG) — fTEo)
I —1ip - t—1p I —1p

|f';{tg}| par continuité de la norme. Le premier facteur vaut 1 a droite et —1 a gauche. Ainsi
la dérivée a droite vaut |f';lit|:|:l| et la dérivée a gauche —|f';{i|:|:l ; elles différent car

f'(t0) £ 0, donc || n'est pas dérivable en t.L'exemple f(t) = (£,0) en 0
redonne la valeur absolue.

. Comme f({tg) = 0,o0na . La norme tend vers

Corrigé de I'exercice 6 : Dérivée d'un déterminant

1. Di(t) =1t et Dyft) = ‘[Hrajr?]fﬁfi,}‘ =t2-1.

2. Lacolonne 7 sécrit C4(t) = U + (t - 1:"'3}' ,ol [J estla colonne dont tous les
F
coefficients valent 1. Donc Cj'l:tjl = Ej . Le déterminant est multilinéaire par rapport aux

colonnes, donc

T
/ . .
Dn(t) = E det(Cl,...,Cj_l,ej,cﬁul,...,cn).
=1
Développons le 7 -iéme terme selon la colonne 7. Celle-ci ne contient qu'un 1, enligne 7, de
signe (_1}J‘+J‘ — 1. Le mineur obtenu en supprimant la ligne 7 et la colonne 7 est de taille

n —1,avecdes t surladiagonale etdes 1 ailleurs. Il vautdonc D2,,_1(f). Ainsi
Diz':t:' =nDy1(t).

Questions 3 et 4
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3. Pour ¢ = 1, la matrice a toutes ses colonnes égales. Donc D,,(1) = 0 pour n > 2.

4. Posons P (t) = (t — 1}”_1(1 +n—1).0na P; = Djet Py = Djy. Supposons
Dyp_1=Fy_1pourun n = 2.0ncalcule
PLity=0=1)"2[n=D(+n-D+t=-D]=0¢=-1)"[nt+n2=2n]=n P, 1(t)

Ainsi I}, et P, ontla méme dérivée nP,_1 sur R etlamémevaleur 0 en 1.Elles
sont donc égales. Par récurrence, Dn{t} = {t — 1}”_1{t +n — 1} .Pour n = 3, Sarrus
donne D3ty =3 4+1+41—-t—-t—t=13-3t+2.0r

(t-124+2) = (12 -2t +1)(t +2) = 3 — 3¢ + 2. Le résultat est confirmé.

Point de méthode : quand les colonnes dérivées sont des vecteurs de base, chaque terme de 3/ se
réduit a un mineur, ce qui donne une relation de récurrence.

Corrigé de l'exercice 7 : Produit mixte d'une courbe de I'espace

1. Le déterminant est trilinéaire et f, f';] f” sont dérivables. La régle de dérivation multilinéaire
donne

!/ ! i Iy Iy ! HH
p! =det(f', f°, f7) +det(f, f, F) +det(f, f, F ).
Les deux premiers déterminants ont deux colonnes égales, donc sont nuls. Il reste

ol = det(f, ', 7).

Questions 2 a 4

2.0na f' = (—sint,cost,1), f"” = (-cost,—sint,0) et F" = (sint, —cost,0).
En développant selon la troisieme ligne,

cost —sint —cost
p(t) = | sin t cost = t(sin2 t 4+ cos? t)—1-(—costsint +sintcost) = t.

sint
t 11 0
Donc /() = 1.De méme,
det(f, f/, ') = t(sin tcos t — sin tcos t) — (—cos2 £ — sin? £) = 1. On obtient
p(t) = t et la formule est vérifiée.



. Par linéarité par rapport a la troisieme colonne,

det(f, f' af +bf" +cf"y = cdet(f, ', f’) . car les deux autres termes ont deux

colonnes colinéaires. Donc ¢/ = cgo . C'est une équation différentielle linéaire scalaire d'ordre 1 a
t

coefficient continu. Ainsi  @(t) = @(tg)exp fr:{s} ds| ; en particulier, ¥ est

to
identiquement nulle des qu'elle s'annule en un point.

.ona f' = (0et,—e=t), f' =€t et) et 7 =(0et —et)=f .
a =0, hb=1et ¢ = 0,donc % estconstante.En + = (1,
@(0) = det((1,1,1), (0,1, -1}, (0,1,1)) = 1 x (1 +1) = 2. Directement, en développant
selon la premiére ligne, @(t) = 1 x (et et + e—tel) = 2. Les deux méthodes donnent
o =2,

Corrigé de I'exercice 8 : Wronskien d'une équation

différentielle

. Les solutions sont de classe ¢*2. On dérive le déterminant colonne par colonne :

Y1 Yq Yq Y4
w' = 771 T ? o =yyll =y yll
y[l\pmeme.] yQ y[l\pmeme.] yQ 199 291
En effet, les termes y{yg se compensent. Ensuite, on remplace yg’r = —ayg - b’yﬁ' ;

/
W' =y,(—ay) —byy) —yy(—ayf — by,) = —a(y v} — yu)).
Donc W' = —gWW -
. C'est une équation linéaire d'ordre 1. Sa solution valant W{tg} en £( estunique. Ainsi

t

Wit) = Wi{tg)exp —f a(s) ds|. Comme I'exponentielle ne s'annule pas, W est soit
in
identiquement nul, soit jamais nul.

. Pour ¥ =1 D+%—;—2 = 0.Pour Y, = 1/t . yé = —1/t2 et yé’ =2/t3,
donc t% — # - tl_a = [J. Ce sont bien des solutions. Leur wronskien vaut
Wi(t) = ¢- (_tl_g) — % -] = —% .Avec a(t) =1/t et £y = 1, la question 2 donne

W(t) = W(l)e—Int = —2. % .On retrouve W(t) = —-2/¢.
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Corrigé de I'exercice 9 : Produit matriciel et inverse d'une

matrice

1. Le produit matriciel (X, ¥) — XYV estbilinéaire. Donc (A4A) = A’A + AA’. Pour

lexemple, A'(t) = ([ﬂrajr?] g g % ,}) .Oncalcule A2 = ¢Jq,donc {AQ}F = I5.En

revanche, 244/ = z(nra,;r?] DX ,})([xra,y?] oxl ,}) - ([ara;,r?] 00 ,})  Ainsi
(A2 = 1y £ 244",

2. D'apres la formule . G mgom@i}iﬂ , chaque coefficient de 4 —1 est un quotient de
polyndmes en les coefficients de .4 , de dénominateur det A qui ne s'annule pas. Ces
coefficients sont donc dérivables. Ensuite, on dérive A A~1 = m

Al 4—1 + A{A—l)’ — (. En multipliant a gauche par 41,
(A=l = —a—1la’a-1,

5 ona det A() =124 0 s 9,10 e 4@~ = (e §7T, )

/
Premiére méthode : on dérive les coefficients. On trouve ( 2) = at 5 et
; 1—t (1—t2)
—t N _ 1412 , . I ( 0&1 )
(1 — tg) = 122 Seconde méthode : avec A’ = | [\ray?]{ p ' H
Y 1 —t&1 1& —t \ _ 1 —2¢ 1+t2)
ATAAT = tz)z([\a”?] 1 & —ttr )([\arm _t & 11 ) (1 t2)2( 1462 —2t )
2% —(1+4+ 1%
Les deux méthodes donnent {A_l)f{t} = ﬁ(—{l +£2) {Et )) .

Corrigé de I'exercice 10 : Matrices de rotation

—sint —cos

1. En dérivant coefficient par coefficient, H’{t} = ( ; _ ) .Parailleurs, R(t)J et
] cost —sint

—sin i —cos

JR(t} valent tous deux ( ) apres calcul. Donc
cost —snt

R'(t) = R(t)J = JR(t).

2. Par composition, t — R(—t) apour dérivée —R'(—t) = —JR(—1). La régle du produit



donne

&'(t) = R(s + t)J R(—t) — R(s +t) JR(—t) = 0.

Sur R, & estdoncconstante, égalea #(0) = F(s) .Ainsi Rs + t)R(—t) = RE(s) .
suffit alors de multiplier & droite par (%), en utilisant F{—t)R(t) = Iy.On obtient
R(s +t) = R(s)A(t).

. Dérivons MT M = I, avec la régle du produit et la linéarité de la transposition :
(MM + MTar’ =0.or (MTMNT = (M7 M .Donc prT pg! est
antisymétrique. Pour M = R ,ona RT R’ — RT RJ —= J.quiestbien antisymétrique.

. Ona R’(t}el = R(t)Je; = R(t)eq et R’{t}eg = R(t)Jey = —R(t)e; . Le point

R{i:”fj' décrit le cercle unité a vitesse de norme 1, et sa vitesse est obtenue en
tournant H':ﬁ:'ffj‘ d'un quart de tour direct. La figure ci-dessous représente la base tournée
et ces deux vitesses.

vitesses R'(t)e; = R(t)/e;
—— cercle unité
1.5 1
1.0 1
0.5 A
0.0 A
—-0.5 - - - -

~1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5
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Corrigé de I'exercice 11 : Changement de parameétre

1. Par la regle de composition, (f o (’ﬂjlfligjl = fpa’@f’(@@} = 2s(—sin 52, cos s2).
Directement, (f o ¢)(s) = (cos 52, sin 52), dont la dérivée est (—2ssin 52, 2scos 52) .
Les deux calculs donnent {f o @}F{s} = 2s(—sin 52, cos 52) .

2. Comme |(—sin 52, coss?)| =1, |{f o (pjlfliﬁjl| = 2|s| , qui s'annule seulement en
s = [ .Le pointy rebrousse chemin sur le cercle.

3. La régle de composition donne {f o .5'}’(5} = S’{S}f’{.ﬂ{g}} .Comme § est croissante, ses
taux d'accroissement sont positifs, donc 8’(3} > 0.Ainsi (f o .:9};(5} est un multiple positif
ou nul de f’{ﬂ{ﬂ}} ; Si 5"’{5) ~ (J, il est non nul et de méme sens. Un reparamétrage
croissant conserve donc la tangente et le sens de parcours.

4. Avec § = ln, dérivable sur |0, +oo[ de dérivée 1/s,

(f(In s})f = %(—sin{ln s), cos(In g)) -

Corrigé de I'exercice 12 : Spirale logarithmique et dérivées

successives

1. Les coordonnées sont produits de fonctions ¢, donc f est de classe “°. Raisonnons par
récurrence. La formule est vraie pour n = (. Supposons f(”)(t} = anggt{.:osgj sinuﬁ'}
avec 8 = t 4 nw/4 . Endérivant,

f(”+1)(t) = 2”/2617(-::059 — sinf, sinf + cosh).
or cosf —sinfd = V2cos® + m/4) et sinf + cosd = V2sin{@ + 7/4). Donc
Frt@) = 20D 2et(cos(t + (nt1)m/4), sin(z + (n+1)mr/4)), ce qui acheve la

récurrence.

2.0na [f(2)] = et |f(t)| = v3et et (£ f') = V2eltcos(m/4) = e3t. Le cosinus de
1

J%iﬂi = %.L'angle entre f(t) et f/(f) vaut m/4 pourtout .

I'angle vaut donc

3. Le produit scalaire est bilinéaire. Si f et 7 sontde classe ", alors



n

(5900 = 32 (W 7D,507).

4. D'une part, |f|2 — g4t donc (|J1f|3)':ﬂ:I — 9™z2t . D'autre part, f':k:' et f':”_k) ont pour
angles polaires ¢ + k7 /4 et t 4 (n — k)m /4. Leur produit scalaire vaut donc
gkﬁg(ﬂ_k}f?eﬁtcoﬂ(M). La formule de Leibniz donne

92t — 91/22t Zn: (”’ )Cos((gk ; H)W),

mn

(2k — m)mr
En simplifiant par Enﬁegt, Z ( ) ) = Eﬂf@. Pour m = 2, on vérifie

04+240=2.

Corrigé de I'exercice 13 : Intégrales de fonctions vectorielles

m m

1. On intégre coordonnée par coordonnée : fu:os tdt =0, /sin tdt = 2 et
. . 0 0
fﬁ dt = %2 . Donc f{cos t,sint,t) dt = (D, 2, %2)
0 0
1 1 1 1
2. De méme, flzl 2t =1, f3t2:1et fgt:.g—l.Ainsi
0 0 0

]
/M:(ll E_lj_l),detrace e . Par ailleurs, f{1+et}dt:1+e—lze-
]

L'égalité est vérifiée, conformément a L{f f} = fL{f) .

m m

3.0 fu (0,2), de norme 2. De plus, |u{t)| =1, donc flul = 7 . On obtient
0 0
T

2 < r , en accord avec l'inégalité triangulaire.

4. Oncalcule Ufzr) = (sin =, 1 — cos x). Ensuite,
|U{£}|2 = sinz + (1 —cosz)? = 2 — 2cos £ = 4sin?(z/2). Donc
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T
|U(z)| = 2sin(x/2)| . L'inégalité triangulaire donne |U(x)| < f|u| = z, soit

lsin(z/2)| < =/2 . ’

Corrigé de I'exercice 14 : Sommes de Riemann et barycentre

n
1. Posons f{t) = (cos ¢,sin ), continue sur [0, 7] .On écrit Sy = -3 Z f(k%—) on
k=1

reconnait L fois une somme de Riemann de f sur [0, 7] . Par le théoréme des sommes de

-
Riemann, S, — %ff = %{D, 2).Donc 5, — ([]! %)
0

n
1 .
2. Onidentifie S, & 7@ E wk avec o = /" ?é 1 . La somme géométrique vaut

k=1 :
mll__“;'f = lii_ww ycar wt = —1.0r 1—w = —Eésin(%)ewﬁgm Il vient
T 26%.?1'/(?1 i 6'3;7?/((2?3)

k — — — ' .

wh = - = = — 1coft

> Coisin(£)e ™D T sin(£) + n
k=1 2n 2n

Donc 5, = %(—1, cot%) .Pour n = 2, ontrouve (—%: %) , ce qui correspond bien a la

moyenne de ; etde —I1.

3. D'abord, —1/n — O.Ensuite, cotz ~ 1/x en 0, donc %.;ot;r—n o %2%1 — E—T.On
retrouve S, — (0,2 /). La figure ci-dessous montre, pour 1 = 8, les points du demi-

cercle, leur isobarycentre Sg et la limite.



demi-cercle
1.0 ® points flkn/n), n=28
B Sg=(—1/8,cot(n/16)/8)
L] ¥ limite (0, 2/m)
0.5 1
0.0

~10 -05 00 05 10 15 20 25

Point de méthode : une moyenne %Z f{ﬁg/n} de vecteurs se traite exactement comme une

somme de Riemann réelle ; il suffit de repérer le pas et I'intervalle.

Corrigé de I'exercice 15 : Spirale de Cornu

1. Lafonction g:% — (cos 12, sin tg} est continue sur [ . D'apres le théoreme fondamental,
F estdeclasse ¢let F/ = g.0r J estdeclasse ¢°, donc F' I'estaussi. Ainsi
F'(z) = (cos £2, sin £2).

N

|F’{gg~}|2 — co32 £2 4 5in? £2 = 1. Par I'inégalité des accroissements finis entre (0 et =,
|F(x) — F(0)| < |z|. comme F(0) =0,0na |Fiz) < |z].

T
3. Dans F(—z) = fg{t} dt,onpose t = —u .Alors
0

F(—x) = —fg{—u} du = —f g(u) du , car § estpaire. Donc F{—z) = —F(z) :la
0 0

trajectoire est symétrique par rapport a I'origine.

4. Ona G{x) = F(2x) — F(x). Par composition,
G'(x) = 2F'(22) — F'(z) = 2(cos 422, sin 42?) — (cos 2, sin £2) .

5. La vitesse F’(a:} n'est jamais nulle. La tangente est verticale si et seulement si sa premiere
coordonnée est nulle, c'est-a-dire  cgs £2 = ( . Les réels cherchés sont 1 — u’% + kmr,
avec Kk < IN.Lavitesse tourne d'un angle 12 de plus en plus vite, ce qui explique
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I'enroulement visible sur la figure de I'énoncé.

Corrigé de I'exercice 16 : Accroissements finis sur le cercle

.ona f(2m)— f(0) =1—1 = 0.Enrevanche, f'(c) = 1e™c estdemodule 1, donc
21 £ (0 ?é 0 .Aucun ¢ ne convient : I'égalité des accroissements finis est fausse
pour les fonctions vectorielles.

. La fonction f estdeclasse ¢l et |f’{t}| — 1 pourtout %.L'inégalité des accroissements
finis sur le segment d'extrémités @ et 4 donne |e® — e%a| < |b — g,

. Posons 1 = b — a . On factorise par I'angle moitié :

eib _ gia = giag®/A /2 _ ;—1u/2) _ iag™u/2. 95500, /2) . Donc

et — 26| = 2|sin{u/2)|. La question 2 donne  2|sin(u/2)| < |u| pour tout réel . En
remplagant u par 2w ,on obtient |sin u| < |ul.

. Soit g = {gl, gg} Pour ¢ € {1,2} ona |Q‘;I:ﬁ:l| < |g/(2)| <

1 -
11 2 (norme euclidienne).
est intégrable sur [0, +oo[ . Par comparaison, 9% est intégrable, donc
x

1
Oor t — 5
T 1+¢

fgg a une limite finie quand = — oo . Enfin, g(z) = g(0) + fgf par le théoréme

0 —Eoc:-
fondamental. Donc 5 admet une limite en oo, égale a g{[jj + fg-’ . En outre,

0
linégalité triangulaire donne |g{v) — g(z)| € arctany —arctanz pour = < y.

Corrigé de I'exercice 17 : Unicité par les accroissements finis

1. Lafonction |f| est continue sur le segment [0, A] , donc elle y atteint son maximum . . Soit
t € [0,h] . Pour u € [0,£],0na |f’;{u}| < k|flu)| € km . Linégalité des
accroissements finis sur [0, £] donne alors

f(O)] = |f(t) = fO)| < kmt < kmh < 5"



En prenant le maximum sur £, on obtient m < m,/ﬁ ,donc m < 0. Ainsi m =0 et [
est nulle sur [0, A] .

2. L'ensemble considéré contient h,donc s > h >0 .Pourtout T < s,ilexiste T/ € ]7, 5
avec f nullesur [0, *T"] Donc f estnullesur [0, s[,puisen s par continuité. Supposons
5 < 1 . La fonction f u — f(s + ) sur [0,1— 3] vérifie {D} = [ et ‘f ‘ < ,Eg|f|
La question 1, appliquée avec # = min(1l — :gl,};:' montre que f est nulle sur [s, s + h,]
Cela contredit la définition de s.Donc s = 1 et f estnullesur [0,1].

3. Soit X et ¥ deuxsolutionset Z = X —¥ .Alors Z estdeclasse ¢l, Z(0) = 0 et
Z! = A(t)Z .Lafonction t — |A(t)| est continue surle segment [0, 1], donc bornée.
Posons k = 1 4 maz|A| > 0. Par définition de la norme subordonnée,
|Z’{t}| < |A(2)| | 2(t)| < k|Z(z)|. D'apres la question 2, Z = 0. Le probléme admet
donc au plus une solution.

Point de méthode : I'inégalité des accroissements finis sur un petit intervalle fournit une contraction
m < m,/ﬁ ; un argument de borne supérieure propage ensuite le résultat.

Corrigé de I'exercice 18 : Déterminant au voisinage de
l'identité

1. Le déterminant est un polyndme en les coefficients, qui sont affines en £ .Donc % est
polynomiale, de classe °°.Lacolonne 7 de F, +tA vaut Ej,' + tAj , ou AJ{ est la
colonne 7 de A, etsadérivéevaut Ay . Laregle de dérivation d'un déterminant donne, en

t : [:] ’

p!( Zldet €1y j_lejJejJrl}...Jen).
‘;f_

En développant selon les colonnes €; ,le 7 -iéme terme vaut %;;. Donc ¢/ (0) = trA.

2. Lafonction % estdeclasse 1 et QEJI:D:I = 1. La formule de Taylor-Young a I'ordre 1 donne
det(f, +tA) = 1+ ttrd 4 oft) .

3. Fixons t et posons N{h,} = M(ﬁ}_lM{t + h} . L'application X — M{t)_lx est
linéaire. Donc IV est dérivableen 0,avec N(0) = I'p et N'() = M(t) " 1M/(2).
Posons (A} = det IN{R). La régle multilinéaire en h = ( donne, comme & la question 1,
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'.;If;f{[j} — trN"r{D} .Or det M{t + h,:l = det M(t:l 'qf)l:h:l par multiplicativité du
déterminant. En dérivanten A = 0, {det M}’;{t} = det M{t}tr(M{t}_lM’(ﬂ) .

4. 0na det M(t) = 1—12, dedérivée —2t.D'aprés I'exercice 9,

M-1pM = I jtg([‘gary?] fécgiitr) , de trace 1__2; . Le produit par 1 — ¢2 vaut

—2¢% . Ainsi, la formule est vérifiée.

Corrigé de I'exercice 19 : Formules de Taylor pour

I'exponentielle complexe

1. Ici, f estdeclasse ¢, avec f'(u) = ietu et f'/(u) = —etu . Laformule avec reste
intégral a I'ordre 1 en (0 s'écrit

s

ett = 1 4+ 4t + (t — u)(—e“'“)du,

L
. ) 1
L'inégalité triangulaire donne |eﬁt -1- zt| < f|ﬁ — 1-_,.;| dul| = % . Donc
]

et — 1 — 9t| < #2/2. Les parties réelle et imaginaire de gt — ] — 4z sont cost —1 et
sin £ — t , de modules inférieurs au module total. Ainsi [l —cos£| < £2/2 et
sin £ — ¢ < £2/2.

2. Par récurrence, f'ik:'(t} — ykeit  demodule 1, et f'ik:'{[j} — 4k, L'inégalité de Taylor-
Lagrange avec M yp41 = 1 donne

e?:t _ - (it)k < ﬁ
E : k! —= (n+1)!
k=10
ol . , L SRk
Pour % fixé, . —3 () par croissances comparées. Donc  e** = i
(mn—41)! =0

: 2
3. Taylor-Young a l'ordre 2 en 0 donne gt = 1 4 4% — % + g(tﬁ} .Un o(tgj vectoriel a des

coordonnées en o(t2) . Ainsi cost = 1 — %2 + ot2) et sint = t + o(t2). Par

conséquent, 1—_;"*05 t % et t——ta;m t 0.



Corrigé de I'exercice 20 : Inégalité de Landau-Kolmogorov

1. Lafonction f estdeclasse (2 et |f”| < My . L'inegalité de Taylor-Lagrange a l'ordre 1,
entre Tr et x + h puisentre T et x — h, donne

. 5
|f{$ +} - fli,jt?:l — hf[ﬁ'nprlrlme?](‘xﬂ E Erjiz
|f($ - = flz) + hf[%pririme?](jjﬂ < 22 .

et

2. Notons F4 et F_ les deux vecteurs précédents. En soustrayant,
Ehf’r(a:} = flz +h)— flxr —h) — Ry + R_ . L'inégalité triangulaire donne

2h|f’{ﬂs‘:‘| < 2Mp+ Mghg . En divisant par 2k >0, |f’,:$:,| < % n higﬂfz _
3. Posons  g(h) = % + % sur |0, +oo[ . Sa dérivée gl (h) = _% + % s'annule en

ho = J2M /M q. Elle est négative avant et positive aprés. Le minimum vaut

M M 2M MqM
g(ho) = Mo\/a3/ + 22/ 3, = 2V =5 - = V2M M.

En prenant h = Ag, |f’{$}| < J2M Mo pourtout = : f' estbornée. La figure ci-
dessous montre ce compromis entre les deux termes pour Mg =1 et My = 2,

4. 0na |f|=1,donc Mg = 1.Ensuite, f” = —w?f ,donc My = w2 . L'inégalité
annonce | f/| < VZw.or f'(t) = w(—sinw %, cosw t), de norme w. L'inégalité est
bien vérifiée, puisque w < V2 w.
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= g(h) =Mo/h + hM/2 (Mg =1, M5 = 2)
== Mo/h
5¢« hM,/2

® minimumy2MoM; =2enh=1

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme : mouvement a accélération

centrale

1. Le produit vectoriel est bilinéaire. D'apres le cours, ' est dérivable et
c'= f AT+ F A f" parantisymétrie, £/ A F' = 0.Deplus,
f A f” =AfAf =0.Ansi ' — g surlintervalle I.Donc ( est constante.

2 Pourtout 1, ( f(£), Co) = (f(E) A F(£), F()) = det(£(2), £/(8), £(£) = O . car

deux colonnes sont égales. Donc f{t} e Cd‘ , plan vectoriel puisque C'p 0 :le
mouvement est plan.

3. Ona f’{t} = (—asin ¢, bcos ¢, 0) et f”{t} = (—acost, —bsin t,0) = —f(¢) . Id
X = —1.Ensuite, f A f = (0,0, abcos? ¢ 4 absin? t).Donc Co = (0,0, ab).

t

4. Comme |f{u} A f’r{u}| = |Cg| pourtout u,on obtient A(z) = %f|{j0| du . Ainsi

0
_A(t:] = %|Cg|t : des durées égales balaient des aires égales. Dans I'exemple, I'ellipse est



parcourue une fois quand ¢ décrit [0, 2] . Son aire vaut  A(27) = %ab -2m = wab .

5. Par la regle bilinéaire,

E =2 Y 4wl f Y =20, —w?f Y+ 202 £, f'Y = 0.Donc £ est

constante. Dans I'exemple, w = 1 et
£ = a2sin?t + b%cos2t + a2cos2t + b2%sin?t = a2 + b2
Ontrouve £ — g2 4 2.

Corrigé de I'exercice 22 : Probleme : groupe a un parametre de

matrices

1. Fixons £.Lafonction s — M(s + £) a pour dérivée M '(s +t). Parailleurs,
X — XMI(t) estlinéaire, donc s — M(s)M(t) apour dérivée M (s)M(%) . En
s =0, M'(t) = AM(t).Deméme, endérivantparrapportd t en t =10, s
fixé, M'(s) = M(s)A .Donc M'(t) = AM(t) = M(t)A pourtout %.

Questions 2 a5

2. Comme M estdérivableet X — A X linéaire, pg’ — A M est dérivable, de dérivée

AM' = A27f5.Supposons gk} — akpg.Alors pag(k) est dérivable et
Ar(e+1L) — akag! — Ak+1lpgs.Parrécurrence, MM estde classe (*°° et

Ar(k) — akpg . En particulier, M'ik:'([j} = Ak,

3. Lafonction u — |M(u)| estcontinue surle segment [—|t|, |£[], donc K existe. Pour u
entre 0 et %, la sous-multiplicativité donne |M(N+1)(u}| < |ANF1E | Linégalité de
Taylor-Lagrange a I'ordre 1% en (0 s'écrit alors

ﬁr|A|N+1|t|N+1+
(V11!

N
k
M(t) — %Ak
k=10

Le majorant tend vers (0 quand N — oo, par croissances comparées. Donc
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4.

+oo
k
M) = Z%Ak : M est entierement déterminée par A .
k=0

La fonction & = det o M est dérivable par la régle multilinéaire. En [, les colonnes de
M{(0) = I, sontles ©; etcellesde M'(0) sontles A;.Comme dans I'exercice 18,

/ . —
570) = D det(ey, - w Ao nen) = 604 e §(s 4+ £) = 8(5(E) par
3
multiplicativité du déterminant. En dérivant parrapporta 3 en s =0,

§'(2) = §'(0)6(t) = (trA)8(¢) . Avec 8(0) = 1,onobtient §(t) = ettr4 . Ce réel est
non nul, donc M(t) est toujours inversible.

. D'aprés l'exercice 10, R(0) = Iy, R(s+t) = R(SR(t) et A = R'(0) = J.Comme

J?2 = —Iq,0na Jir — {—1)1312 et girtl — (—1}pJ . La série se sépare donc en

+oo + oo P2 +oo P 2p+1
Zﬂ S (=1)7¢7* 5 (=1)7¢%* _ :

Cette matrice est exactement R(t).Enfin, trJ = 0 et det R(¥) = 1 = V. Tous les
résultats du probleme sont vérifiés sur les rotations.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths spé

Le cours : fonctions vectorielles, cours de maths spé

Les énoncés : exercices de maths spé sur fonctions vectorielles

A maitriser avant : Normes, espaces vectoriels normés et suites
Chapitre précédent : Séries entieres

Chapitre suivant : Intégrales généralisées et fonctions intégrables
Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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